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В С Т У П

Як відомо [40,67-701, в теорії звичайних диференціальних рів-^ 
нянь розроблено ряд аналітичних методів відшукання періодичних 
розв'язків як лінійних, так і нелінійних диференціальних рівнянь.

Щодо рівнянь з частинними похідними, особливо рівнянь другого 
порядку гіперболічного типу, то можна стверджувати, що аналітичні 
методи відшукання періодичних розв'язків почали тільки недавно 
розроблятися. До 80-х років здебільшого доведення існування 
періодичних розв'язків гіперболічних рівнянь другого порядку 
проводилося за допомогою рядів Фур'є, причому період Т і крайова 
умова підбиралися так, щоб можна було досягти бажаного результату 
[5,9Г10,14,25,26,29,59-61 ,112-1151.

Першою серед робіт в цьому напрямку була робота
Н.А.Артем'ева [51, в якій в області (О < х, t < 1) розглядалась 
задача

ztt - аг zxx = &(x,t) + є f(z),

z(0,t) = z(1,t) = 0, (1 )

z(x,0) - Z(X,1), Zt(x,0) = Zt(X,1).

Доведено, що коли a=(2m+1 )/p (m,p - цілі числа, рїО), то при 
відповідних обмеженнях на функції &(x,t) і f(z) при достатньо 
малому є існує єдиний класичний розв'язок задачі (1) в класі 
функцій, які зображаються за допомогою ряду
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CO

z(x,t) = 2 Zzk±\(t  ̂ sin (2k+1hx. (2)
k=o

При доведенні цього факту використовується система функцій
Грі на

cos 2%п(j t-тj - 1/2)
4>n(t,x) = 2a%n sin (a%n/2) ’ (0 ̂  t, x ^ 1, n c {Nj.

Стверджується, що при Ірраціональному а кожна окрема функція 
«pn(t,x) обмежена, але сукупність всіх yn (t,x) необмежена 
(оскільки sin (а%п/2) може приймати як завгодно малі значення для 
нескінченної множини натуральних п, тобто ми тут зустрічаємося з 
так званою проблемою малих знаменників [5,611).

Аналізуючи стан розвитку теорії нелінійних крайових задач для 
рівнянь з частинними похідними, можна стверджувати, що комплекс 
питань, пов'язаних з проблемою дослідження розв'язків цих задач, 
ще недостатньо вивчений. В ряді робіт з диференціальних рівнянь 
гіперболічного типу, які появилися останнім часом, вивчається 
одномірне гіперболічне рівняння, лінійна частина якого - оператор 
Даламбера, а нелінійність має вигляд F[ul(xfi,є)

= f(x,t,urut,ux ,s), де є - малий параметр. При цьому для 
встановлення теорем існування використовуються методи нелінійного 
функціонального аналізу , теорії неявних функцій, варіаційні 
методи, а також теорія монотонних операторів 
[71 ,93,98-101 ,103,121 ,1221.

Широка бібліографія по періодичних розв'язках диференціальних 
і диференціально-операторних рівнянь наведена в роботах О.Вейводи 
[120] і Б.й.Пташника [61]. Серед робіт, які не включені в дану бі­
бліографію, треба відмітити роботи сучасних математиків
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[41-46,65], в яких розглядається лінійна крайова періодична задача

utt - а2 ихх = g(x,t), (х,t) € 0 х к,

U(0,t) = U(%,t) = 0, t € iR, (3)

U(X,t+T) = u(x,t), (X,t) € 0 * R,

на конкретно визначених просторах функцій, тісно пов’язаних з 
множиною 0, періодом Т і параметром а.

Зауважимо, що лише при конкретному виборі періоду Т=1 1 
відповідних крайових умовах при х=0 і х=1 Артем'єву вдалося 
довести вище згаданий результат. Такий підхід при доведенні 
існування періодичних розв’язків рівнянь з частинними похідними 
використовувався багатьма математиками (В.Н.Карп (I960, 1963);
А.П.Митряков (1948, 1949); Г.Т.Соколов (1953); М.В.Соловйов
(1939)), причому результати одержувалися кожен раз в спеціально 
виділених просторах функцій.

В 1984 році чеськими математиками О.Вейводою і М.Штедри в 
роботі [14] вдалося класифікувати нижче вказані простори функцій 
при умові, що останні належать С 1 G^, де С - клас функцій двох 
змінних х 1 t, неперервних 1 обмежених на О?2 ; - клас функцій
двох змінних х і t, неперервних 1 обмежених на К2 разом з похідною 
по t. Коротко зупинимося на основних результатах вказаної роботи. 
По-перше, виділено такі три періоди 1 три простори функцій для 
випадку а=1:

І. іу1 = ~ £ ,  р - непарне, q - парне, (p,q) = U
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= { и:  u ( x , t )  = u (x , t+w ) = u ( n - x , t )  } .

O  r>~
II. и>г = p - парне, q - непарне, (p,q) = U

A2 = { u: u(x,t) = - u(x,t+w /2 ).

III. w3 = p l q - непарні, (p,q) = 1,

A3 = { u:  u ( x , t )  = u(%-x,t+w3/2) = u(x, i+w3 ) } .

По-друге, доведено, що однорідна крайова періодична задача

u°t t  -  и°х  = О, u ° ( 0 , t )  = U°(%,t )  = 0, 0 < X < тс, t € OR,

(4)
u°( x , t+wt ) = u ° ( x , t ) ,  0 ^ x  < TC, t f OR, 1=1,2,3,

має лише тривіальний розв’язок u°(x,t) = О, а, отже, відповідна 
неоднорідна задача (3) при g(x,t) е £ = 1,2,3, має єдиний
розв'язок U(X,t) f At, і = 1,2,3.

По-третє, проведена класифікація робіт за вказаними
просторами і = 1,2,3, тобто названо праці, результати яких 
одержано в просторі 4 1, 4£ , і зауважено, що простір 43 розглянуто 
у роботі [143 вперше.

По-четверте, розв'язки задачі (3) шукаються за допомогою 
простої модифікації формули Даламбера, яка дозволяє уникнути 
виразів, в яких потрібно сумувати нескінченні ряди. Перевагою 
розробленого аналітичного методу, який використовується в просторі



неперервно диференційованих функцій, крім надзвичайної простоти, є 
1 відсутність умови на значення функцій, які стоять в правій 
частині рівняння utt - ихх = f(x,t,urut,ux,s), в межових точках 
Інтервалу ІО,%ї.

Потрібно зауважити, що в анотованій вище роботі О.Вейводи 1 
М.Штедри 1141 не вивчається проблема виникнення просторів At, 
і = 1,2,3, і не точно побудована формула розв’язку задачі (3) в 
просторі А3. Тому, природньо, постають питання: чи Існують інші 
простори функцій, в яких може бути розв'язана задача (3)? Який 
вигляд має розв'язок в таких просторах? 4

Вирішенню цих питань, а також відшуканню аналітичних 
розв'язків лінійної задачі (3) 1 вивченню на основі їх
властивостей нелінійних крайових періодичних задач і присвячена 
дисертаційна робота.

У вступі зроблено короткий огляд літератури по темі дисерта­
ції, викладено основні результати роботи.

У першій главі досліджується існування та єдиність розв'язків 
крайової періодичної задачі

utt - аг \±хх = f(x,t), (x,t) € К2 ,

u(0,t) = u(%,t) = 0, t e OR, (5)

u(x,i+T) = u(x,t), (x,t) € K2 .

Розглядаються такі простори функцій:

G - простір функцій двох змінних х і t, неперервних 1 обмеже­
них на (R2;

- простір функцій двох змінних х It, неперервних 1 обмеже-
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них на К2 разом з похідною по х;

Q - простір 2тс-пер1одичних по х на К2 функцій;С— Tv
- простір непарних по х і 2тс-пері одичних по х на Ш2 функ­
цій;

QT - простір Г-періодичних по t на К2 функцій;

HQ& - простір функцій / є С, які задовольняють на (R2 умови

г(х,ау,Ь+%) = - г(х,ау,%),

° ь
J dx J r(x,a(%+w),Ь+%) dw = О,

~Т о

де Ь - дійсне число, відмінне від нуля, а

-  9 -

Г(х,ау,х) = з <f(х+о,(у-%),г) + f(x-a(y-%),х п ;

- простір функцій і раз диференційованих по х 1 J раз дифе­
ренційованих по t (якщо і = J, то GirJm 2) = с Ч к 2,));

- простір функцій двох зміних з: і t, які розкладаються в 
рівномірно збіжні ряди виду

со
f(X,t) = 2 fn(t) зіп ш •

На основі видозміни розв'язку

мішаної задачі
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р- а и = f(x,t), 0 < х < тс,
rj rx>

и(х,0) = ut(x,0) = ty(x), 0 ̂  х ^ 0 ̂  t ^ Т,

u(0,t) = u(nrt) = 0, 0 ̂  t ^ Tt
А.»

де f(x,t) - непарне 2тс-періодичне продовження функції / ПО ЗМІННІЙ 
х з відрізка [0,%] на всю числову вісь, в § 2 побудовано оператор

t t Ь t
(Pf)(x,tra>b) = J dx X r(x,ay,%) dx - X d% X r(x,ay,x) dy,

O X  t X

за допомогою якого встановлюються умови Існування розв'язку
крайової періодичної задачі (5).

Доведено таке твердження:

Теорема 1.2.4. Для / € Gx n QT П QpTC П \ль Функція и = Pf є 
функцією з прюстору С2 (К2 ), яка задовольняє
умови (5).

В § 3 на основі першої залежності, що визначає простір Наї), 
виведено функціональне рівняння

f(ab-z,b+x) = f(z,x), V (z,x) є fR2 , (6)

при допомозі якого визначено такі три періоди і три простори
функцій:

Т\ = (2Р-1>°Ц) = 1> Ь, = T,q,

Вд = if(x,t): f( х ) = - f(—хft} = f(x,t+Ty) = f(%-x,t) };

Тг = 'l ’ a*2a> q = 2s-1, (2p-1 ,ctq)=1, b2 = Tzq/2,
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В2 = if(x,t): f(x,t) = f(%-x,t+T/2) = - / (—x,t) = f(x,t+T)=a

f(x+2n,t) >;

4%k
aq q = 2з-1, а ї 2a, (k,aq) = 1, b = T q/2,

B2 = if(x,t): f(x,t) = - f(-x,t) = f(x+2%,t) = - f(x,t+T3/2) >.

Детально вивчено такі властивості простору В^:

Лема 1.3.1. Якщо / с Вд п с » то / є Q.z% п с *
Лема 1.3.2. Якщо для функції / € G п справедливий розклад 

в ряд Фур'е
00

f(x,t) = 2 fb(t) Sin кх, 
к= і

то f2n(t) = 0 для всіх п = 1,2,3,.,., тобто в 
цьому випадку ряд має вигляд

со
f(x,t) = 2 stn (23-1 )х.

Основна лема 1.3.3. Якщо / є В^ п т0 / € Hr/.h П с *об.

Теорема 1.3.2. Для /  є п bq Функція

ь
и(х,і) = (f[f)(x,t,a,bA) = X Q(%) dx X r(x,ay,x) dy,

O X

ДЄ

Q(x)
(7)

- 1 , t < X V ьл == T̂ q, Тл = (2p-1)%
aq ’



є функцією з простору С2 п ва» яка задовольняє умови крайової
періодичної задачі (5), причому

(T.q)2
\\u(x,t)\\c $ - -4 -  if(x,t)\G,

Т q
lut(xft)lG ^ \f(x,t)lc,

Т q
\Ux(X,t)\G < щ щ  \f(X,t)\G,

де аїО 1

lf(x,t)lG = зир i\f(x,t)\; (x,t) € Ш2}.

В § 3 також показано, що функції / € п с задовольняють обид­
ві умови простору HQf), а функції / е В ® п  з = 2,3, - лише першу.
Однак Існує клас функцій / є В^ п 3 = 2,3, які задовольняють
другу умову простору ЕаЬ.

Лема 1.3.5. Якщо / є В®, 8=2,3, розкладається в рівномірно 
збіжний ряд фур'е виду

00

f(x,t) = 2 TJt) зіп ш
Т1= 1

для всіх t є С0,2*3 3, з = 2,3, то / 6  HQ& , 3=2,3.з

Теорема 1.3.3. Для / є n Ва П Функція

_ і &з x+a(t-%)
и = (&f)(xrtra,bj  = { J  Q(z)  dz f  f(%,x) d%,

3 ° 4 o x-a(t-z)

-  12 -

(8)
Dg = T3q/2, 3=2,3,
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є функцією Із простору С2 , яка задовольняє крайову періодичну 
задачу (2.1)-(2.3).

Доведено, що тільки оператор відображає простір функцій 
сам в себе (теорема 1.3.2); побудовані оператори Р^, 5-2,3, не 
відображають вказані простори В®, 5=2,3, самих в себе, але при 
додаткових умовах (теорема І.3.3) дають розв'язок крайової 
періодичної задачі (5), причому лема 1.3.5 вказує достатню умову, 
при якій шукана функція u(x,t) = (F^J)(x,t) € С2 п В®, 5=2,3.о С£

В даному параграфі зауважено, що теорема 1.3.2 є узагальнен­
ням відповідної теореми, яка була вперше сформульована в роботі 
Н.А.Артем'єва [5] в 1937 році при 271 = тс 1 а = , р € Z, q е
€ (N, причому шукана функція зображалася у вигляді ряду Фур'є, вка­
заного в лемі 1.3.2.

В § 4 доведено, що однорідна крайова періодична задача 

Uft -  = О, ( x , t ) € О?2 ,

u ° (0 ,t )  = u °(%, t )  = О, t € R, 

u° (x , t+T)  = u ° ( x , t ) ,  ( x , t )  € R2 ,

4в побудованих просторах функцій В^, і = 1,2 ,3 ,  для а е ©

має лише тривіальний розв'язок, на основі чого в § 5 сформульовано 
такі теореми Існування і єдиності розв'язку неоднорідної задачі:

Теорема І.5.І. Для /  € п » aeffl, функція и = I&f,  визна­
чена формулою (7), є єдиною функцією із просто­
ру С~ п , яка задовольняє умови крайової пе­
ріодичної задачі (5).
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Теорема 1.5.2. Для / € n Bg n a Є ®» функція u = P^/, 
і - 2,3, визначена формулою (8), e єдиною функ­
цією Із простору С2, яка задовольняє умови кра­
йової періодичної задачі (5).

За допомогою побудованого в першій главі оператора Р для 
розв'язності лінійної задачі (5) та оцінок розв'язку цієї задачі в 
другій главі одержано результати 1 для нелінійної крайової періо­
дичної задачі.

Друга глава присвячена двом частковим випадкам, а саме, роз­
глядаються рівняння виду

и^  - а2 ихх = F[ufu
і

~ ^XX ~ FflLjr,] f

де F - оператор, який кожну гладку функцію u(x,t) переводить в 
скалярну неперервну функцію F[uJ(x,t) в просторі B L

На основі принципу стиснених відображень 1 його узагальнення 
(теорема 0.1 [79,с.475]) доведено такі дві теореми існування 1
єдиності розв'язку вище вказаних задач.

Теорема ІІ.2.1. Нехай скалярна функція Ftu,ut](xft) =

= f(x,t,u(x,t),ut(x,t)) задовольняє такі умови:

1 )  f(X,t,U(X,t),Ut(X,t)) €  С ( К г  х  ||U | G  <  CO х | U j | q  <  C O , ) ;

2) О < \F[0,0](x,t)lc = Г < co;

3) \Ffu\Uf ](x,t) - Ftu' ,u'tl(x,t)\ ^

< N^\u"(x,t) -  u' (x,t)\ + N2 \Uf(x,t)  -  u't ( x , t ) j ;



4) F[0,0](x,t) £ a € ©;

5) для всіх u(x,t) € Bq n C1fR2 j

Ftu,ut3(xft) £ Вд n CfR2,),

Тоді при виконанні умови
\<L(Т q r  Т q 1

— K —  N + -4- N < і4 1 2 а 2
задача

u(0,t) = u(n,t) = 0 ,  t € R, 

u(x,t+T) = u(x,t), (x,t) € R2 ,
(10)

має єдиний гладкий розв'язок u(x,t) £ В^ n G1fR2 h

Теорема II.3.2. Нехай скалярна функція F[uTut,ux] (x,t) =

= f(x,t ,u(x,t) ,u^(x,t) ,ux(xft) ) задовольняє 
такі умови:

1 )  f(X,t,U(X,t),Ut(X,t),Ux (Xft)) є C ( R 2 x |U jjc <oo x | u t |G<co x J u ^ | c < c o j

2) 0 < jF[0,0,0](xft) lc = Г < co;

3) \F[u" ,Uffu'x ](x,t) - Ftu' ,u,j.,ux](x,t) | < F1 \u" (x,t)-u' (xTt) j +

+ F2 |u£ (x,t )-u't(x,t )\ + N3\ux(x,t)-ux(x,t)\;

4) F[0,0,0](x,t) f Bq, a c ®;
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5) для всіх u(x,t) € Вд п с1(Шг)

F[u,ut ,ux](x,t) t Bq n CfOR2;.

Тоді при виконанні умови

IT q f  T q
- V  + - Z -  < h  + V  < 1

задача

utt - uxx = F[u,ut,uxl, (x,t) € fRy

u(0,t) = u(%rt) = 0, t € ER, (11)

u(x,t+T) = u(x,t), (x,t) є ER2 ,

має єдиний гладкий розв'язок u(x,t) € Вд п G1(l2 ).
Одержані теореми включають в себе відомі вже результати для 

різних часткових випадків, а саме в § 4 наведено такі два 
випадки:

Теорема ІІ.4.1. Нехай F[uru^tux](xft) = f(x,t) + є fA(u) і
f(x,t) і / (и) задовольняють умови:

1 ) f(x,t) є C([R2 ) n Вд, а є ®;

2) О < \f(x,t)\Q = Г2 < со;

3) / 1 (О) =  О;

4) f^(u) є Lip П 1,{Rj, const;

5) //-uj = - /1 Гиу.
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Тоді при достатньо малому за модулем є нелінійна задача 

utt - агихх = f(x,i) + є / 1(и), (x,t) € ER?

u(0,t) = U(n,i) = 0, t € ER, (12)

u(xrt+T) = u(x,t), ( x , t )  e ER?

при a e ® має єдиний гладкий розв’язок u(x,t) є Вд.

Теорема ІІ.4.2. Нехай виконуються такі умови:

1) f ( x , t )  є C(ER2 ) п Вд, а є Ш;

2) О < lf(X,t)lG = Г3 < 00;

3) /г (0)  = 0;

4) f 2 (ut ) € Lip (Nz ,ERJ, Nz= con3t;

5) f 2 (~ut ) = -  f 2 (ut ) .

Тоді при достатньо малому за модулем є нелінійна задача

utt - а2ихх = f(Xyi) + є f2(ut),
(13)

u(0,t) = u(%,t) = О, u(x,t+T) = u ( x , t ) ,  (x,t) € ER2 ,

при а є ®  має єдиний гладкий розв'язок u(xrt) € Вд.
Розглянуто приклади рівнянь, які задовольняють умови

теореми ІІ.4.1 або умови теореми ІІ.4.2.
Як підсумок зробленого, в третій главі на основі операторів 

Вейводи-Штедри досліджуються умови існування і єдиності розв'язку 
ряду крайових періодичних задач.



Розглядаються такі простори функцій:

С - простір функцій двох змінних х 1 t, неперервних 1 обмеже-71»
них на [0,%] * {R;

G  ̂ - простір функцій двох змінних х 1 t, неперервних 1 обмеже­
них на [0,%] * R разом з похідною по і;

- простір функцій g(x,t), які задовольняють на [О,к] * 0? 
співвідношення g(x,t+T) = g(x,t).

В §§ 2-4  визначено простори функцій, в яких сумісні крайові 
періодичні задачі виду

Utt - ихх = F[U,Ut,UT], 0 < х < %, t є IR, (14)

u(Ort) = u(%,t) = 0, u(x,t+T) = u(x,t). (15)

Зокрема, в § 2 розглядаються оператори S 1 і S , що визнача­
ються формулами

(S g)(x,t) = - і J dx J* dx, (16)1 о t-KT+g
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 ̂ тс t -х+ х
(S g)(x,t) = - I f dx J g(^fx) d%, (17)

1 доводяться їх властивості.

Лема ІІІ.2.І. Якщо g(x,t) є Gwt n то кожна з функцій
и1 = S g і иг = Szg є розв'язком лінійного

і інеоднорідного рівняння - ихх = g(X,t),

і = 1,2, причому v}(x,t) е і = 1 *2.
Також розглядається оператор
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(Sg)(x,t) = \ ((S,g)(x,t) +

що володіє нижче вказаними властивостями.

Лема ІІІ.2.2. Якщо g(x,і) е G t п 0 ^ »  то функція 
= (Sg)(xrt) є розв'язком такої задачі:

- ихх = g(x,t), u(x,t+T) = u(x,t), 0 ^ X ^ тс, t

причому

(sg)(o,t) = - і J де ‘j1-
о t-6

(Sg)(%,t) = - ^ J cZg J  ̂g(z,x)d%.
O t— TC+£

Крім того, зауважено, що при виконанні умови

g(n-X,t) = g(X,t)

праві частини рівностей (19) 1 (20) рівні між собою, 
Якщо тепер розглядати простір функцій

- (и: u(x,t) = u(%-x,t) = u(x,t+T))f

визначених на [0,%] * 0?, то на основі формул (16)- 
леми III.2.2 справедливі наступні твердження.

Лема ІІІ.2.3. Оператор S володіє такими властивостями:

S i L ( C% n Â , С’ п ^ ) ,

(18)

u(x,t) =

(19)

(20)

(18) 1

S € l ( G r t n 4 ,
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Лема ІІІ.2.4. Якщо g(xtt) е G%t n то Функція u(x,t) = 
= (Sg)(x,t) e класичним розв'язком такої крайо­
вої задачі:

utt - ихх = g(x,t), u(0,t) = и(к,і),

u(x,t+T) = u(x,t), 0 ^ x < тс, t e K.

На основі одержаних в § 2 результатів у §§ 3 1 4 досліджу­
ються лінійні крайові % 1 2?с-пер1 одичні задачі.

Зокрема, в § 3 дано відповідь на питання про розв'язність 
лінійної крайової тс-періодичної задачі:

Utt ~ иХХ  = о < X < тс, І € Ж,

и(0,і ) = u(%,t) = 0, t e l R, (21)

U(X,t+T) = U(X,t), О < X і* тс, t 6 о?.

Справедливе наступне твердження.

Теорема ІІІ.З.І. Якщо g(xtt) е n f-8: g(x,t) =
= g(%-x,t) = g(x,t+w), w=iz/qr q e Ш ), to 
функція

U(X,t) = (R^g)(Xrt) s (Sg)(Xtt) + ^  J  d'e, f  g(Z,z) dx
o t-'g

є єдиною функцією із простору О?. П яка
(V І

задовольняє умови (21), причому

2
\u(x,t)lG ^ 2 \8(x*t)\c «

т̂с тс



lut(xft)\\c < f \\g(x,t)\\G ,
% тс

lux(x’t}k  ^ 2 \8(X'*)\g »~ % %

де ||gU,tj|c = sup {\g(X,t)\; О ^ X ^ ти, t € RJ.
тс

В § 4 досліджується така 2тс-періодична задача: 

ut t  -  их х  = g ( x , t ) ,  О < х  < %, t  £ R,

u(Ort) = u(%,t) = О, t £ OR, (22)

LtfXt+pTC,) = U(X,t), (X,t) £ ГО,тсі x (R.

Показано, що в конкретно визначеному просторі Д2тс = fit: 
U(\r,f j = It (%~Х, f Ч тс,) = U(x,t+2n)} функція виду

u(x,t) = (Rg%g)(x,t) = (Sg)(x,t) + j* dg J*6 g6s,x; dx +
o t~g
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при g £ G t n 8 класичним розв'язком задачі (22), причому 
справедливі наступні твердження.

Лема ІІІ.4.І. Оператор володіє такими властивостями:



кого
дач.

Теорема ІІІ .4 .І . Якщо g ( x , t )  € G%t п то ФУШ1 І̂Я и ( х >г )  =
= (R^%g)(xft) є єдиною функцією із простору 
С2 п Я2тс, яка задовольняє умови (22),

тс 1 2

причому 

\ u ( x , t ) l c  < І  тс2 ІяГд,їЛіс
ТС ТС

|U|(х»tJіс ^ 2 '
тс тс

|u ^ тс igr^,t.)|c .
ТС ТС

У п'ятому 1 шостому параграфах досліджується Існування глад- 
(и е С1) розв'язку нелінійних крайових % 1 2тс-пер1одичних за-' тс
В § 5 розглядається задача

utt “ их х  = F[u>ut ’ ux ]r 0  < х  < t €

U(0,t) = u(n,t} = 0, t €  К »  ( 2 3 )

u(x,t+%/q) = u ( x , t ) ,  ( x f t )  є ГО,тсі x R, q € IN;

а в § 6 -

utt - = F[u,ut], 0 < x < тс, t € R,

u(0,t) = U(n,t) = 0, t € R, (24)

u(Xt+2TC; = u(x,t), (x,t) є Г0,тсі x fp,



де F - оператор, який кожну гладку функцію и е С1 п А-1 (і = 1тс 1 ‘ I v т
ті = г = 2, тг = 2%) переводить в скалярну неперервну функцію 
Flul(xtt) € С n 4* *•ТС о

На основі принципу стиснених відображень і його узагальнення
(теорема 0.1 179,с.4753) доведено теореми існування і єдиності
розв'язку вище вказаних задач.

Теорема IIL5.2. Нехай скалярна функція FCu,ut ,u ] ( x , t )  =

= f(x,t,u(x,t),Uj.(x,t),ux(x,t)) задовольняє
такі умови:

()  f ( x rt f U( X, t ) jV^(X f t ) t ux ( x f t ) } e G([0,%]  *  K *  § tt і < c o  x

~TC
* I I c  < 00 * lux lG < ™);

тс TC

2) 0 < \ F [ 0 , 0 , 0 1 ( x , t ) l G = r < co;
TC

3) I Flu* ,u"t , u y ( x , t )  -  Ftu' ,u't ,ux ] ( x , t )  і ^

< \u"( x , t ) -u '  ( x , t )\  + N2 \u.*t ( x , t ) - u ' t ( x f t)\ +

+ N3 1 ux (x,  t )-u'x ( x f t )  I ;

4) F[0f 0 , 0 ] ( x , t ) e A™;

5) для всіх u { x , i )  є i ! n C 1
1 11 TC

F[u,ut ,ux ] ( x , t ) t i j n  CTC- 

Тоді при виконанні умови

ф  if, + І (їїг + / у  < \ (25)

задача (23) має єдиний гладкий розв'язок u(xrt) є А% п С1.
1 11 тс
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Зауважимо, що при послабленні умови (25) доведення можна 
провести на основі теореми 0.1 [79,с.475].

Теорема ІІІ.5.3. Нехай виконуються умови 1 )-5) теореми
ІІІ.5.2. Тоді при виконанні умови

2ТС JT , ТСJT, + 5 (їїг + N3) < 1

задача (23) має єдиний гладкий розв'язок
и(х, t) £ А̂  pj G (10,%] х [R.

Теорема ІІІ.6.1. Нехай g £ С п ^оТС- ТОДф лінійна задачаTJj £_

(22) має єдиний гладкий розв'язок и = £
£ Н2ТС, для якого справедливі оцінки тео­
реми III.4.1.

Теорема ІІІ.6.2. Нехай скалярна функція F[ufu^] (x,t) =

= f(x,t,u(x,t),ut(x,t)) задовольняє такі
умови:

1) f(X,t,U(X,t),Ut(X,t)) £ С (Г0,ТСІ X (R *|ц|с < CO xjjutj|c < оо);
тс тс

2) О < \ F [0 , 0 ] ( x , t ) \ c = Г < со;
тс

3) \F[U" ,Uf](x,t) - F[u' ,u't](x,t)\ ^

^ У'11u" (x,t)-u' (x,t)\ + Nz\û (x,t)-u't(xtt) j ;

4) F[0,0](x,t) £ Л2тс;

5) для всіх u(x,t) £ Ai% n C1 ([0,%] x {RJd. 7U

F[ufuf](xtt) £ A ^  n C .I cL тс

Тоді при виконанні умови
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З N. п
1Т + -4- < і

іадача (24) має єдиний гладкий розв'язок и(х,і) f Ая% п О1.-1 З 1 1 ТС

Справедливе 1 зауваження IZI.6.1: Замість вимоги, щоб скаляр­
на функція F[u,utl(x,t) була визначена для 
всіх О ^ х ^ тс і всіх (i,u,ut), достатньо 
вважати, щоб F була визначена для О ^ х ^ тс,
t € ER, |ujjr < Ь, iu.

тс tiC < 2L/(3k), де L
тс

задовольняє нерівність

ОТС і ЗЛСтс^ У0тс
1 t 2~~г~ + х г

або просто

Зтс̂ іІ

де М - |Ffu,utJfJ7,t;|c ДЛЯ |ц||с ^ і, |utlc < 2L/(3%)
тс тс ’ тс
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Г Л А В А  I

л і н і й н а ' к р а й о в а  п е р і о д и ч н а  з а д а ч а

У першій главі в просторі неперервних і обмежених на {R2 разом 
з похідною по х функцій досліджено існування та єдиність розв’язку 
крайової періодичної задачі для лінійного неоднорідного рівняння 
коливання струни.

На основі спеціально побудованого оператора в другому пара­
графі встановлено функціональні умови залежності, накладені на 
праву частину рівняння, при яких існує розв’язок вказаної задачі 1 
в третьому параграфі виведено функціональне рівняння для побудови 
конкретних просторів функцій. Функціональне рівняння дало змогу 
визначити три періоди і три простори функцій, причому вказані пе­
ріоди повністю співпали з періодами Вейводи-Штедри.

Детально вивчено властивості першого простору функцій, в яко­
му розв’язана лінійна крайова періодична задача, а також доведено 
теорему існування розв’язку.

У четвертому параграфі встановлено, що в побудованих просто­
рах функцій відповідна однорідна крайова періодична задача має ли­
ше тривіальний розв’язок. Це дало можливість у п'ятому параграфі 
сформулювати теореми існування і єдиності розв'язку неоднорідної 
задачі.



\
-  55 -

Г Л А В А  II

Н Е Л І Н І Й Н А  К Р А Й О В А  П Е Р І О Д И Ч Н А

З А Д А Ч А

Друга глава присвячена встановленню умов розв’язності не­
лінійної крайової періодичної задачі для квазілінійного рівняння 
другого порядку гіперболічного типу з двома незалежними змінними х 
1 t у просторах неперервних 1 обмежених разом з похідною по х 
функцій. Дослідження проводиться на основі побудованого в першій 
главі оператора для розв’язності відповідної лінійної крайової пе­
ріодичної задачі та оцінок розв’язку цієї задачі. При цьому вико­
ристовується принцип стиснених відображень. Розглянуто два випад­
ки. У першому - оператор Даламбера містить параметр а і права час­
тина рівняння - нелінійний оператор, який залежить від шуканої 
функції та її похідної по часу. В другому випадку а=1 і права час­
тина є будь-який нелінійний оператор.

Результати сформульовано і доведено у другому 1 третьому па­
раграфах у вигляді достатніх умов розв'язності нелінійних крайових 
періодичних задач. У четвертому параграфі глави вони ілюструються 
прикладами.

Відмітимо, що перший результат охоплює одержані раніше част­
кові результати.
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§ 1. Про одну властивість розв’язку 

нелінійної мішаної задачі

В даному параграфі роглянемо таку мішану задачу:
_ /V

utt - а ихт = F[u,ut,их,є], 0 ^ є < 1, (1.1 )

u(0,t) = u(l,t) = 0 ,  0 < t < Т, (1.2)
rv rv

и(х,0) = <р(х), Uj.(x,0) = ty(x), 0 ^ х < І, (1.3)

1 з'ясуємо питання Існування 1 єдиності гладкого (и € С1ГПТ І,
ТІт = І О ^ х ^ І ,  0 ̂  t ^ Т }} розв'язку цієї задачі в Пт . Заданий

rv

оператор F переводить кожну гладку функцію u(x,t), визначену на
rv

їїт , в скалярну неперервну функцію Ftu,ut,их,є](х,і), визначе­
ну на множині Пт х [0,1].

Справедливе наступне твердження.

Теорема 1.1 146]. Нехай виконуються умови
/V О  .  rv , rv rv

1) tp(x)€040,i] = fcp6r,)ec .* (pro; = = oi,
rv O  rv rv rv

ФбгМС [0,1] = {ф(х)їС : ФfO,) = ф Ш  = 01;
rv

2) функція F[u,ut,ux,s](x,t) визначена для довільної функції 
и(х,і) € С10Іт;, неперервна на множині Пт *Г0,1] і задо­
вольняє таку умову: при переході від функції и £ С1 (IljJ до 
якої-небудь Іншої функції ЇЇ £ С1('ПТ,) маємо

і ™
f max J&F[u,Uf,ux,e](x,z)\ d% ^
о Д
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^ К } { max \m(x,Q)\ + max \mf(x,Q)\ + max \m (Зг,Є,)|)- dx,
o  ̂X,Q€x X,Q^x X,Q<% J

PJ

де au=u~u і т.п., а постійна K визначається оператором F 
(зрозуміло, що і значеннями Т і є);

3) виконуються відповідні умови узгодження в точках (0,0) 1 
(1,0) [461.

Тоді мішана задача (1.1)-(1.3) має один 1 тільки один 
розв’язок в прямокутнику Пт .

Зауваження 1 .1 , Теорема 1.1 доводиться на основі відповідної
теореми для квазілінійної мішаної задачі для 
гіперболічних систем першого порядку 
[1,2,27,28,36-39,46], причому область роз­
бивається на "малі" області, в яких мішана 
задача еквівалентна системі інтегральних рів­
нянь Вольтерра. Слід сказати, що в кожній
області одержується своя система інтегральних

ґ\>

рівнянь. Показано, що якщо оператор F володіє 
неперервним 21 - періодичним продовженням, 
яке буде означено нижче, то розв'язок мішаної 
задачі (1.1)-(1.3) задовольняє одну і ту ж 
систему інтегральних рівнянь [46].

П-і

Нехай А і А° - такі простори функцій:

А = I u(x,t) € С1(ПТ,)}, Пт = (0,1; 0,Т);

А° = { u(x,t)egVq^,): u(x+2l,t) = u(x,t) = - u(-x,t)},

= і-R*[0,T3.
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Означення 1.1. Якщо оператор F[и,и^,их,є] (x,t) ,  визначений на
А.» _

множин! А, визначений також на множині А° 1 
його значення F[u,ut,ux,s](x,t) на цій множині 
задовольняють умови:

1) F[u,ut,ux,e](x+2l,t) = F[ufut,их,є](х,і);

2) F[u,ut,ux,B](-x,t) = - F[uruirux,e](x,t),

то будемо говорити, що оператор F допускає не-
А*

парне 21 - періодичне продовження з множини А 
на множину А° по змінній х для всіх фіксованих 
t е 10,Т] і його значення, як сказано вище, 
будемо позначати F{u,u+,ux,e3(x,t).

Теорема 1.2 [461. Нехай виконуються умови 1), 2) теореми 1.1
го

1 умова: 3) оператор F допускає непарне
А»

2І-періодичне продовження з множини А =

= {U(X,t) € с1 (ТІ )} на множину А° = iu(x,t) € 
t G1fQ u(x,t) = u(x+2l,t) = - u(-x,t)) по
змінній х для всіх фіксованих t є [0,Т1.

Тоді мішана задача (1.1)-(1.3) має один і 
тільки один гладкий розв’язок U € 4°, причому 
даний розв'язок задовольняє одну 1 ту ж систе­
му Інтегральних рівнянь на всій множині Пт :

u(x,t) = 1 t.1 J + ф(х-ад}} dQ +

, t e+ Дг Jde f{F[urutfuxre](x-a(z-Q)rz)+F[ufu^Tuxfe](x+a(x-Q)fz)}dx=
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о

о X

u+(x,t) = (u)t, ux(x,t) = (u)x,

де <p(x) 1 ф (х ) - непарне 21 - періодичне продовження початкових 
функцій ф(х) і ф(х) з відрізка [0,1J на всю числову пряму R.

Тепер» виконуючи відповідні заміни змінних, рівність (1.4) 
можна записати в зручному для диференціювання вигляді

Отже, система інтегральних рівнянь (II.1.4) є узагальненням 
відповідних рівностей (1.1.14), одержаних для лінійно! 
неоднорідної мішаної задачі (1.1.1), (1.1.2), (1.1.14), коли опе­
ратор F[u,ut,ux,B1 квазілінійного рівняння (II.1.1) допускає не­
парне 2І-періодичне продовження по змінній х. З іншого боку, одер­
жана система інтегральних рівнянь (1.4) ((1.5)) дозволить довести 
сумісність нелінійних крайових періодичних задач, які будуть ви­
вчатися в наступних параграфах.

u(x,t) = ф (x+at) + ф (x-at) , 12“̂  2а
x+at

Р фїоО da + 
x-at

1 t x+a(t-%)
+ pcft p FtU, llj-, &xr є ] (П » "c )d-q,

" o x-a(t-x)
(1.5)

Uj.(X,t) = (u)j. , U-X (x,t) = (U ) x .
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§ 2. Періодичні розв’язки нелінійної крайової 

періодичної задачі

Розглянемо спочатку таку крайову періодичну задачу:

Utt - ОГи.хх = F[U,Utl, ГдД,)€®? (2.1 )

u(0,t) = и(%, t) = 0, teIR, (2.2)

u(x,t+T) = u(x,t), (х,і)фг. (2.3)

Заданий тут оператор F[u,u^], взагалі кажучи, нелінійний, пе­
реводить гладку (и f С1 {'О?2,),) функцію u(x,t) в скалярну неперерну

Поставимо завдання встановити умови існування гладкого (и е 
t С1 (№.г)) розв'язку даної задачі. Використовуючи результати, 
одержані в главі І для відповідної лінійної неоднорідної крайової 
періодичної задачі, наприклад, той факт, що в побудованих 
просторах Вд, 8=1,2,3, відповідна лінійна однорідна крайова пері­
одична задача (1.4.1)-(І.4.3) має лише трив1альний розв'язок (и° = 
= 0), ми зможемо на основі знайдених операторів з=1,2,3, дати 
відповідь на поставлену задачу. Оскільки лише оператор P~f відобра­
жає простір сам в себе, то найпростіше побудувати алгоритм від-

'-A s

шукання розв'язку задачі (2.1)-(2.3) в цьому просторі (див. заува­
ження І.3.3).

По аналогії з лінійним випадком розглянемо таку систему ін­
тегральних рівнянь’,

функцію F{u,utJ.(x,t), визначену на 0^.
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1 1 x+a(t-x)
u(x,t) = ^  J Q(4J d<c J F[u,ut](z,%) d\

o X-Q(t-x)

6 1
ut(x,t) = \ ! Q(*) E F[ufut](x+(-1)ka(t-x),x) dx, (2.4)

o k=c

Ь і 1
u  ( X t ;  E F[u,utl(x+(-1)ka(t-x),x) dx,

o k-o

Де

f 1, 0 ̂  X $ t,
Q(x) = { (2.5)

1 -1, t < X 5$ b.‘ 9

b1 = I^q, I^aq = (2p-1)%, a є Q, (2p-1 ,aq) = 1. (2.6)

Означення 2.1. Неперервний розв'язок (и,и^,их) € CfK2 J, u € 
e Вд, системи Інтегральних рівнянь (2.4) будемо 
називати гладким розв'язком крайової періо­
дичної задачі (2.1)-(2.3).

Використовуючи інтегральне зображення (1.3.15) розв'язку 
u(x,t) = (I^f)(x,t,a,bv) лінійної задачі (1.2.1)— (1.2.3), на осно­
ві теореми 1.5.1 переконуємося в справедливості наступного 
твердження.

Лема 2.1. Нехай / € 0 n Bq> а € ®. Тоді лінійна задача 
(1.2.1)-(І.2.3) має єдиний гладкий розв’язок и = 
= F®f, для якого справедливі оцінки (1.3.17).



Теорема 2.1. Нехай скалярна функція F[u,ut J ( x , t ) =

= f(x,i,u(xTt),uf(x,t)) задовольняє такі умови:

1) f(x,tTu(X,t),ut(X,t)) € 0 (О?2 *|и|с < ео *|и^|с< со,); (2.7)

2) О < \F[0,0](xrt)lG = Т < оо; (2.8)

3) |Ftu" ] ( x , t )  -  FCu' ,u't ] ( x , t ) \  $

^ NA\u*(x, t )  -  і ї  ( x , t ) \  + Nz \Uj.(x,t) -  u't ( x , t ) \ ;  (2.9)

4) F10,0](x,t) e Bq, а є ffl; (2.10)

5) для всіх u(x,t) € Bq n C1fK2 ,)
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F[u,ut](X,t) f n CflR2,). (2.11 )

Тоді при виконанні умови

(Tnf Т q 1_  я + -4- Я  < І (2.12)4 І #0 с_ #0

задача (2.1)-(2.3) має єдиний гладкий розв'язок u(x,t) € В^ п
n gV k2 ,)-

Доведення. Визначимо нульове наближення и°(х,і) за такою фор­
мулою

x+a(t-%)
и°(х,і) = -X s'Q(x) ck j ' “ "  F[0,Q](t,x) (2.13)

x-a(t-z)

На основі оцінок (1.3.17), (2.8), (2.10) 1 властивостей лі-
1 'J онійного оператора (2.13) маємо, що u°(x,t) € BQ n G (1R ) і
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Т(Т,д)г T^q
\u°(x,t)\ ^ — --j  = Г 1?* -jy- Щ(х,і}\ < Г Г  (2

Виберемо число M таке, що

М > З Г 1. (2

В банаховому просторі функцій

D  =  {  U  € В^ П С1 (К2 ;.* М  , $ М  )с
з нормою

Т q
|u| 1 = max і |U|C , |utlc }

C

розглянемо оператор P^, що визначається за допомогою правої 
ни першого інтегрального рівняння системи (2.4):

, x+aft-x)
(F®F[u,ut])(x,t) = -ш ї f F[u,ut](tr%)d%. С

о X —Q,(t~x)

На підставі (2.7), (2.11) одержуємо, що

(I&F[u,ut])(x,t) € В^ n C1(K2,). (

Далі для и(х,і) € D будемо мати

(I&F[ufut])(x,t) = u°(x,t) +

. x+aft-х)f л
+ -щ f Q(x)dx I \F[u,ut l(A,x) - F[0,0](%,x)J dg

o X~CL( t—x )

Звідси, враховуючи (2.4), (2.9), знаходимо

.14)

.15)

.16)

.17)

части-

2.18)

2.19)
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( Т^ ) г r
j (I&F[u,ut ] } ( x , t ) \  < \ u ° ( x , t )  I + 14 - - [N Julc

T,q
\(T&F[urut])t(x,t)\ $ |u°t(x,t)\ + - 4 -  [^ Іи | с + Nz\\ut\\oy

Якщо останню нерівність помножити на (T,q}/2, а 
(Nz(Tpj)z/4) \\ut Іс переписати у вигляді (NzTAq/2)(T^q/2) !|ut|jc , то 
ми одержуємо

(Т q) T.q
 L ,   N +  , . Д . „  N іиі <

< г ,  +
fT,qE T.q (2.20)

Якщо вибрати константи Ліпшіца N і #2 такими, щоб виконува­
лася умова (2.12) теореми 2.1, то з нерівності (2.20), беручи до 
уваги, що Г1 < М/2, одержуємо

Отже, при вибраних N1 і N , що задовольняють нерівність
(2.12), отримуємо, що коли u(x,t) € D, то (F^Ftu/u^J)(x,t) е D.

Для функцій u(xrt) і z(Xyt) введемо відстань p(u,z), покла-
даючи

p(U,Z) = Іu(x,t) - z(x,t}\\
с 1

Тоді D буде метричним простором, до того ж, цей простір повний.
Переконаємося тепер, що при виконанні умови (2.12) ві-



дображекня I^F[ufut] буде стисненим. Справді, якщо u(x,t) е D і 
z(xrt) <е £>, то з формули (2.18) і формули
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_ 1 1 x + a f t - z )
(FjF[Zrz f l ) ( x , t )  = -А Г Q(x)dz  j* F [ z , z f ](%,z)d% 

1 т 4G - x - a ( t - z )  1о

використовуючи умову Ліпшіца (2.9), отримуємо

\(T&F[u,ut])(x,t) - (I&F{z,ztl)(x,t)\ <

<
(T,q)

5 -  p ,« u -z | c + W2Sutr-zt Sc) .

I (I&F[u,ut])t(x,t) - (P^F[zrzf])t(xft) j ^t 'V

Звідси маємо

(P?F[u,ut],I&F[z,z+]) < r (T^ } „ T19 „
 5““  N\ + ~ST ^2 p(U,Z) =

-i
де 0 < a < A.<0

Таким чином, виконуються всі умови принципу стиснених відоб­
ражень [353 . Отже, існує єдиний неперервний обмежений на IR2 
розв'язок (и(хуі)у u+(x,t)) системи інтегральних рівнянь (2.4), а, 
отже, і гладкий розв'язок u(x,t) е n G1(®d) крайової періодич­
ної задачі (2.. 1 )-(2.3), причому
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lu(x,t)l <
c1

Теорема 2.1 доведена,
Зауваження 2.1. Умову (2.12) можна послабити, якщо доведення 

теореми 2.1 проводити на основі теореми 3.1 
(теореми 0.1) [79,с.475). Справедливе
твердження.

Теорема 2.2. Нехай виконуються умови 1)-5) теореми 2.1. Тоді 
при виконанні умови

(T.qT
Т -  ІГ, +

T.q
Т - Їїг < 1

задача (2.1)-(2.3) має єдиний гладкий розв'язок 
u(x,t) € Bg п С1 OR2,).

Зауваження 2.2. Замість вимоги, щоб скалярна функція 
F[u,utl(x,t) була визначена для всіх (x,t) € 
є К2 і всіх (u,ut), достатньо, щоб F була 
визначена для (x,t) є К2, ju} ^ м, \ut\ ^ 
^ (2М)/(Т q), де № задовольняє умову

.2Г (Т.дГ
1

N^(T^q)c
+

N2T^q '

або
Г = \\F[0,0](x,t)iG,

K ( T< q r
- 4 і— <«. (2 .2 1 )

де М. = \\F(ufut3(x,tj|ic для \и\ < М, \иг\ < 2M/(T^q),
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Зауваження 2.3. Розв’язок u(x,t) нелінійної задачі ( 2 .1 ) -

-(2.3) в просторі можна знайти методом 
послідовних наближень, а саме

> -̂1*5 x+aft-x)
u°(x,t) = -А Г Q(x) dx J F[0,01(t,x) d\, o x-a(t-x)

T^q 1
v°(x,t) = І Ї Q(i) E F[0,0l(x+(-1)ka(t-x),x) dx, 

o k=o

1 x+a(t-x) „ „
un+'(x,t)= ^  I Q(x) dx J FI un,dl ](t,x) d%,

o 00 Q f  ̂  ^

1
\If'(x,t) = I J Q<4J E &  ип,и!} 3(x+(-1)ka(t-x),x) dx,

o F=o

n=0,1,2,... .

§ 3. Узагальнення результатів

Замітимо, що метод доведення теорем 2.1 і 2.2 переноситься на 
більш широкий клас квазілінійних рівнянь другого порядку, причому 
в залежності від застосування відповідних теорем функціонального 
аналізу 124,351 результати покращуються, тобто умови Існування і 
єдиності розв’язку крайових періодичних задач послаблюються.

Наприклад, застосовуючи теорему 0.1 179,с.4751, ми в цьому 
параграфі доведемо теорему Існування і єдиності при а=1 для такої



крайової періодичної задачі:
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utt - ихх = F[utut,ux], (X,t)€\R̂ (3.1 )

U(0,t) = u(%,t) = 0, teK (3.2)

u(x,t+T) = u(xft) (x,t)tR? (3.3)

у просторі B^.
Сформулюємо спочатку відповідну теорему функціонального ана­

лізу.

Теорема 3.1 [79,с.4751. Нехай D - банаховий простір елементів
xf у, ... , з нормою 1^}, jyj, ... . Позначимо 
через Тп відображення кулі \х\ < р простору D в 
простір D, яке задовольняє умові [Tq[x ] - 
- Т [у J { < 9 |сг—у І з деякою константою Є, О < 9 < 
< 1. Нехай m = \То[01\ і m < р(1-9,).

Тоді відображення Т має єдину нерухому точ­
ку хо , тобто таку точв:у хо , де T[x q ] = x q . Більше 
того, ця точка х може бути знайдена як границя 
послідовності наближень ху = Tn[xQ]f хг = TQ[x̂ l,

Зауваження З.і. Якщо Tq відображає кулю |сг| < р в себе, то 
умову ш ^ р(1-6) можна відкинути.

Перейдемо до формулювання і доведення основного результату.

Теорема 3.2. Нехай скалярна функція F[u,ut,uxl(x,t) =

= f(x,t,u(x,t),ut(x,t),ux(x,t)) задовольняє такі 
умови:

1) f(X,t,U(X,t),Ut(X,t),Ux (X,t)) e C(R2* |U|q < CO x |Ut |c  <  CO *
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* 1^ 1! о  < 00

2) О < \ F [ 0 , 0 , 0 ] ( x , t ) i n = Г < оо;

(3.4)

(3.5)

3) \Flu" ](x,t) - Ftu' ,u't,u'x](x,t) j ^ \u"(x,t)-u' (x,t)\ +

+ Nz\ul(x,t )-u't(x,t )\ + N3\u'x(x,t )-u'x(x,t )\; (3.6)

4) F[0r0,0](x,t) € Bq, a f (8; (3.7)

5) для всіх u(x,t) € Bq n C1fK2J

F[u,u+fuT](x,t) € B^ n 6flR2 J, (3.8)

Тоді при виконанні умови

(T.q)d T.q
—  -і—  N. + -4- fflL + У ,) < 1 (3.9)

задача (3.1)-(3.3) має єдиний гладкий розв'язок u(x,t) € В^ п 
л С1 (IR2,).

Зауваження 3.2. Замість вимоги, щоб скалярна функція 
F[u,Uf,ux](x,t) була визначена для всіх зна­
чень (x,t,u,ut,ux), достатньо, щоб Р була ви­
значена для ( x , t )  є О?2 і Цu Іс ^ I, J|ut (j 
^ 2L/(T^q), Iu^Iq < 2L/(T^q),  де і задовольняє 
нерівність

ГТ.д,)2Г " (T q̂) Nл T^q
4 + шг + р3 , (3.10)

Г = ||Pf0,0№ ,t,)jlc >

або просто



-  70 -

( Т а ) 2
  М $ L, (3.11 )

де М = \F[ufut,ux](xftj|c для |uj|c ^ і, lutic ^ 21/(Т q̂), 
iux\\G < 2L/(T,q).

Доведення теореми 3.2. Нехай D - банаховий простір функцій 
f(x,t) € Bg п G^ (а=1 )• Нехай u(x,t) є єдиний гладкий розв’зок 
(лема 2.1) рівняння

и.I

який задовольняє умови (3.2), (3.3). Визначимо в кулі |/|j < L
С1

простору D оператор г , поклавши (Т [ f ] ) ( x , t ) = u ( x , t ) .

Якщо u ° ( x , t )  = (Т [0] ) ( x , i ), то, враховуючи умову (3.5), із 
оцінок (1.3.17) при f ( x , t )  = F[0,0f0]( x , t ) для відповідної ліній­
ної крайової періодичної задачі одержуємо

(T.q)2 Г T.q Г (T.q)2 Г
\\U°(X,t)\\c <  — ^ --------,  - 4 г -  \\Uf(X,t )\\с <  ----------5 --------,

Т,q (Fa)z Г
-j-r- lu°(x,t) |jc ^--- ^ -- . (3.14)

Таким чином, норма функції u°(x,t) = (Т (01)(x,t) є І) задо
вольняє нерівність

ГТ.о )2 Г
(Т CO])(x,t) 1 . ^ — Ц ---. (3.15)о "рі 4

Тепер, якщо и = Т [/ 1, и0 = Т [f̂ l, то згідно (1.3.17) і
(3.6)
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(T,q) f
ju , ( x rt )  -  Uz ( x , t )I < 1/ ^ / 2 SC + Nz ^ l t ^ 2 t h  +

+ V f  IX fZX^G ] 9

T.q
|t£.j -f-(XTt) - Ug (X, t,) | ^ 2 (̂ 1 I/-j + ^2^1 1 ^Zt^G +

+ * 3 V  1Г  f az^C ) ’

T q
\û x (x ,  t )  -  u^x ( x f t ) j ^ 2 (^1 I / 1 ~ / 2 "*" ^2 z t +

+ N3]lJ \x Jzx»Gfzx^G )*

Якщо останні дві нерівності помножити на (T^q)/2 1 зробити від­
повідні перетворення, то одержуємо

I V V - V 4 J1C1 <
(T^q)dN̂  T̂ q 
 л  + ~тг~ Nz + N3 (3.16)

о

Тепер на основі нерівностей (3.9), (3.10), (3.15) бачимо, що 
виконуються всі умови теореми 3.1 (теореми 0.1, [79,с.475]), тоб­
то, теорема 3.2 доведена.

Аналогічно, якщо \F[u,û .,uxl(x,t jj|c С М для |u|jc < і, I^Sq < 
< 2L/(T q), ijuJU ^ 2L/(T.q), то частина співвідношень (3.14), які

! \Л/ І

відносяться до ut(x,t) 1 ux(x,t) показує, ЩО ЯКЩО 1/1 ̂  < і» то



(T.qfM
u = T [f] задовольняє нерівність |ujj , ^----- 2---  . Отже, якщо

° C 1 4

справедлива нерівність (3.11), то Tq відображає кулю Ц/| 1 ^ LС
саму в себе, а це означає в силу (3.9), що виконуються всі умови 
зауваження 3.1, які відносяться до теореми 3.1 (теореми 0.1 
[79,с.4751).

Таким чином, теорема 3.2 з врахуванням зауваження 3.2 
повністю доведена.

§ 4. Приклади

На основі одержаних результатів в попередніх параграфах 2 і З 
можна навести приклади функцій, для яких виконуються всі умови те­
орем 2.1, 2.2, 3.2, що легко перевіряються.

Нехай

F[utut ,ux ] ( х , і ) = f ( x , t )  + є f A(u ) ,  (4.1)

де є - малий параметр.
Тоді для задачі

ut t  - агихх = f ( x , t )  + є f ^ ( u ) ,  ( x , t ) elR? (4.2)

и(0,і) = u(%f t) = 0, te 0?, (4.2)

u(x,t+T) = u(x,t), (xtt)d^ (4.3)

справедливе наступне твердження.
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Теорема 4.1. Нехай функції f(x,t) і / 1(и) задовольняють
умови:

1) f(x,t) € С(К2 ) П Вд, а ( ©; (4.5)

2) О < lf(x,t)\c = Г2 < ооj (4.6)

3 ) / 1f 0 ; = 0 ;  (4.7)

4) Д Г і О € Lip (Ж, ,00, N^= const; (4.8)

5) f,(-U) = - f^(u). (4.9)

Тоді при достатньо малому за модулем є нелінійна задача 
(4.2)-(4.4) при а е © має єдиний гладкий розв'язок u(x,t) є
« п о1 да2).

Доведення. Покажемо, що з даного твердження випливають умови 
теорем 2.1, 2.2, 3.1. Оскільки а € ®, то згідно теореми 2.1, 
якщо розв'язок існує, то він єдиний. Далі, потрібно показати, що з 
умов (4.5)-(4.9) випливають умови (2.7)-(2.12) теореми 2.1. 
Справді, умови (4.1), (4.5), (4.8) приводять до виконання включен­
ня (2.7), а (4.1), (4.5), (4.7) - до (2.10). На основі (4.1),
(4.6), (4.7) отримуємо умову (2.8). З (4.8) випливає, що функція 
F[u,ut ] ( x , t ) = f ( x , t ) + є f ^ ( u )  задовольняє умову Ліпшіца (2.9). 
Для Обгрунтування включення (2.11) доведемо, ЩО ДЛЯ ВСІХ U € Вд, 
f^(u) € Вд. Тоді разом з умовою (4.5) буде випливати, що
F[u9u ^ ] ( x 9t ) = f ( x , t )  + є f ^ ( u ( x , t ) )  € Вд п C(QR2 ). Справді, 

(и( %—Х f t )) = f y(U(X, t ) )*  / 1 (u (x , t+T^)) = f ^ ( u ( x , t ) ) t

f  ( u ( - x t t )) = f y ( - u ( x , t ) )  = -  f ^ ( u ( x , t ) ) ~  Отже, включення (2.11) 
при даних припущеннях має місце.

Оскільки є - малий параметр, то завжди можна добитися вико­
нання умови (2.12).



Таким чином, мають місце всі умови (2.7)-(2.12) теореми 2.1,
2.2, згідно яких задача (4.2)— (4.4) при а є ® має єдиний гладкий
розв'язок U(X,t) f Вд.

Теорема 4.1 доведена.

Зауваження 4.1. Прикладом рівняння, коефіцієнти і функції 
якого задовольняють всі умови теореми 4.1 є

Utt - агихх = f(x,t) + є sin u, (4,10)

де f(x,i) - довільна функція із простору В^, а
прикладом, для якого не виконуються умови тео­
реми 4.1, є рівняння

utt - aduTX = f(x,t) + є u2 .

Нехай тепер

F[u,ut,uT](xrt) = f(x,t) + є f2(ut). (4.11)

Тоді для рівняння

Itt - агитх = f(x,t) + Є  fz(ut), (4.12)
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U-i

розв'язок ЯКОГО задовольняє УМОВИ (4.3), (4.4), У просторі Bq
справедливе наступне твердження.

Теорема 4.2. Нехай виконуються такі умови:

1) f(x,t) б С(Кг ) п Вд, а є ®;

2) О < \\f(x,t)lG = Г3 < оз;

3) JJO) = О;
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4) f.?(ut) e U p  (Nz,$), % =  const;

5) fz(-uf) = - /2rut_).

Тоді при достатньо малому за модулем є нелінійна задача
(4.12), (4.3), (4.4) при а € ® має єдиний гладкий розв’язок
u(x,t) € Bq п с *

Доведення теореми 4.2 аналогічне доведенню теореми 4.1.
На основі теореми 4.2 крайова періодична задача

utt ~ ихх = є (ut ~ ut'}' 

u(Oft) - u(%ft) = О,

U(Xft+T) = U(Xft)

у просторі завжди сумісна.
Замітимо, що дане рівняння добре вивчене в літературі [1201.
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О П Е Р А Т О Р И  ВЕЙВОДИ-ШТЕДРИ I I X 

З А С Т О С У В А Н Н Я

Третя глава присвячена встановленню умов розв'язності як 
лінійної, так і нелінійної періодичної задачі для гіперболічного 
рівняння другого порядку з двома незалежними змінними х і і у 
просторах неперервних і обмежених разом з похідною по t функцій, 
коли О < X  < тс.

Спочатку в першому і другому параграфах розглянуто оператори 
Вейводи-Штедри і вивчено їх властивості. Оскільки дані оператори 
не задовольняють нульові крайові умови, то на їх основі в третьому 
і четвертому параграфах побудовано нові оператори, за допомогою 
яких досліджено умови існування і єд й н ості  розв'язку лінійної кра­
йової періодичної задачі у спеціально виділених просторах функцій. 
Замітимо, що це досягнуто лише для двох випадків Т = % 1 Т = 2%.

В п'ятому 1 шостому параграфах розглянуто нелінійні крайові ?с 
1 2тс-періодичні задачі. Встановлено умови існування і єдйності 
розв'язку вказаних задач.

Г Л А В А  III
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§ 1. Постановка задачі Коші 

для лінійного рівняння

Періодичні розв'язки гіперболічних рівнянь другого порядку, 
особливо квазілінійних, можна дослідити за допомогою операторів, 
які одержуються при розв'язанні таких задач Коші:

ul_ - агу} = g(x,t),
u'(0,t)=v(t)r ux (0,t )=\x(t); (1.1)

u|£ - a2u2cx = g(z,t),

иг(%,і )=v(t), ux(%,t ) (1.2)

в спеціальних областях, а саме в характеристичних трикутниках, які 
будуть визначені нижче. Замітимо, що початковими лініями для зада­
чі (1.1) е вісь t (х=0), а для задачі (1.2) - пряма х=%.

Задача (1.1) в області до = {(xrt) є Шг: О ^ х ^ тс, х/а ^ t < 
^ 2%/а-х/а} при v(t) € С2Г0,тсі, у,(і) € 01ГО,тсі, g(x*t) € 0о,1(до ) 
завжди сумісна і її класичний розв'язок задається формулою [461,

uUx,t) = v •t +х/а-\,+ v ( t в X I (v-(t+z/a)+p(t-t/a)) <1%-
 ̂о

- J drj У {g(z,t+(r)-z)/a)+g(z,t-(-ri-z)/a)} d%= 
о о

s vft+a/g; + vft-j/gj + a tf /a (а) ^  _
~ t-д/а
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X i+(X~|)/g- Jr J dg J g(t,z)d% = u°(x,t) + uR(x,t). (1.3)

Задача (1.2) в області д%= { ( x , t )  € К2 .* 0 ̂  х ^ (%-х)/а ^

< і ^ (%+х)/а) при v(t) е Gd[0,%], \x(t) б C1fO,7cJ, g(x,t) €

б С°*1Гд ) завжди сумісна 1 її класичний розв'язок задається фор­те'
мулою [46]

иг(х,і) = v(t+(̂ ~х )/а) + у.(J.~111~х )/а21 - X JY|j,(t-(%-z)/a +
* * х

+ іx(t+(%-t )/a)df — J dri J* {gfut+fl- п У а  +2а д тг)
(1.4)

v(t+(%-x)/a + v(t-(n-x)/a)

_ t+(rc-x)/a -і те t-(x-\)/a
<t j )x(a)da - J (3̂ j<- t-(n-x)/a ca x n(x-t)/a

u°(x,t) + v^(x,t).

Зауваження 1.1. Якщо припустити, що v(t+T) = v(t) ,  \x(t+T) =

= }Aft,), g(x,t+T) = g(Xft) для деякого періо­
ду T, то на основі формул (1.3) і (1.4) пере-

г Іконуємося, що розв'язки U (Xrt+T) = U (X,t), 
1=1,2. В подальшому покажемо, що крайові 
періодичні задачі
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Utf - = F[UfUt,Ux], О < x < %, f ( I,
(1.5)

U(0,t) = u(%,t) = 0, U(x,t+T) = U(Xft)f

можна вивчати на основі формул (1.3) і (1.4). Це пояснюється тим, 
що формули (1.3) 1 (1.4) дають завжди розв'язки таких крайових пе­
ріодичних задач:

- агихт = g(x,t)f 0 < х < тс, t € К,
(1.6 )

u1 (0,t) = 0, ux(0,t) = ^(t), u^(x,t+T) = u'(x,t)

u2t - агихх = g(x,t,), 0 < x < тс, t 6 OR,
(1.7)

U2 ( ти, t,) = 0, Ux(%,t) = V-(t), иг(х,і+Т) = u2(x,t)

прій умові, ЩО = M-fT,}, g(X,t+T) = g(X,t)t тобто для
розв'язку задачі (1.6,) не виконується умова u1rw,t.)=0, а для 
розв'язку (1.7,) - умова u2(0,t)=0.

В наступних параграфах покажемо, що існують простори функцій, 
в яких сумісні крайові періодичні задачі виду (1.5).

§ 2. Оператори Вейводи-Штедри

Розглянемо оператори S І S2 , які вперше введені в роботі 
[14] і визначаються на основі формул (1.3) і (1.4) при а=1 таким 
чином:
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.X' 't CC~~ £
(s g)(x,t) = - і f J g a ^ № ;  (2.1)

1 л  o  t-X+Z

 ̂ % t—x+z
(S g)(X,t) = - *т X &% X g(Z,%)dx. (2.2)
d л X t+X-l

Позначимо через простір функцій, неперервних 1 обмежених 
на [0,%] * К, через G t - простір функцій, неперервних 1 обмежених 
на [0,%] * 0? разом з похідною по t, а символом 0 ^  позначимо 
простір функцій g(x,t), які задовольняють на [Or%] * К співвідно­
шення g(x,t+T) = g(x,t).

Доведемо ряд властивостей операторів S 1 та S2.

Лема 2.1. Якщо g(x,t) € GTCt n то кожна з функцій и1 =

= S^g і иг = s.-g є розв'язком лінійного неодно­
рідного рівняння - ихх = g(x,t), 1=1*2, причому
и1 (x,t) € Q ^ ,  1=1,2.

Доведення проводиться безпосередньою підстановкою других по­
хідних функцій и1 = Sфу 1=1,2 в дане рівняння.

Розглянемо функцію виду

(Sg)(x,t) = 2 ((.syg)(x,t) + (S2g)(x,t)). (2.3)

На основі зауваження 1.1 і леми 2.1 переконуємося в справед­
ливості наступного твердження.

Лема 2.2. Якщо g(x,t) є n то  Фу н к ц ія  u(xft) =

= (Sg)(x,t) є розв'язком такої задачі:

utt - ихх = g(x,t), u(x,t+T) = u(x,t), О $ х $ ть tm, (2.4)
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причому

(Sg)(Oft) = - X J dt, /  g(t,x)dxt (2.5)o t-§

(Sg)(%,t) = - ^ J d% J 1 g(%tx)dx. (2.6)
О i-TC+l

Зауваження 2.1. Якщо в Інтегралі правої частини (2.6) зробити 
заміну і-тс-г), то одержимо таку рівність:

ТС t + TC-£ ТС t + T)J J g(l,x)dx = j drj j gfTC—r],X,)(3x, (2.7)
O t— TC+I O t~Tf

тобто праві частини формул (2.5) і (2.6) б у ж  
б рівними, якби виконувалася умова

g(%-x,t) =  g(x,t). (2.8)

Таким чином, якщо тепер розглянути простір функцій

А^ = (и: u(xft)=u(%-x,t)=u(x,t+T)}, (2.9)

визначених на [0,%] * Ж, то на основі формул (2.1)-(2.3) і
леми 2.2 справеджві наступні твердження.

Лема 2.3. Оператор S володіє такими властивостями:

з е т п П л^  с’ п ^ ) ,
(2.10)

S € b ( G , t n < -  С ' п Д ) -
Доведення. Справді, безпосередньою перевіркою переконуємося,
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що оператор S кожну неперервну обмежену функцію g ( x , t )  переводить 
в неперервно диференційовну обмежену функцію u ( x , t )  = ( S g ) ( x 9t )  

(детально це буде доведено в §3), а кожну неперервно диференці­
йовну обмежену функцію g ( x , t )  в двічі неперервно диференційовну 
обмежену функцію и f С2.

Покажемо, що S: Лр — > Л^. Оскільки S: QtcT — > Q ^ ,  то дос­
татньо показати виконання умови (Sg)(%-x,t) = (Sg)(x,t) для всіх 
(X,t) € CO, тсі х [R.

Враховуючи позначення (2.1)-(2.З ), маємо

1 %-Х Ї  + ТС-Д7-І 4 тс t~%+X+£
(Sg)(K-x,t) = - jr J* ds J g(Ui)d-z - I J dg J g(z,x)dx,

o t-K+X+% %—X L+%-X-%

Зробивши заміну змінно! g = тс-т) в обох інтегралах, одержуємо

j X t —Х+г)
(Sg)(%-X,t) = jr f dr; J g(%-r),%)d% +

тс t +Х—Г]

j о І +X—V)+ т J dr; J g(%~Tj,x)d% = (Sg)(x,t). 
4 X t-x+rI

Лема 2.3 доведена.

Лема 2.4. Якщо g(x,t) € GTCt n 4 ’ то ^ ш и 1̂я u(x,t) = 
= (Sg)(X,t) є класичним розв'язком такої крайової 
пер і одично ї з адач1:

utt ~ ихх = u(0,t) = и(%,і), (2.11)

U(X,t+T) = U(X,t), 0 ^ X ^ тс, і с R. (2 .12)



Зауваження 2.2. Отже, на основі лем 2.1 і 2.2 ми завжди може­
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мо знайти частинний періодичний розв’язок за­
дачі (2.4). Більш того, на основі леми 2.4 
існує простір функцій в якому функція
(2.3); u(x,t) = (Sg)(x,t) є частинним періо­
дичним розв’язком задачі (2.11), (2.12), тобто 
крайової періодичної задачі, розв’язок якої на 
кінцях х=0 і х=к приймає рівні значення. Пе­
ріод Т розв'язку u(x,t) = (Sg)(x,t) визнача­
ється періодом відомої функції g(x,t) по змін­
ній t. Очевидно такі розв'язки будуть єдиними, 
якщо розв'язок відповідної однорідної задачі 

- U°x = о, и°(О,t) = u°(%yt) = О буде 
тривіальним.

§ 3. Аналітичне зображення розв’язку лінійної крайової

тс-періодичної задачі

На основі одержаних в § 2 результатів можна дати відповідь 
про розв'язність наступної лінійної крайової тс-періодичної задачі:

utt - ихх  = g(X,t), О < X < тс, t € к, (3.1 )

u(0,t) = u(%,t) = 0, t є fR, (3.2)

U(X,t+T) = U(X,t), 0 < X < тс, t € K. (3.3)

Розглянемо оператор виду
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1 % i + t
(R™g)(x,t) = (Sg)(xrt) + -j J dt J g(t,z)d%. (3.4)o t-1

Враховуючи лему 2.2, зауваження 2.1 і припускаючи, що g € if, 
одержуємо такі рівності:

(R*g)(Oft) = (R*g)(x,t)=0, (R*g)(x,t+T) = (R*g)(x,t).

Значить функція и = R*g задовольняє умови (3.2) і (3.3). Оскільки 
функція un(xrt) = (Sg)(x,t) задовольняє неоднорідне рівняння
(3.1), то щоб функція и = R*g(x,t) була розв'язком неоднорідного 
рівняння (3.1) потрібно, щоб функція

u°(x,t) = -Д—  J X (3.5)
о t-z

задовольняла однорідне рівняння u^t - ихх = 0. Так як ихх = 0 
(функція u°(x,t) від х незалежить), то достатньо показати, що
и°+ = 0.Ь І

Враховуючи (3.5), маємо

u+(x,t) = J X g(t*t+z)dz - і X g(K,t-Z)&l- (3.6)о о

Зробивши заміну змінної § = %-ц в першому Інтегралі рівності
(3.6), одержимо

Щ(х,і) = - \ X ,t+K-r)}dri - ^ X 8(% •  (3.7)
% о

Якщо припустити, що g є А тобто виконується умова g(%-x,t)= 
= g(x,t), то рівність (3.7) запишеться так:
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іД(Х,І) = ^  jf gfrj ft+n-q)Oq ~ 5 jf g(.% ,t~% )d% . (3.8)o o

Тепер, докладаючи T = тс/g, q є EN, тобто вважаючи, що функція 
g(x,t) є %/q - періодичною по змінній ?, зокрема g(x,t+%) = 
= g(x,t), з (3.8) одержуємо, що u^(x,t) = 0, а це означає, що
U^t(Xft) — 0.

Таким чином, справедливе наступне твердження.

Теорема 3.1. Якщо g(x,t)  є G%t п ig: g(x*t) = g(%-x,t) =

= g(x,i+w), w = n/q, g ? Ш ,  то функція

u(x,t) = (R®g)(x,t) = (Sg)(xrt) +

o t~l
(3.9)

є єдиною функцією із простору С2 п -4?» яка задо-7 1 І
вольняє умови ( 3 . 1 ) — ( 3 . 3 ) , причому

\u(x,t)\G < 2 \g(x,t)Sc ,
тс

г% (3.10)
тс

(3.11 )

|ju^,t;ic ^ 2 lg(x,t)iG , (3.12)
тс

де |g(57,t;|0 = sup fjg(X,tjj; ОЖтс, teO?).
тс

Доведення. Те, що и = R®g є розв'язком задачі (3.1 )-(3.3)7



випливає з властивостей оператора S (S1 і Зг) і виїде проведених 
досліджень.

Перейдемо до встановлення оцінок (3.10)— (3.12). Оператор S 
можна записати в такому вигляді:
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(Sg)(x,t) = і J* Q U )  de J gU,x,) d7 
- t+x-t

X t-X+%

o
(3.13)

де

) z

1 , X  < I ^ тс.

(3.14)

На основі (3.13) і (3.14) одержуємо

4 j (Sg;(57ft ;K|g(57,t ;iCtc
% t—x+§
J 4  J  <hO "t + J/ ^

= 2\g{x,t)lG% dg

x % з? , Gp-rcJ2]= ? 4 g ( x , t ) l Gn j J p r -U d s -fG r -U d ^  = 2 \ g { x , t ) \ Gvi  55- +
o X

\\g(X, t,) I (2^2-2̂ tc+tc2 Ktc2 Ig(x, t) !Ctc. (3.15)

Аналогічно знаходимо оцінку

тс t + \
jfdg J g(x,t) dx 
o t-i

X
< 2\\g{x,t)\\c% J gdg ^ к \\g(x,t)\\Gn. (3.16)

o

Тепер, враховуючи оцінки (3.15) і (3.16), на основі формули 
(3.9) одержимо оцінку (3.10).

Оскільки g(X,t) f G  ̂П 4 ’ т0
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u 1 тс

1 TC^ J QUHgU,t-tf+U-gU»t+<a^6.)><U. (3.18)
o

Звідси

fut(x,tj|c < 2 \\8(x>t)\\c 
%

IIux(x,t)\\G_ < I j|g(^tj||c_, 

що треба було довести.

(3.19)

тс тс

§ 4, Аналітичне зображення розв'язку лінійної крайової

2тс-періодичної задачі

В даному параграфі досліджується така 2тс-періодична задача:

uti ~ ихх = 8(яЛ)> 0 < х < %, t є 0?, (4.1 )

u(0,t) = u(%,t) = О, t € Rf (4.2)

U(X,t+2%) = U(X,t), (x,t) € 10,%] * fR. (4.3)

Доведемо, що функція виду

ugr,t,) = (f£%g)(x,t) s (Sg)(x,t) + J /  gfg,i.) ck +
o t —£
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„ тс t+те-̂
+ jf d's, jf g(%,x) dx (4.4)

О  і  —7С+ §

в конкретно визначеному просторі функцій А2% = {и: u(x,t) = 
= u(%-x,t+%) = u(x,t+2n)) буде при g € G t n A2% класичним 
розв'язком задачі (4.1)-(4.3), причому справедливе твердження.

Лема 4.1. Оператор R2% володіє такими властивостями

Я ? ”  с Ь ( С  п 4” , о і  пТС * * d. ТС

п 4 * .  <4 n

Доведення. Те, що оператор й2тс переводить простір неперервних 
обмежених Функцій в простір обмежених неперервно диференційовних 
функцій, а простір обмежених неперервно диференційовних функцій-в 
простір обмежених двічі неперервно диференційовних функцій, пере­
віряється безпосередньо.

Покажемо, що оператор R2% переводить простір А2% сам в себе. 
На основі (4.4) маємо

ТС t+TC+l
(R2 g)(%-x,t+™) = (Sg)(%-x,t+%) + -Л X d't X 8(Z*X) dx +

те о t  + TC~£

+ т і  f *  tT ~ t ■ I, + зі Ia + V  (4-5 )Q b + s

Перетворимо окремо кожен із виразів 1^, к=1,2,3. Враховуючи (2.3) 
і (4.5), маємо

1 %-Х t+2.%-X-Z
I  = (Sg)(%-x,t+%) = -  і X dl X g(l,x)dx -

o t+X+£
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1 те І +X+1
- ± JT Ф  Ї g(Atx)dx.

%~X І+2 it-X— £

Проводячи в новоутвореному виразі спочатку заміну змінної % = 
= те - т), а потім в одержаних виразах заміну змінної % = 6 + тс, 
знаходимо

4 X t+%-X+rj j о І + к+Х-г)
І1 =  З J  і" g(n-ri,%)dx + j Г  ^  J  g(n-Y),x)d% =те t + %+X-t] X t + n-X+7]

1 те t-X+Tj 1 X i+X-ri
I  |  drj J* g(%-rj,6+n,)d6 - -ft j  drj j g(%-r],e+%}dQ =

X t +X~Tj 4 o t-X+rI

= (Sg)(x,t). (4.6)

Аналогічно

те t +тс+І о t+2.%-r}
I 2 =  j* J  g(£,x)dx = - f  drj J* g(%-r>,x}dx

O t + TC-£ тс t + r}

= 1  drn t+f  V g(n-n,e+'w)de = I  dr]t+f 1 g(rife)dQ; (4.7)O t-TC+rI O t—n+Г)

те t+Ете+І o t+%~r>
I3 = f d% J g(%tx)dx = - J drj Jo t + | TC t-TC + Y)

те t + т) те t+г]
= Г ^ri J g(K~rqrQ+%)dQ = § dr) j  g(rj,6)dQ.  (4.8)O t-Y] O t—T|

Підставляючи обчислені вирази (4.6)-(4.8) в рівність (4.5),
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одержуємо

(F^%g)(%-x,t+%) = (Kz%g)(x,i),

Отже, оператор R переводить простір функцій 42тс сам в себе. 
Лема 4.1 доведена.
На основі проведених вище досліджень справедливе наступне 

твердження.

Теорема 4.1, Якщо g(x,t) е G * п £ %> то функція и(х,і) =тсГ " 2
(R^%g)(x,t) є єдиною функцією із простору С2

П ж а  задовольняє умови (4.1)— (4.3), причому

\\и(х,t)\\G < I тс2 Іg(x,t)\\G ; (4.9)
ТС т̂с

lut(x,t)lG $ g \\g(x,t)\\G ; (4.10)Тс %

\\ux(x,t)\\G ^ тс tg(x,t)\\G . (4.11)тс ~'тс

Доведення. Спочатку доведемо, що функція и = R̂,Kg задовольняє 
рівняння (4.1). Зрозуміло, що для цього потрібно показати, що 
функція

ГХ‘
u°(x,t) = (Sg)(x,t} +

тс-Г ^ „ ТС t + TC-|j gf£,xjck + 2ĵ  Jdg J g(g,xjck (4.12)
° O t-TC+g

задовольняє однорідне рівняння - uxx = 0.
Оскільки u°x(xft) = (Sg)xx(x,t) s о, то потрібно показати, що 

uit s °*
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Обчислюючи першу похідну щ, маємо

ut = ш г  f ig(%,i+%) - g(t,t-z)} cLz +о __ %—X
о

(4.13)

+ з і !  - g(z,t-n+z)} dp = и-rtу + vft;.

Доведемо, ЩО При g 6 A2iz функції jx(t) І v(t) тотожньо дорів­
нюють нулю. Використовуючи позначення (4.13) і проводячи в перших 
інтегралах заміну змінної g = тс - yj, маємо

p(t) = X ig(t,t+z) - g(z,t-z)} d% =

о тс
X g(n-r), t+TC-T)) df) - X g(£,*t-£) d%TC o

x g(n*t—x)) dri - X g(t,t-z) d% = 0;o o

TC TC
vft,) = x d% - X {gfg,t-TC+|j dg

o o

O TC
= - X g( TC-rj,TC+t—тс+г),) С?т) - X gfS»^- TC o

TC TC
= X g(n>t-K+p) dr} - X gfut-тс+и ds s o.o o

Отже, u^(xTt) = 0, а значить, u^(xft) = 0, що означає, що
/V

функція u°(x,t) = (Sg)(xft) є розв'язком однорідного рівняння



мулою (4.4), е розв’зком рівняння (4.1).
Тепер безпосередньою перевіркою переконуємося, що функція и = 

= В?г%8 задовольняє крайові умови (4.2), тобто

ност'1 (4.4) переконуємося у справедливості нерівності (4.9).
Оскільки похідна uf(x,t) = (R^wg)^(xrt) співпадає з похід­

ною (3.17), то на основі нерівності (3.19) одержуємо оцінку
(4.10).

Від функції u(x,t) = (R^g)(x,t), визначеної формулою
(4.4), обчислимо похідну Ux(X,t).

Залишається показати справедливість оцінок (4.9)— (4.11)- 
Оскільки

X тс
тс І о X

= lg(x,t)lc ; (4.14)
тс

тс
(4.15)

то?враховуючи оцінки (3.15), (3.16), (4.14), (4.15^ на основі рів

Маємо
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і %
их(х,і) = - з X Q(z) lg(z,t+x-z) + g(?,i-x+t)} d% -

o

(4.16)
л % t+X 4 тс t+TC-g

-  ^  x *  X { g r e , x ; d xo t-K o t-TC+g

Тепер» враховуючи оцінки (3.16), (3.19) на основі (3.17) 1
(4.16) переконуємося в справедливості ОЦІНКИ (4.11).

Теорема 4.1 доведена.

§ 5. Періодичні розв’язки нелінійної 

тс-періодичної задачі

Дослідимо існування гладкого (и € 0і) розв'язку такої задачі:7v

utt - u ^  = F[u,ut,ux ],, 0 < x < тс, t € R, (5.1)

u(0,t) = u(%,i) = 0, t € {R, (5.2.)

u(x,t+%/q) = u(xft)f (x,t) € Г0,тсі*Ж, qeEN. (5.3)

Заданий оператор F[u,u+,ux], взагалі кажучи, нелінійний, пе­
реводить гладку fu б СІ п 4 )  функцію в скалярну неперервну функ­
цію Ffurut,uxJ(x,t) є Стс п

По аналогії з лінійною задачею (3.1)— (3.3) і записами її 
розв'язку (3.13), (3.17) і (3.18) розглянемо таку систему інте­
гральних рівнянь:
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и ґ т ) — ҐТЗ̂ТРГіі ?t ч і і } f Т І" } — fSFfn 1J, и Н"U l i  t X  f  о  /  —  { JLL ^  X  IL LAt f  f  '  *• t  r '  «. t  ~At f  J s - j -  f  J  {_ \m  f  v  f l

и тс t+1+ ^ J dg J F[u,uf,ux](g,%) d%,
o t - |

u+(x,t) = \ f Qft) | F[u,ut,ux](z,t-x+t)-

- F[u,ut,ux](z,t+x-%) | dg, (5.4)

1 TCtj = - з / Q(4J jj F[u,utfuxi a ft-x+z)-
o

- F[u,ut,ux](t,t+x-z) | ds,

де функція Q C U  визначена формулою (3.14).
Означення 5.1. Неперервний розв'язок (u,ut,ux) е С%, и є Стс п 

П 4^ системи інтегральних рівнянь (5.4) будемо 
називати гладким розв'язком тс-періодичної за­
дачі (5.1)-(5.3).

Використовуючи інтегральне зображення (3.4) розв'язку и = R*g
ґ\і

лінійної задачі (3.1)-(3.3) і позначення (3.13) оператора S, на 
основі теореми 3,1 переконуємося в справедливості наступного 
твердження.

Теорема 5.1. Нехай g є п Тоді лінійна задача
(3.1)-(3.3) має єдиний гладкий розв'язок и = R*g € 
е G1 П 4® для якого справедливі оцінки (3.10)-(3.12).тс Г?



Теорема 5.2. Нехай скалярна функція F[u,ut,u l(x,t) =

= f(x,t,u(x,t),u+(x,t),ux(x,t)) задовольняє такі 
умови:

1) f(x,t,u(x,t),ut(х,t),ux(x,і)) € G([0,%] * K * |u|jc < co x
TC

* 1 I!q <T co x 1 1G  ̂m ) * (5-5)

2) 0 < IFt0,0,01 (x,t)\\q = Г < oo; (5.6)
TC

3) |F[u* ,u*t,uy(x,t) - F[u' ,u't,uT](x,i)\ <

^ \u" (x,t)-u' (x,t) j + (x,t)-u't(x,t)\ +

+ N3 ju'x(x,t}-u'x(x,t j і; (5.7)

4) F[0,0,01(x,t) € A*; (5.8)
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5) для всіх u(x,i) € n  G1 ([0,izl x r;1 7E

F[u,ut,uxl(x,t) € Aj n сте- (5.9)

Тоді при виконанні умови

t + I (N2 + V  < Z (5-10>

задача (5.1)— (5.3) має єдиний гладкий розв'язок u(x,t) є 4* п С1.1 7U
Доведення. Визначимо нульове наближення u°(x,t) за такою 

формулою',

а % І —Х+ і;
и°(х , і )  = I X Qru d% J F[0,0,01(z,x)  d-e,+

o t+x-z
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 ̂ те ~fc 4“ ̂
+ 4 X d5 +Х F[G,OtO](i,%) dx. (5.11)

Q t-6

Звідси, на основі умов (5.6) і (5.У) теореми 5.2 і оцінок
(3.10)— (3.14) для відповідної лінійної задачі, маємо, що u ° ( x , t )  є
« 4  п Щ  і

\u°(x, t }\ ^ Щ -  = Г1 ; те \u%(x,t)\ ^ Г1 ;

(5.12)
тс j Ux (X,t ) і < Г 1 . 

Виберемо число М таке, що

> 2 Г1. (5.13)

В банаховому просторі функцій

D = ( и € А* П 0^ • ІМІ 1 < N ) (5.14)Стс
з нормою

|u| - max ( Іu 1 с , тс lut!c , тс |ux jjc > (5.15)
G “'тс тс тстс

розглянемо оператор (R*F[u,Uf,ux])(x,t)t що визначається за допо­
могою правої частини першого інтегрального рівняння системи (5.4):

1 тс ї  -Х+ z
(R̂ Ftu, uf ,u„])(x,t) = j J Qfz) di J F[u,uf,u„](z,,x) 4- 

1 1 x o t+a7-і

а тс t4-1
+ J f d| J F[u,ut,ux ](t,x) dx. (5.16)

o t - £

На підставі (5.5) і (5.9) одержуємо, що
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(R™F[U,Ut fux l)(X,t) € n C \ (5.17)

Далі для u(x,t) f D будемо мати

(R™F[u,Uj. ,uxD(x,t) = u (x,t) +

4 % t-X+Z f 1
+ £  X QCt) d% X j F[u,ut ,ux ](%,%) -  F [0 90 , 0 ] ( t , x )  I d% +

o t+X-% t J

4 TC tn f ]+ ^ x d% X j F[u,ut,ux](z,x) - F[GrQrO](t,x) I d%.
O t-% t J

Звідси, враховуючи (5.4) і (5.7), знаходимо

\(iqF[u,ut ,u З}(x,t)\ < \u°(x,t)\ + }|u|tc +̂ 2iut||c +N3 lux l c ]
^ TC TC TC

\(R*FCu,ut,uxl)t(x,t)\ « \u°,(x,t)\+ I fff,|u|c +ST2 lutIG +W3 Iu3rIc )
* TC TC TC

\(Rg[u,ut,uxJ)x(x,t)\ st |u°fx,t.)|+ ^ jWj +if2 |utlc +^1^1,TC TC TC"

Якщо останні дві нерівності помножити на тс, a (N %/2)
тс

і (N3%2/2) Ju^Iq переписати у вигляді (їїг%/2) % lutlc 1
ТС Тс

(N3%/2) тс lUylQ , то ми одержуємо
тс

\\(R̂ F[u,ut,uxl)(x,tЛі 1 ^ Г1 +
тс

тс тс
і: ffi + 2 ч +

€
тс
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Г 2 г ■>
<г, + S- W + п2 1 2і.

м. (5.18)

Якщо вибрати константи Ліпшіца N*, І = 1,2,3, такими, щоб ви-/
конувалася умова (5.10) теореми 5.2, то з нерівності (5.^), беручи

' і'ідо уваги, що < М/2, одержуємо

\(R*F[u,ut,uxl)(x,t)\ 1 < Г 1 + £ < М.
° тс

Отже, при вибраних N , їїг, N3, що задовольняють нерівність 
(5.10), отримуємо, ЩО КОЛИ U(X,t)  € D, то (R™F[U,Uf,Ux ])(X,t) € О.

Для функцій и(х,і) і z(x,t) введемо відстань p(u,z), доклада­
ючи

р(u,z) = Іu(x,t) -  Z(X,t) І го%

Тоді D буде метричним простором, до того ж цей простір повний.
Переконаємося тепер, що при виконанні умови (5.10) відобра­

ження P™F буде стисненим. Справді, якщо u(x,t) € D 1 z(x,t) є D, 
то з формули (5.16) і формули

тс І -Х+ \
(R*F[z,zt,zx])(x,t) = з J QCl) dg X  ̂F[z,zt,zxl(i,x) +

о І +Х— §

+ \ s d% ^  F[z,zt,zx](i,%) йх,
о t - g

використовуючи умову Ліпшіца (5.7), отримуємо
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j(R™F[u,uf,ux])(x,t) - (R™F[z,ztrzxl)(xrt)\ <

« + N2 lut-ztl0 + ifglUj.-ZjlQ],71» 7ТЇ »v

\(R*F[u,ut,ux])t(x,t) - (R*F[z,zt,zxl)t(xtt)j ^

^ 2 (^ 1 iu z 8c + ^2 8 ui zt^G + N38ux ) *TC TC TC

J (R*F[u,ut,ux])x(x,t) - (R™F[z,zt,zx])x(x,t) | ^ 

< 2 [N,\\U-Zk  + У JUj-2^ Iq + N3\\ux-zx Iq j.
TC TC TC

Звідси маємо

P(R™F[u,ut ,ux l,R*F[z,zt,zx ]) ^

2
N. + 

1
TC?T jf2 + W3 p(U,Z) = ap(UTZ)f

1де 0 < a < Л.#0
Таким чином, виконуються всі умови принципу стиснених 

відображень [35]. Отже, існує єдиний неперервний обмежений на 
[0,%] * IF. розв'язок (U(X,t) г Uj.(X,t)f ux(x,t)} системи
інтегральних рівнянь (5.4), а, отже, і гладкий розв'язок u(xTt) €
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€ 0г([0,%] * {Rj крайової періодичної задачі (5.1)-(5.3), причому

lu(x,t)\\ < М.
С 1%

Теорема 5.2 доведена.
Зауваження 5.1. Умову (5.10) можна послабити, якщо доведення 

теореми 5.2 проводити на основі теореми ІІ.3.1 
(теореми 0.1) [79,с .475)3. Справедливе
твердження.

Теорема 5.3. Нехай виконуються умови 1)—5) теореми 5.2. Тоді 
при виконанні умови

N. + Z (N. + N ) < 1і d. о

задача (5.1)-(5.3) має єдиний гладкий розв’язок 
и(х,і) € А™ п х о?;.

§ 6. Періодичні розв’язки нелінійної 

2тс-періодичної задачі

В цьому параграфі дослідимо існування гладкого (и f С1)7U
розв'язку такої задачі:

u tt ~ ихх = 0 < х < тс, і є ER, (6.1)

U(0,t) = u(%,t)  = 0 ,  t € К, (6.2)

U(X,t+2%) = U(X,t), (X,t) f [0,n] x (R. (6.3)
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Заданий оператор F[u,ut l ,  взагалі кажучи, нелінійний, перево­
дить гладку (и € п Функцію в скалярну неперервну функцію 
FlU,U^](X,t) € GTC п HP0070™  доведення теореми існування
і единості ми розглянемо лише залежність його від функції и і її 
похідної ut.

По аналогії з лінійною задачею (4.1)— (4-3) і записами її 
розв'язку (4.4) розглянемо таку систему інтегральних рівнянь:

u(x,t) = (R^nF[ u,Uj. ])(x,t) = (SF[ufutl )(x,t) +

+ I=p І d% F[u9ut l (%,x)  dx + f  d\ t+f § F[urut l (%,x)  dx,
Q t-% O t-TC+|

(6.4)
1 % fut(x,t) = % f Q(t) j F[u,Uj.](%,t-x+i)-

- F[u,utl(%,i+x-%) | d\,

де функція Q(p) визначена формулою (3.14).

Означення 6 .1 .  Неперервний розв'язок (u,uf ) с 0 , и f 4 Ятс
о ТС с_

системи інтегральних рівнянь (6.4) будемо на­
зивати гладким розв'язком ЗЧ-періодичної зада­
чі (6.1)-(6.3).

Використовуючи Інтегральне зображення (4.4), (3.13), (3.14) 
розв'язку и = F^g  лінійної задачі (4.1)— (4-3)» на основі тео­
реми 4.1 переконуємося в справедливості наступного твердження.



Теорема 6.1. Нехай g є G% п Т°Д* лінійна задача
(4.1)-(4.3) має єдиний гладкий розв'язок и = 
= J?|TCg є А^п, для якого справедливі оцінки
(4.9)— (4.11).

Теорема 6.2. Нехай скалярна функція F[u,u+](x,t)

= f(x,t,u(x,t),u+(x,t)) задовольняє такі умови:

1 )  f(X,t,U(X,t),Ut(X,t)) € G(fO,7uJx{R *jju|c  < CO k !|U^!!q < c o , ) ; ( 6 .5 )
TC TC

2) 0 < \\F[0,0](X,t)lc  = Г < oo; (6.6)

3) I Ftu" ,Uf](x,t) - F[U' ,u'tl(x,t )\ ^ N^\u"(x,t)-u'(x,t)\ +

+ N0\u'j.(xft)-u't(x,t)\; (6.7)

4) Ft0,01 (X,t) € АІ%; (6.8)
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5) для всіх u(x,t) e n G](tO,%] * ER,)

F[u,ut](x,t) є 4|TC n CTC* (6 *9 )

Тоді при виконанні умови

З N0%1 + -$r- < 1 (6.10)T

задача (6.1)-(6.3) має єдиний гладкий розв'язок и(х,і) € А^п п сі-dL TU

Зауваження 6.1. Замість вимоги, щоб скалярна
функція F[u,utl(x,t) була визначена для всіх 
0 < х ^ тс і всіх (t,u,ut), достатньо, щоб F 
була визначена для 0 ^ х ^ %, t є R, ||и||с ^

тс

^ L, |ut|c < 21/(3%), де L задовольняє не-
тс
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рівність

Зтс̂ Г L
3N1тс Иг% 
~ ~ Г ~  + “ 2“ (6.11)

або просто

Зтс̂ І (6.12)

де М = 1 F[u,ut](x,t)lG для |U|C ^ L, I^IIq < 2L/(3%).
ТС ТС TC

Доведення теореми 6.1. Нехай D - банаховий простір елементів 
g(X,t) € п GTCt' 0 < ^ * € R, З нормою

Ійі = ЙОГ f|g|c , р  |gjic (6.13)С тс тстс

Візьмемо в кулі fgjj < L довільну функцію g(X,t) € 4 ^  пстс
П G £. Нехай и(Хуі) е єдиний гладкий розв’зок рівняння

utt ~ ихх = F[8’8t]' (6.14)

який задовольняє умови (6.2), (6.3). Визначимо в кулі |g| < І0%
простору D оператор Тг, поклавши (Т [g])(x,t) = u(x,t).

Якщо u°(x,t) = (Т [0])(x,t), то, враховуючи умову (6.6), Із 
оцінок (4.9), (4.10) при g(Xyt) = F[0,0](x,t), одержуємо

|u°(Xt.)|c < І тс2 Г, р  \\v%(x,t)\\G § тс2 Г. (6.15)
т̂с w т̂с

Отже, норма функції u°fr,t,) = (Т [0])(x,t) є D задовольняє
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нерівність

l(TQ[0])(xft)\і 1 < I тс2 Г. (6.16)
т̂с

Тепер, якщо u 1 = TQlgiJ, u2 = TrJgzl, то згідно (4.9), (4.10) 
і (6.7)

\u^(xft) - Uz(x,t) j < + №2 lg1t-g2t!!GJ »

- U2t(Xft) j ^ f (^Ig^gglc + N2^t~^Zth  ]*
TC TC

Якщо останню нерівність помножити на Зтс/2 і 
N (3%г/4) |glt-gltlc записати у вигляді fI2TC/2K3TC/2,)|glt-glt 1С ,

ТС ТС

то ми одержуємо нерівність

I V V - V S O I , , ,  <
тс

ЗІ.Тс2 І тс 
4 + -РГ !!gi“g2 Li • О%

Тепер на основі нерівностей (6.10), (6.11), (6.16) бачимо, що 
виконуються всі умови теореми II.3.1 (теореми 0.1, [79,с.4751), 
тобто, теорема 6.2 доведена.

Аналогічно, якщо \\F[ufut](x,t)\\c ^ М для |u|c ^ I, S 1 с'тс ~тс ~ "тс
^ 21/(3тс,), то частина співвідношень (6.15), які відносяться до
ut(x,t), показує, що якщо jjg| 1 < L, то u=TQ[g] задовольняє нерів-

С
2 %ність |и| ^ ЗтсМ отже, якщо спнаведлива нерівність (6.12), то

0' 4 тс



Т відображає кулю jjgjj ^ L саму в себе, а це означає в силу
С тс

(6.10), що виконуються всі умови зауваження II.3.1, які відносять­
ся до теореми II.3.1 (теореми 0.1 Е79,с.4751).

Таким чином, теорема 6.2 і зауваження 6.1 повністю доведені.

Зауваження. Виходячи з методики доведення теореми 6.2 і вико­
ристовуючи оцінки (4.9)-(4.11) можна при певних 
умовах довести теорему існування і єдиності 
розв'язку u(Xyt) є п 0^ Для такої більш за­
гальної крайової 2тс-періодичної задачі

utt - ихх = F[u,ut,uxl(x,t), О < х < тс, t є К,

u(0Tt) = u(%,t) = 0 ,  t € R»

U(X,t+2n) = U(X,t), (X,t) € [0y%] * IR.
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висновки

В дисертаційній роботі досліджена лінійна та нелінійна крайо­
ва періодична задача для гіперболічного рівняння другого порядку.

Встановлено теорему існування і единості класичного розв'язку 
лінійної крайової періодичної задачі.

Виведено функціональне рівняння, при допомозі якого визначено 
конкретні простори функцій, в яких існує класичний розв'язок лі­
нійної крайової періодичної задачі.

Вивчено властивості обернених операторів.
Знайдено аналітичні розв'язки лінійної крайової періодичної 

задачі.
Отримано умови існування гладкого розв'язку нелінійної крайо­

вої періодичної задачі.
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