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Резюме 

Предложено нелинейное расширение классической динамической 
модели (π-модели) на случай эколого-экономической системы. Показано, 
что когда нелинейные функции модели являются неотрицательными моно-
тонно возрастающими линейно-однородными, то магистральная траекто-
рия устойчивого развития такой системы существует. 
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В работе [1] предложена и исследована на предмет существования 
неотрицательного решения нелинейная модель межотраслевого эколого-
экономического баланса: 
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где 1x  – вектор-столбик валового выпуска продукции основным производ-

ством, 1y  – вектор-столбик выпуска конечной продукции, 2x  – вектор-

столбик объемов уничтоженных загрязнителей вспомогательным произ-

водством (очистительными сооружениями), )( 1
11 хФ  – вектор-столбик ма-

териальных затрат продукции при выпуске единицы продукции (вектор 

прямых материальных затрат основного производства), )( 2
12 хФ  – вектор-

столбик материальных затрат продукции при уничтожении единицы загряз-

нителей очистительными сооружениями, )( 1
21 хФ  – вектор-столбик выпуска 

загрязнителей основным производством, )( 2
22 хФ  – вектор-столбик выпус-

ка загрязнителей вспомогательным производством (уничтожение загрязни-
телей). 

Достаточное условие существования и единственности неотрица-

тельного решения Тххх ) ,( 21
=  имеет вид [1]: 

.)( 21
21 ууФ ≥      (2) 

В статье [2] построена и исследована на предмет существования и 
единственности магистрального развития линейная динамическая модель 
межотраслевого эколого-экономического баланса, что является расширен-
ной версией классической π-модели [3]. В данной работе рассматривается 
расширение, которое состоит в перенесении динамической межотраслевой 
модели эколого-экономического баланса на нелинейный случай. 

Предлагается следующая модель оптимального эколого-экономи-
ческого развития: 
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где  01
0 >ξ  и 02

0 >ξ  – заданные векторы. 

В модели (3): 1
tx  – вектор полного выпуска продукции в период t ; 2

tx  

– вектор объемов, утилизированных очистительными сооружениями за-

грязнителей; 2
ty  – вектор выбросов загрязнителей в окружающую среду (не 

уничтоженные загрязнители); 1
tξ  – вектор мощностей выпуска продукции; 

2
tξ  – вектор мощностей утилизации загрязнителей; 1

tη  – вектор прираще-

ний мощностей выпускающих областей; 2
tη  – вектор приращений мощно-

стей очистительных сооружений; )( 1
11 txФ  – вектор материальных затрат 

основного производства при выпуске продукции объемом 1
tx ; )( 2

12 txФ  – 

вектор материальных затрат в очистительных сооружениях при утилизации 

загрязнителей объемом 2
tx ; )( 1

21 txФ  – вектор выпуска загрязнителей ос-

новным производством при выпуске продукции объемом 1
tx ; )( 2

22 txФ  – 

вектор повторного выпуска загрязнителей очистительными сооружениями 

при утилизации загрязнителей объемом 2
tx ; )( 1

11 tηD  – вектор материаль-

ных затрат при создании дополнительных приращений мощностей основ-

ного производства объемом 1
tη ; )( 2

12 tηD  – вектор материальных затрат 

при создании дополнительных приращений мощностей очистительных со-

оружений объемом 2
tη ; )( 1

21 tηD  – вектор выпуска загрязнителей при созда-

нии приращений мощностей основного производства объемом 1
tη ; )( 2

22 tηD  

– вектор выпуска загрязнителей при создании приращений мощностей очи-

стительных сооружений объемом 2
tη ; )( 1

1 txH  – вектор технологических вы-

бросов загрязнителей в окружающую среду основным производством при 

выпуске продукции объемом 1
tx ; )( 2

2 txH  – вектор технологических выбро-

сов загрязнителей в окружающую среду очистительными сооружениями 
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при утилизации загрязнителей объемом 2
tx ; 01

>c  – вектор натуральной 

зарплаты одного работника, 02
>c  – вектор выпуска бытовых загрязнений 

на одного работника; )( 1
1 txf  – скалярная функция экономического эффекта 

от выпуска продукции объемом 1
tx ; )( 2

2 txf  – скалярная функция экономи-

ческого эффекта от утилизации загрязнителей объемом 2
tx ; )( 11

txl  – ска-

лярная функция затрат трудовых ресурсов при выпуске продукции объе-

мом 1
tx ; )( 22

txl  – скалярная функция затрат трудовых ресурсов при утили-

зации загрязнителей объемом 2
tx ; tL  – общее количество работников в 

период t . 

Исследуем состояние равновесия эколого-экономической системы 
(1). Соответствующая стационарная траектория интенсивностей функцио-

нирования равновесной системы определяется темпом роста 11
>

−λ , лу-

чом Неймана ), , , , , , , ( 2212121 LyηηξξxxX =  и имеет вид 
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Будем считать, что все неотрицательные монотонно возрастающие 
скалярные и векторные функции, задействованные в модели (3), а именно 

)(1 ⋅f , )(2 ⋅f , )(11 ⋅Ф , )(12 ⋅Ф , )(21 ⋅Ф , )(22 ⋅Ф , )(11 ⋅D , )(12 ⋅D , )(21 ⋅D , )(22 ⋅D , )(1
⋅l , 

)(2
⋅l , )(1 ⋅H , )(2 ⋅H  являются линейно-однородными, т. е.:  

)()( xfλxλf =  при 0>λ . 

В этом случае, если подставить соотношение (4) в модель (3), то для 

состояния равновесия ), , , , , , ,  ,( 2212121 Lyηηξξxxλ  при больших T  полу-

чим оптимизационную задачу  
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Поскольку при 10 << λ  (именно этот случай является предметом ис-

следования) имеем   
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это с учетом того, что вектор-функции )(11 ⋅D , )(12 ⋅D , )(21 ⋅D , )(22 ⋅D  являют-

ся неотрицательными монотонно возрастающими и линейно-однородными, 
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Введем к рассмотрению следующие вектор-функции  
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которые являются неотрицательными монотонно возрастающими и линей-
но-однородными векторами-функциями.   
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После умножения обеих частей полученных неравенств на 0>λ  по-

лучаем следующее векторное неравенство  

,))()1()()()(( xλxDλxHxRхФλ ≤−+−+    (7) 
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где вектор-функции 
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являются неотрицательными монотонно возрастающими линейно-

однородными от векторного аргумента Txxx ),( 21
= . 

Таким образом, задача максимизации темпа роста сбалансированной 
эколого-экономической системы сводится к такой нелинейной оптимизаци-
онной модели:  

0,),(   min, ≥≤→ xxλxλQλ     (8) 

где  

).()1())()()((),( xDλxHxRхФλxλQ −+−+=    (9) 

Рассмотрим подробно вектор-функцию )()()( xHxRхФ −+ , которая 

является линейно-однородной функцией. Поскольку )(xH  обозначает век-

тор суммарных технологических выбросов в окружающую среду загрязни-
телей основным производством и очистительными сооружениями, то, с 
экономической точки зрения, очевидно, что это значительно меньше обще-
го выпуска загрязнителей основным производством, очистительными со-
оружениями и бытового загрязнения. Поэтому вектор-функцию 

)()()( xHxRхФ −+  можно считать неотрицательной. Это наше второе пред-

положение относительно матриц )(хФ , )(xR  и )(xH  (напомним, что первое 

предположение касалось линейной однородности задействованных ска-
лярных и векторных функций). 

В работе Р. Солоу и П. Самуэльсона [4] впервые рассмотрена нели-

нейная задача о собственных векторах ),...,2 ,1)(,...,,( 21 nivvvHvλ nii == , 

где все iH  – линейно-однородные функции, которые монотонно возраста-

ют. В работе М. Моришими [5] доказано следующее утверждение: 

Утверждение. Пусть x  – n -измеримый вектор T
nxxx ),...,,( 21 , 

T
nHHHH ),...,,( 21=  – также n -измеримый вектор, причем каждая его 

компонента iH  является непрерывной функцией от x . Если каждая 

функция iH  неотрицательная линейно-однородная функция от неотри-

цательного аргумента 0≥x , то нелинейная задача о собственных век-

торах  
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nivHvλ ii ,...,2 ,1  ),( ==  

имеет решение при неотрицательных nvvvλ ,...,,, 21 , причем вектор v  

можно выбрать таким образом, чтобы 

.1
1

=∑
=

n

i
iv  

В книге [6] приведена следующая лемма: 

Лемма. Пусть nnλQ ×−)(  – матрица, определенная и непрерывная 

на некотором отрезке [ ]21  , λλ , 210 λλ ≤≤ . Пусть 21  ,γγ  – фробениусовы 

числа матриц )( ),( 21 λQλQ  соответственно, причем 2211  , λγλγ ≤< . То-

гда задача  

∑
=

=≥≤→
n

i
ixxxλxλQλ

1

1  ,0 ,)(  min,  

имеет единственное решение ) ,( xλ , причем: 

xλxλQ =)( ; 

λ  – число Фробениуса матрицы )(λQ ; 

x  – вектор Фробениуса матрицы )(λQ ; 

21  ,0 λλλx ≤≤> . 

Используя суждения, лежащие в основе доказательства утверждения 
и леммы, проведем их относительно нелинейной оптимизационной задачи 

(8)-(9). Прежде всего, выберем 01 =λ  и 12 =λ . Имеем ),(),0( xDxQ =  

)()()(),1( xHxRхФxQ −+= . Соответствующие им фробениусовы числа 

1  ,0 21 <> γγ . Для вектор-функции 

)()1())()()((),( xDλxHxRхФλxλQ −+−+=  выполняются все условия леммы, 

если при этом допускать (это уже третье предположение об 

)( ),( ),( ),( xDxHxRхФ ), что вектор-функция ),( xλQ  продуктивна при всех 

10 ≤≤ λ . Продуктивность математически означает, что ее фробениусово 

число строго меньше единицы. 

Таким образом, можно утверждать, что нелинейная оптимизационная 

задача (8)–(9) имеет единственное решение 0 ,1 ≥< xλ . 

Приступим теперь к нахождению состояния равновесия эколого-
экономической системы (3). 
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Пусть ) , , , ,( 2 Lyηξx  – произвольный ненулевой вектор, который 

удовлетворяет систему неравенств (5), является решением этой системы 

при λλ = . Можно показать, что из условий 10 << λ  и 0) , , , ,( 2
≠Lyηξx  вы-

текает, что 0≠x . Из системы в (5) имеем неравенства 
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Поскольку λ  – число Фробениуса, то очевидно, что (12) может вы-
полняться лишь в том случае, когда x  – вектор Фробениуса. Это означает, 
что в (12) неравенства превращаются в равенстве. Отсюда, в частности, 
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то здесь неравенства справедливые лишь в том случае, когда 
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то из условий, наложенных на вектор-функцию )(xD , вытекает, что   

.
1

x
λ

λ
η

−
=  (13) 

В таком случае имеем также  

.1xλξ −
=  (14) 

Тем самым показана единственность луча Неймана для нелинейной 

модели (3), что отвечает темпу роста 1−λ . 

Таким образом, в работе установлена магистральная траектория ус-
тойчивого развития для нелинейной расширенной π-модели, когда нели-
нейные функции модели являются неотрицательными монотонно возрас-
тающими и линейно-однородными. При этом было доказано существова-
ние корня Фробениуса для нелинейной задачи как по собственному числу, 
так и по собственному вектору. 
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