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I. Àíàëiç ïóáëiêàöié, â ÿêèõ çàïî-
÷àòêîâàíî ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè.
Íîâèçíà îäåðæàíîãî ðåçóëüòàòó

Ó ñó÷àñíèõ äîâiäíèêàõ ç ìàòåìàòè÷íî¨ ëiòåðàòóðè
[1, 2] íàâåäåíi íåâëàñòèâi iíòåãðàëè, â ñòðóêòóði ÿêèõ
áåðóòü ó÷àñòü ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨ îäíîãî õàðàêòåðó
(ñïåöôóíêöi¨, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîãî é òîãî
ñàìîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôóð'¹, Áåññåëÿ,
Ëåæàíäðà i ò.ä.). Çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè
äëÿ íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù (ïiä ÷àñ ìîäåëþâàííÿ
ôiçèêî-ìåõàíi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê çà ðiçíèìè çàêî-
íàìè) ïðèâîäÿòü äî íåâëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ, â ÿêèõ
ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ ñïåöiàëüíèõ
ôóíêöié ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ðiçíîãî õàðàêòåðó.
Ñüîãîäíi ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ
âiäñóòíi â äîâiäíèêîâié ëiòåðàòóði.

Íîâèçíà öi¹¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çàïðî-
ïîíîâàíî ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ ïåâíîãî êëàñó íå-
âëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ ìåòîäîì îäíîãî iç òèïiâ ãiá-
ðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ãiáðèäíå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ïîðîäæåíå
íà ïîëÿðíié îñi r ≥ R0 > 0 ç îäíi¹þ òî÷êîþ
ñïðÿæåííÿ r = R1 > R0 ãiáðèäíèì äèôåðåíöiàëüíèì
îïåðàòîðîì Áåññåëÿ-Ôóð'¹, çàïðîâàäæåíî â ðîáî-
òi [3] ïiä íàçâîþ ãiáðèäíå iíòåãðàëüíå ïåðåòâî-
ðåííÿ òèïó (Êîíòîðîâè÷à-Ë¹á¹ä¹âà)-Ôóð'¹. Ó ðîáî-
òi [4] çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó îá÷èñëåííÿ íåâëàñ-
òèâèõ iíòåãðàëiâ çà âëàñíèìè åëåìåíòàìè ãiáðèä-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, óòâîðåíèõ ñïîëó-
÷åííÿì äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ Áåññåëÿ Bν,α

òà Ôóð'¹ d2/dr2 íà iíòåðâàëi (a, b) ç îäíi¹þ òî÷êîþ
ñïðÿæåííÿ. Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà îá÷èñëåííþ
ïîëiïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ íåâëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ çà
âëàñíèìè åëåìåíòàìè ãiáðèäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà, óòâîðåíîãî ñïîëó÷åííÿ â òî÷öi r = R1 >
> R0 äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ Áåññåëÿ Bα òà
Ôóð'¹ d2/dr2 íà ïîëÿðíié îñi r ≥ R0 > 0.

II. Îñíîâíèé ìàòåðiàë äîñëiäæåííÿ
Ïîáóäó¹ìî îáìåæåíèé íà ìíîæèíi I+

1 =
= {r : r ∈ (R0, R1)

⋃
(R1,∞); R0 > 0} ðîçâ'ÿçîê

ñåïàðàòíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
Áåññåëÿ é Ôóð'¹

(Bν1,α − λ2)u1(r) = −g1(r)r−2,

r ∈ (R0, R1), (1)(
d2

dr2
− ν2

2

)
u2(r) = −g2(r), r ∈ (R1,∞)

çà êðàéîâèìè óìîâàìè
(

α0
11

d

dr
+ β0

11

)
u1(r)

∣∣∣∣∣
r=R0

= g0

du2

dr

∣∣∣∣∣
r=∞

= 0 (2)

òà óìîâàìè ñïðÿæåííÿ
[(

α1
j1

d

dr
+ β1

j1

)
u1(r)−

(
α1

j2

d

dr
+

+β1
j2

)
u2(r)

]∣∣∣∣∣
r=R1

= 0, j = 1, 2. (3)

Ââàæà¹ìî, ùî νj≥0, λ∈(0,∞), α ≥ −1/2, ν1 ≥ α,
|α0

11| + |β0
11| 6= 0; c11 · c21 > 0; cj1 = α1

2jβ
1
1j − α1

1jβ
1
2j ,

j = 1, 2; Bν,α = d2/dr2+(2α+1)r−1d/dr−(ν2−α2)r−2;
Bν,α � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Áåññåëÿ.
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Îá÷èñëåííÿ íåâëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ ìåòîäîì ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (Êîíòîðîâè÷à-Ë¹á¹ä¹âà)-Ôóð'¹...

Ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿííÿ
Áåññåëÿ (Bν,α−λ2)u = 0 óòâîðþþòü ôóíêöi¨ Iν,α(λr)
òà Kν,α(λr) [3], à äëÿ ðiâíÿííÿ Ôóð'¹ (d2/dr2−λ2)u =
= 0 � ôóíêöi¨ exp(−λr) òà exp(λr) (àáî ch λr òà shλr).

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨:

Um1
ν,α;j1(λRm) =

(
αm

j1

ν − α

Rm
+ βm

j1

)
×

×Iν,α(λRm) + αm
j1Rmλ2Iν+1,α+1(λRm),

Um2
ν,α;j1(λRm) =

(
αm

j1

ν − α

Rm
+ βm

j1

)
×

×Kν,α(λRm)− αm
j1Rmλ2Kν+1,α+1(λRm),

Ψm∗
ν,α;j1(λRm, λr) = Um1

ν,α;j1(λRm)Kν,α(λr)−
−Um2

ν,α;j1(λRm)Iν,α(λr),

∆ν,α;j1(λR0, λR1) = U01
ν,α;11(λR0)×

×U12
ν,α;j1(λR1)−

−U02
ν,α;11(λR0)U11

ν,α;j1(λR1),

Iν,α(λr) = (λr)−αIν(λr), Kν,α(λr) = (λr)−αKν(λr);
Iν(x), Kν(x) � ìîäèôiêîâàíi ôóíêöi¨ Áåññåëÿ.

Íàÿâíiñòü ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ
äà¹ ìîæëèâiñòü áóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i
(1) � (3) çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

u1(r) = A1Iν1,α(λr) + B1Kν1,α(λr)+

+

R1∫

R0

E∗ν1,α(r, ρ)g1(ρ)ρ2α−1dρ,

u2(r) = B2 exp[−ν2(r −R1)]+

+

∞∫

R1

E∗2 (r, ρ)g2(ρ)dρ. (4)

Òóò áåðóòü ó÷àñòü ôóíêöi¨ Êîøi:

E∗ν1,α(r, ρ) =
λ2α

∆ν1,α;11(λR0, λR1)
×

×
{

Ψ0∗
ν1,α;11(λR0, λr)Ψ1∗

ν1,α;11(λR1, λρ),
Ψ0∗

ν1,α;11(λR0, λρ)Ψ1∗
ν1,α;11(λR1, λr),

R0 < r < ρ < R1,
R0 < ρ < r < R1;

E∗2 (r, ρ) =
1

ν2(α1
12ν2 − β1

12)
×

×
{

e−ν2(ρ−R1)Φ1
12(ν2R1, ν2r),

e−ν2(r−R1)Φ1
12(ν2R1, ν2ρ),

R1 < r < ρ < ∞,
R1 < ρ < r < ∞.

Φ1
j2(ν2R1, ν2x) = α1

j2ν2ch ν2(x−R1)−
−β1

j2sh ν2(x−R1), j = 1, 2.

Êðàéîâi óìîâè (2) é óìîâè ñïðÿæåííÿ (3) äëÿ
âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ A1, B1, B2 äàþòü àëãåáðà¨÷íó
ñèñòåìó:

U01
ν1,α;11(λR0)A1 + U02

ν1,α;11(λR0)B1 = g0

U11
ν1,α;11(λR1)A1 + U12

ν1,α;11(λR1)B1+

+(α1
12ν2 − β1

12)B2 = 0;

U11
ν1,α;21(λR1)A1 + U12

ν1,α;21(λR1)B1+

+(α1
22ν2 − β1

22)B2 = G12. (5)

Ó ñèñòåìi (5) áåðå ó÷àñòü ôóíêöiÿ

G12 =
c11

R2α+1
1

R1∫

R0

Ψ0∗
ν1,α;11(λR0, λρ)

∆ν1,α;11(λR0, λR1)
g1(ρ)×

×ρ2α−1dρ− c21

∞∫

R1

e−ν2(ρ−R1)
g2(ρ)dρ

α1
12ν2 − β1

12

.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíà óìîâà îäíîçíà÷íî¨
ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâî¨ çàäà÷i (1) � (3): âèçíà÷íèê
àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè (5)

∆α(ν1, ν2) ≡ (α1
22ν2 − β1

22)∆ν1,α;11(λR0, λR1)−
−(α1

12ν2 − β1
12)∆ν1,α;21(λR0, λR1) 6= 0. (6)

Ó ðåçóëüòàòi îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi àëãåá-
ðà¨÷íî¨ ñèñòåìè (5) i ïiäñòàíîâêè îäåðæàíèõ çíà÷åíü
A1, B1, B2 ó ôîðìóëè (4) îòðèìó¹ìî ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (1) � (3):

uj(t) = W(ν),α;1j(r)g0 +

R1∫

R0

H(ν),α;j1(r, ρ)×

×g1(ρ)ρ2α−1dρ +

∞∫

R1

H(ν),α;j2(r, ρ)g2(ρ)dρ;

(ν) = (ν1, ν2); j = 1, 2. (7)

Ó ðiâíîñòÿõ (7) áåðóòü ó÷àñòü ïîðîäæåíi
êðàéîâîþ óìîâîþ â òî÷öi r = R0 ôóíêöi¨ Ãðiíà

W(ν),α;11(r) =
1

∆α(ν1, ν2)
[(α1

12ν2 − β1
12)×

×Ψ1∗
ν1,α;21(λR1, λr)− (α1

22ν2 − β1
22)×

×Ψ1∗
ν1,α;11(λR1, λr)], (8)

W(ν),α;12(r) = − c11

λ2αR2α+1
1

1
∆α(ν1, ν2)

×

× exp[−ν2(r −R1)];

òà ïîðîäæåíi íåîäíîðiäíiñòþ ñèñòåìè (1) ôóíêöi¨
âïëèâó

H(ν),α;11(r, ρ) = −λ2α

{
Ψ0∗

ν1,α;11(λR0, λr)×
Ψ0∗

ν1,α;11(λR0, λρ)×
×W(ν),α;11(ρ), R1 < r < ρ < R1;
×W(ν),α;11(r), R1 < ρ < r < R1;
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H(ν),α;12(r, ρ) =
c21

∆α(ν1, ν2)
×

×Ψ0∗
ν1,α;11(λR0, λr) exp[−ν2(ρ−R1)]; (9)

H(ν),α;21(r, ρ) =
c11

R2α+1
1

1
∆α(ν1, ν2)

×

×Ψ0∗
ν1,α;11(λR0, λρ) exp[−ν2(r −R1)];

H(ν),α;22(r, ρ) =
1

ν2∆α(ν1, ν2)
×

×
{

exp[−ν2(ρ−R1)][∆ν1,α;11(λR0, λR1)×
exp[−ν2(r −R1)][∆ν1,α;11(λR0, λR1)×

×Φ1
22(ν2R1, ν2r)−∆ν1,α;21(λR0, λR1)×

×Φ1
22(ν2R1, ν2ρ)−∆ν1,α;21(λR0, λR1)×
×Φ1

12(ν2R1, ν2r), R1 < r < ρ < ∞,
×Φ1

12(ν2R1, ν2ρ), R1 < ρ < r < ∞.

Ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (1) �
(3) ìåòîäîì ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
òèïó (Êîíòîðîâè÷à-Ë¹á¹ä¹âà)-Ôóð'¹, ïîðîäæåíîãî
íà ìíîæèíi I+

1 äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì

Mα = θ(r −R0)θ(R1 − r)Bα+

+θ(r −R1)d2/dr2,

θ(x) � îäèíè÷íà ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà, Bα �
äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Áåññåëÿ:

Bα = r2d2/dr2 + (2α + 1)rd/dr + α2 − λ2r2,

α ≥ −1/2, λ ∈ (0,∞).

Âèçíà÷èìî âåëè÷èíè òà ôóíêöi¨:

σ1 =
c11

c21

1
R2α+1

1

, σ2 = 1, bj(β) =
√

β2 + k2
j ,

k2
j ≥ 0, β ∈ (0,∞);

Vα;1(r, β) = c21b2(β)Ψ0
α;11(λR0, λr, b1) ≡

≡ c21b2[X01
α;11(λR0, b1)Dα(λr, b1)−

−X02
α;11(λR0, b1)Cα(λr, b1)],

Vα;2(r, β) = ωα;2(β)b2 cos b2(r −R1)−
−ωα;1(β) sin b2(r −R1);

ωα;1(β) = β1
22δα;11(λR0, λR1, b1)−

−β1
12δα;21(λR0, λR1, b1);

ωα;2(β) = α1
22δα;11(λR0, λR1, b1)−

−α1
12δα;21(λR0, λR1, b1);

δα;j1(λR0, λR1, b1) = X01
α;11(λR0, b1)×

×X12
α;j1(λR1, b1)−X02

α;11(λR0, b1)×
×X11

α;j1(λR1, b1); j = 1, 2.

Òóò ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ:

Cα(x, b(β)) = Iib,α(x) + iDα(x, b),

Dα(x, b) = π−1sh bπKib,α(x),

Xm1
α;j1 =

(
αm

j1

d

dr
+ βm

j1

)
Cα(λr, b1)

∣∣∣∣∣
r=Rm

;

Xm2
α;j1 =

(
αm

j1

d

dr
+ βm

j1

)
Dα(λr, b1)

∣∣∣∣∣
r=Rm

;

m = 0, 1.

Íàÿâíiñòü ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨

Vα(r, β) = θ(r −R0)θ(R1 − r)Vα;1(r, β)+

+θ(r −R1)Vα;2(r, β),

âàãîâî¨ ôóíêöi¨

σα(r) = θ(r −R0)θ(R1 − r)σ1r
2α−1+

+θ(r −R1)σ2

òà ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi

Ωα(β) = βb−1
2 (β)([ωα;1(β)]2 + b2

2[ωα;2(β)]2)−1

äà¹ çìîãó çàïðîâàäèòè ãiáðèäíå iíòåãðàëüíå ïåðå-
òâîðåííÿ òèïó (Êîíòîðîâè÷à-Ë¹á¹ä¹âà)-Ôóð'¹:

Hα[f(r)] =

∞∫

R0

f(r)Vα(r, β)σα(r)dr ≡ f̃(β); (10)

H−1
α [f̃(β)] =

2
π

∞∫

0

f̃(β)Vα(r, β)×

×Ωα(β)dβ ≡ f(r); (11)

Hα[Mα[f(r)]] = −β2f̃(β)− σ1R
2α+1
0 ×

×(α0
11)

−1Vα;1(R0, β)(α0
11d/dr+

+β0
11)f1(r)

∣∣∣∣∣
r=R0

− k2
1

R1∫

R0

f1(r)Vα;1(r, β)×

×σ1r
2α−1dr − k2

2

∞∫

R1

f2(r)Vα;2(r, β)dr. (12)

Íåõàé max{ν2
1 ; ν2

2} = ν2
2 . Ïðèéìåìî k2

1 = ν2
2−ν2

1 ≥
0, k2

2 = ν2
2 − ν2

2 = 0.
�äèíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)�(3), ïîáó-

äîâàíèé ìåòîäîì ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ, çàïðîâàäæåíîãî ôîðìóëàìè (10) � (12), ìà¹
ñòðóêòóðó:

uj(r) =
2
π

∞∫

0

σ1R
2α+1
0 Vα;1(R0, β)

(−α0
11)(β2 + ν2

2)
×

×Vα;j(r, β)Ωα(β)dβg0+

+

R1∫

R0

(
2
π

∞∫

0

Vα;j(r, β)Vα;1(ρ, β)
β2 + ν2

2

Ωα(β)dβ

)
×

×g1(ρ)σ1ρ
2α−1dρ+
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+

∞∫

R1

(
2
π

∞∫

0

Vα;j(r, β)Vα;2(ρ, β)
β2 + ν2

2

Ωα(β)dβ

)
×

×g2(ρ)dρ; j = 1, 2. (13)

Ïîðiâíþþ÷è âíàñëiäîê ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêè (5) òà
(13), îòðèìó¹ìî çíà÷åííÿ ïîëiïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨
íåâëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ:

2
π

∞∫

0

Vα;1(R0, β)
(−α0

11)(β2 + ν2
2)

Vα;j(r, β)Ωα(β)dβ =

=
1

σ1R
2α+1
0

W(ν),α;1j(r); j = 1, 2, (14)

2
π

∞∫

0

Vα;j(r, β)Vα;k(ρ, β)
β2 + ν2

2

Ωα(β)dβ =

=
1
σk

H(ν),α;jk(r, ρ); j, k = 1, 2. (15)

Âíàñëiäîê òîãî, ùî

Vα,1(R0, β) = −c21b2(β)α0
11sh(πb1(β))

πλ2αR2α+1
0

,

ðiâíiñòü (14) íàáóâà¹ âèãëÿäó

2
π2

∞∫

0

b2(β)shπb1(β)
β2 + ν2

2

Vα;j(r, β)Ωα(β)dβ =

=
λ2α

c11
R2α+1

1 W(ν),α;1j(r). (16)

Îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè â ðiâíîñòÿõ (12), (13) íå
çàëåæàòü âiä íåðiâíîñòi (ν2

2 − ν2
1) ≥ 0 ÷è íåðiâíîñòi

(ν2
1 − ν2

2) ≥ 0 (çà óìîâè, ùî max{ν2
1 , ν2

2} = ν2
1), òî

ìîæíà ïðèéíÿòè, çà ïîòðåáè, ν1 = ν2 ≡ ν = 0,
çâóæóþ÷è ñiì'þ íåâëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ.

Íàâåäåìî ñòðóêòóðó ðiâíîñòåé (15), (16) äëÿ
âèïàäêó, êîëè α0

11 = 0, β0
11 = 1, α1

11 = β1
21 = α2

12 =
β1

22 = 0, α1
21 = 1, α1

22 = a > 0, ν1 = ν2 ≡ ν.
Áåçïîñåðåäíüî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (8), (9) ìà¹ìî

Wν,α;11(r) = − 1
∆α(ν)

[(
να +

ν − α

R1

)
×

×Uν,α(λR1, λr) + R1λ
2Vν,α(λR1, λr)

]
≡

≡ −Ψν1,α;1(λR1, λr)
∆α(ν)

,

Wν,α;12(r) = − 1
λ2αR2α+1

1

1
∆α(ν)

e−ν(r−R1)

Hν,α;11(r, ρ) =
λ2α

∆α(ν)

{
Uν,α(λR0, λr)×
Uν,α(λR0, λρ)×

×Ψν,α;1(λR1, λρ), R0 < r < ρ < R1,
×Ψν,α;1(λR1, λr), R0 < r < ρ < R1,

Hν,α;12(r, ρ) =

=
a

∆α(ν)
e−ν(ρ−R1)Uν,α(λR0, λr); (17)

Hν,α;21(r, ρ) =

=
exp[−ν(r −R1)]

R2α+1
1 ∆α(ν)

Uν,α(λR0, λρ);

Hν,α;22(r, ρ) =
1

ν∆α(ν)

{
exp[−ν(ρ−R1)]×
exp[−ν(r −R1)]×

×Ψν,α;2(r), R1 < r < ρ < ∞,
×Ψν,α;2(ρ), R1 < r < ρ < ∞;

Ó ðiâíîñòÿõ (17) ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ:

Uν,α(λR, λx) = Iν,α(λR)Kν,α(λx)−
−Iν,α(λx)Kν,α(λR);

Vν,α(λR, λx) = Iν+1,α+1(λR)Kν,α(λx)+

+Kν+1,α+1(λR)Iν,α(λx);

∆α(ν) =

(
aν +

ν − α

R1

)
Uν,α(λR0, λR1)−

−λ2R1Vν,α(λR1, λR0) 6= 0,

Ψν,α;2(r) = νaUν,α(λR0, λR1)ch ν(r −R1)+

+

(
ν − α

R1
Uν,α(λR0, λR1)−

−λ2R1Vν,α(λR1, λR0)

)
shν(r −R1).

Çâiäñè ïðè ν = α = 0 îäåðæó¹ìî

∆0(0) = −λV0(λR1, λR0) ≡ −λ[I1(λR1)×
×K0(λR0) + K1(λR1)I0(λR0)];

W0;11(r) =
V0(λR1, λr)

V0(λR1, λR0)
;

W0;12(r) =
1

λR1V0(λR1, λR0)
= const;

H0;11(r, ρ) = − 1
V0(λR1, λR0)

×

×
{

U0(λR0, λr)V0(λR1, λρ),
U0(λR0, λρ)V0(λR1, λr),

R0 < r < ρ < R1,
R0 < ρ < r < R1,

(18)

H0;12(r, ρ) = −a

λ

U0(λR0, λr)
V0(λR1, λR0)

;

H0;21(r, ρ) = − 1
λR1

U0(λR0, λρ)
V0(λR1, λR0)

;

U0(λR0, λx) = I0(λR0)K0(λx)−
−K0(λR0)I0(λx);

H0;22(r, ρ) = − 1
λV0(λR1, λR0)

×
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×
{

aU0(λR0, λR1)− λV0(λR1, λR0)×
aU0(λR0, λR1)− λV0(λR1, λR0)×
×(r −R1), R1 < r < ρ < ∞,
×(ρ−R1), R1 < ρ < r < ∞ =

=
{

r −R0, R1 < r < ρ < ∞
ρ−R0, R1 < ρ < r < ∞ −

−a

λ

U0(λR0, λR1)
V0(λR1, λR0)

.

Ç iíøîãî áîêó, áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî:
Vα;1(r, β) = aβπ−1shπβUiβ,α(λR0, λr);

b1(β) = b2(β) ≡ β;

Vα;2(r, β) = aπ−1sh πβ

[
aβUiβ,α(λR0, λr)×

× cosβ(r −R1) +
( iβ − α

R1
Uiβ,α(λR0, λR1)−

−λ2R1Viβ,α(λR1, λR0)

)
sin β(r −R1)

]
;

Ωα(β) =
π2

sh2πβ

([
iβ − α

R1
Uiβ,α(λR0, λR1)−

−λ2R1Viβ,α(λR1, λR0)

]2

+

+a2β2[Uiβ,α(λR0, λR1)]2
)−1

Ïiäñòàâèâøè (17) i (19) â (15), (16), ìà¹ìî òàêi
ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ íåâëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ:

2
π

∞∫

0

β2V ∗
α,1(r, β)dβ

(β2 + ν2)ωα(β)
=

= λ2αR2α+1
1

Ψν1,α;1(λR1, λr)
a∆α(ν)

, (20)

2
π

∞∫

0

βV ∗
α,2(r, β)dβ

(β2 + ν2)ωα(β)
=

= −exp[−ν(r −R1)]
∆α(ν)

, (21)

2
π

∞∫

0

β2V ∗
α,1(r, β)V ∗

α,1(ρ, β)dβ

(β2 + ν2)ωα(β)
=

=
λ2αR2α+1

1

a∆α(ν)
, (22)

2
π

∞∫

0

β2V ∗
α,2(r, β)V ∗

α,2(ρ, β)dβ

(β2 + ν2)ωα(β)
=

=
Uν,α(λR0, λr)

∆α(ν)
e−ν(ρ−R1), (23)

2
π

∞∫

0

V ∗
α,2(r, β)V ∗

α,2(ρ, β)dβ

(β2 + ν2)ωα(β)
=

=
(νa)−1

∆α(β)

{
e−ν(ρ−R1)Ψν,α;2(r),
e−ν(r−R1)Ψν,α;2(ρ),

R1 < r < ρ < ∞,
R1 < ρ < r < ∞; (24)

Iç ôîðìóë (20) � (24) ïðè ν = α = 0 îäåðæó¹ìî:

2
π

∞∫

0

Uiβ(λR0, λr)
ω0(β)

dβ =

=
R1

a

V0(λR1, λr)
V0(λR1, λR0)

, (25)

2
π

∞∫

0

V ∗
0,2(r, β)
ω0(β)

dβ

β
=

=
1

λV0(λR1, λR1)
, (26)

2
π

∞∫

0

Uiβ(λR0, λr)Uiβ(λR0, λρ)
dβ

β
=

= − R1

aV0(λR0, λR1)
×

×
{

U0(λR0, λr)V0(λR1, λρ),
U0(λR0, λρ)V0(λR1, λr),

R0 < r < ρ < R1,
R0 < ρ < r < R1

(27)

2
π

∞∫

0

V ∗
0,2(r, β)Uiβ(λR0, λρ)

dβ

βω0
=

= − 1
λ

U0(λR0, λρ)
V0(λR0, λR1)

, (28)

2
π

∞∫

0

V ∗
0,2(r, β)V ∗

0,2(ρ, β)
ω0(β)

dβ

β2
=

=
{

r −R1, R1 < r < ρ,
ρ−R1, R1 < ρ < r < ∞ −

−aU0(λR0, λR1)
λV0(λR1, λR0)

. (29)

Ó ðiâíîñòÿõ (25) � (29) áåðóòü ó÷àñòü ôóíêöi¨:

Uiβ(λR0, λx) = Iiβ(λR0)Kiβ(λx)−
−Iiβ(λx)Kiβ(λR0);

Viβ(λR1, λR0) = Iiβ+1(λR1)Kiβ(λR0)+

+Iiβ(λR0)Kiβ+1(λR1);

Ziβ(λR0, λR1) = iβR−1
1 Uiβ(λR0, λR1)−

−λViβ(λR0, λR1),

ω0(β) = [Ziβ(λR0, λR1)]2+

+a2β2[Uiβ(λR0, λR1)]2,

V ∗
0,2(r, β) = Ziβ(λR0, λR1) sin β(r −R1)+

+aβUiβ(λR0, λR1) cos β(r −R1).

Ïðè iíøèõ çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ αm
jk òà βm

jk

â ìåæàõ öi¹¨ ìîäåëi îäåðæóâàòèìåìî çíà÷åííÿ
íåâëàñòèâèõ iíòåãðàëiâ áåçïîñåðåäíüî iç çàãàëüíèõ
ñòðóêòóð (15), (16).
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