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We establish sufficient conditions for the existence of quasiperiodic solutions of functional-singularly
perturbed linear ordinary higher-order differential equations for an arbitrary quasiperiodic inhomogeneity.

Встановлено достатнi умови iснування квазiперiодичних розв’язкiв функцiонально-сингулярно
збурених лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв для довiльної квазi-
перiодичної неоднорiдностi.

1. Задача про iснування квазiперiодичних розв’язкiв лiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь вищих порядкiв у випадку вiдмiнного вiд нуля коефiцiєнта при старшiй похiднiй
розв’язується за допомогою методiв, розроблених в [1, 2]. Випадок, коли цей коефiцiєнт
набирає нульовi значення, наскiльки вiдомо авторам, повнiстю не вивчений.

Позначимо через Cr(Tm) простiр векторних або матричних функцiй F (ϕ), ϕ = (ϕ1, . . .
. . . , ϕm), що набувають дiйсних значень, перiодичних з перiодом 2π за кожною зi змiнних
ϕi, i = 1,m, таких, що є неперервними разом iз усiма похiдними до порядку r включно;
|F (ϕ)|r = max

0≤|ρ|≤r
max
ϕ∈Tm

‖DρF (ϕ)‖, де ρ = (ρ1, . . . , ρm) — цiлочисловий вектор iз невiд’єм-

ними координатами, |ρ| = ρ1 + . . .+ ρm i Dρ =
∂|ρ|

∂ϕρ11 . . . ∂ϕρmm
, 〈 · , · 〉 — скалярний добуток

в Rn, ‖ · ‖ — евклiдова векторна або узгоджена матрична норма.
Об’єктом дослiдження є система диференцiальних рiвнянь

ϕ(1) = ω, εa(ϕ)x(n+1) + x(n) + b1(ϕ)x(n−1) + . . .+ bn(ϕ)x = f(ϕ), (1)

де ϕ ∈ Rm, ω = (ω1, . . . , ωm) — частотний базис, x ∈ R, ε — малий додатний параметр,
дiйснi скалярнi функцiї a, b1, . . . , bn, f ∈ Cr(Tm), r ≥ 0, y(s) = dsy/dts, a(ϕ) перетворю-
ється в нуль на множинi довiльної структури.

Вивчаються питання: 1) за яких умов система (1) має гладкий квазiперiодичний розв’я-
зок x0(ωt, ε) для довiльної квазiперiодичної неоднорiдностi; 2) якщо “вироджене” рiвняння

y(n) + b1(ωt)y
(n−1) + . . .+ bn(ωt)y = f(ωt) (2)

має квазiперiодичний розв’язок y0(ωt) для довiльної квазiперiодичної неоднорiдностi, то
який зв’язок мiж функцiями x0(ωt, ε) та y0(ωt) у процесi ε→ 0 ; 3) яка оцiнка максималь-
ного значення параметра ε, при якому зберiгається квазiперiодичний розв’язок x0(ωt, ε).

Випадок m = 1 дослiджено у [3]. У роботi [4] вивчалася система

ϕ(1) = ω, εA(ϕ)x(2) +B(ϕ)x(1) + C(ϕ)x = f(ϕ),
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де x ∈ Rm, A — симетрична вироджена матриця. Зауважимо, що система (1) рiвносильна
системi диференцiальних рiвнянь, узагальнення якої має вигляд

εkA(t, ε)X(1) = B(t, ε)X + F (t, ε),

де k ≥ 0, 0 < ε� 1, квадратна матриця A(t, ε) вироджується при всiх значеннях ε або при
ε = 0. Такi системи описують процеси, якi зустрiчаються в рiзних галузях сучасної науки
та технiки [5].

У випадку a(ϕ) ≡ 1 друге рiвняння системи (1) природньо назвати сингулярно збу-
реним вiдносно рiвняння (2), а наявнiсть нулiв функцiї a(ϕ) дозволяє назвати збурення
рiвняння (2) функцiонально-сингулярним. Нарештi, наявнiсть параметра в (1) обумовле-
на, зокрема, таким фактом [6]: скалярне рiвняння (sin t)x(1) = bx − (sin t)k, де b — цiле
додатне число, має перiодичний розв’язок, гладкiсть r якого визначається нерiвнiстю
b− r cos t > 0.

2. Система (1) рiвносильна системi рiвнянь

ϕ(1) = ω,

diag {En, εa(ϕ)}X(1) =



0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1

−bn(ϕ) −bn−1(ϕ) −bn−2(ϕ) . . . −b1(ϕ) −1


X +



0

0

...
0

(ϕ)


,

(3)

де X = col
(
x, x(1), . . . , x(n)

)
, En — одинична матриця порядку n. Зауважимо, що в роботi

[7] дослiджувалися, зокрема, системи з виродженою дiагональною матрицею при похiд-
них i домiнантними дiагональними елементами матрицi при векторовi невiдомих. Для
розв’язування системи (3) не можна також використати методи, викладенi в [5], оскiльки
матриця при похiдних має змiнний ранг.

Введемо у розгляд квадратнi матрицi порядку n+ 1 :

V (ϕ, ε) =



1 + εz1 0 . . . 0 0

0 1 + εz2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 + εzn 0

−εaz1 −εaz2 . . . −εazn 1


,

W (ϕ, ε) =



1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0

z1 z2 . . . zn 1


,

(4)
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де z1(ϕ, ε), z2(ϕ, ε), . . . , zn(ϕ, ε) задовольняють нелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь

εa(ϕ)z
(1)
1 + [1 + εa(ϕ)zn]z1 + bn(ϕ) = 0,

εa(ϕ)z
(1)
2 + εa(ϕ)z1 + [1 + εa(ϕ)zn]z2 + bn−1(ϕ) = 0,

εa(ϕ)z
(1)
3 + εa(ϕ)z2 + [1 + εa(ϕ)zn]z3 + bn−2(ϕ) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

εa(ϕ)z
(1)
n + εa(ϕ)zn−1 + [1 + εa(ϕ)zn]zn + b1(ϕ) = 0.

(5)

Якщо система (5) має гладкий розв’язок (z1(ϕ, ε), z2(ϕ, ε), . . . , zn(ϕ, ε)) такий, що для де-
якого ε0 > 0 i всiх ϕ ∈ Tm, ε ∈

(
0, ε0

]
виконуються нерiвностi

1 + εzi(ϕ, ε) 6= 0, i = 1, n, (6)

то матрицi V (ϕ, ε), W (ϕ, ε) є невиродженими i при цьому система рiвнянь (3) пiсля замiни
X = W (ϕ, ε)Y i множення злiва на V (ϕ, ε) набере виду

ϕ(1) = ω,

diag {En, εa(ϕ)}Y (1) =



0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0

z1 z2 z3 . . . zn 1

0 0 0 . . . 0 −1− εazn


Y +



0

0

...
0

f(ϕ)


, (7)

де Y = col (y1, y2, . . . , yn+1).
3. Дослiдимо систему рiвнянь (5), векторна форма якої має вигляд

εa(ϕ)z(1) + [P (ϕ, ε) + εa(ϕ)znEn]z = b(ϕ), (8)

де

P (ϕ, ε) =



1 0 0 . . . 0 0

εa(ϕ) 1 0 . . . 0 0

0 εa(ϕ) 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . εa(ϕ) 1


, b =


−bn
−bn−1

...
−b1

, z =


z1

z2

...
zn

.

Здiйснивши у рiвняннi (8) замiну

z = u+ b(ϕ), (9)

отримаємо

εa(ϕ)u(1) + [P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)unEn]u = εg(ϕ),

де
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P1(ϕ, ε) =



1− εab1 0 0 . . . 0 −εabn
εa 1− εab1 0 . . . 0 −εabn−1
0 εa 1− εab1 . . . 0 −εabn−2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . εa 1− 2εab1


,

g = −a

{
b(1) +

[
b1En −

(
O1×n−1 O1×1

En−1 On−1×1

)]
b

}
, u = col (u1, u2, . . . , un),

Ok×l — нульова k × l -матриця.
Оцiнимо мiнiмальне власне значення матрицi

P1 + P ∗1
2

=



1− εab1
εa

2
0 0 . . . 0

−εabn
2

εa

2
1− εab1

εa

2
0 . . . 0

−εabn−1
2

0
εa

2
1− εab1

εa

2
. . . 0

−εabn−2
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . 1− εab1
−εa(b2 − 1)

2
−εabn

2

−εabn−1
2

−εabn−2
2

−εabn−3
2

. . .
−εa(b2 − 1)

2
1− 2εb1


,

де зiрочка—операцiя транспонування матрицi. Для цього знайдемо λmin(P2) i λmax(P3), де

P2 =



1− εab1
εa

2
0 . . . 0 0

εa

2
1− εab1

εa

2
. . . 0 0

0
εa

2
1− εab1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1− εab1
εa

2

0 0 0 . . .
εa

2
1− εab1


,

P3 =



0 0 . . . 0
bn
2

0 0 . . . 0
bn−1

2
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0
b2
2

bn
2

bn−1
2

. . .
b2
2

b1


,

урахувавши, що
1

2
[P1(ϕ, ε) + P ∗1 (ϕ, ε)] = P2(ϕ, ε)− εa(ϕ)P3(ϕ). (10)
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Оскiльки власнi значення матрицi порядку n

α β 0 . . . 0 0

γ α β . . . 0 0

0 γ α . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . 0

0 0 0 . . . α β

0 0 0 . . . γ α


визначаються за формулою [8, с. 244] λk = a− 2

√
βγ cos

kπ

n+ 1
, k = 1, n, то

λmin(P2) = 1− ε
∣∣a(ϕ)

∣∣ (|b1(ϕ)|+ cos
π

n+ 1

)
.

Для характеристичного многочлена ∆n(λ) = det[P3(ϕ) − λEn] матрицi P3(ϕ) викону-
ються рекурентнi спiввiдношення ∆n(λ) = −λ∆n−1(λ)− (−λ)n−2b2n/4, розглядаючи якi як
рiзницевi рiвняння, отримуємо

∆n(λ) = (−λ)n−2

(
λ2 − b1λ−

1

4

n∑
i=2

b2i

)
,

звiдки

λmax(P3(ϕ)) =

b1(ϕ) +

[
n∑
i=1

b2i (ϕ)

]1/2
/

2. (11)

З урахуванням (10), (11) отримаємо

〈P1(ϕ, ε)ξ, ξ〉 ≥ (1− εp(ϕ))‖ξ‖2 ∀ϕ ∈ Tm,

де

p(ϕ) = |a(ϕ)|

cos
π

n+ 1
+

3|b1(ϕ)|+

√√√√ n∑
i=1

b2i (ϕ)

/2

.
Нехай

p0 = max
ϕ∈Tm

p(ϕ), ε0 =
(1− γ)

p0
, γ = const ∈ (0,5; 1). (12)

Тодi для всiх ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε0] виконується нерiвнiсть

〈P1(ϕ, ε)ξ, ξ〉 ≥ γ‖ξ‖2. (13)

Розглянемо систему рiвняньϕ
(1) = ω,

εa(ϕ)u(1) +
[
P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)unEn

]
u = εg(ϕ),

(14)

у припущеннi, що a(ϕ), b1(ϕ), . . . , bn(ϕ) ∈ C2(Tm). Рiвнiстю u = v(ϕ, ε) визначається глад-
кий iнварiантний тор [1] цiєї системи рiвнянь, якщо має мiсце тотожнiсть
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εa(ϕ)
m∑
i=1

∂v

∂ϕi
ωi +

[
P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)vn(t)En

]
v = εg(ϕ),

де vn — n-та компонента вектора v. Враховуючи комутативнiсть функцiї εa(ϕ) з довiль-
ною матричною функцiєю, отримуємо, що функцiя u = v(ϕ, ε) визначає гладкий iнварiант-
ний тор системи 

dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω,

du

dτ
+ [P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)unEn]u = εg(ϕ).

(15)

Для знаходження iнварiантного тора u = U(ϕ, ε) нелiнiйної по u системи рiвнянь (15)
використаємо один iз процесiв лiнеаризацiї, розглянутий в [1]. Задамо нульову iтерацiю
процесу функцiєю U0(ϕ, ε) = 0, ϕ ∈ Tm, i визначимо послiдовнiсть торiв

u = Ui+1(ϕ, ε), ε ∈ (0, ε0], ε0 ≤ ε0, i = 0, 1, 2, . . . ,

кожний з яких є iнварiантним тором системи
dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω,

du

dτ
+ [P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)Ui,n(ϕ, ε)En]u = εg(ϕ),

де Ui,n — n-та компонента вектора Ui.
Розглянемо систему рiвнянь

dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω,

du

dτ
+ P1(ϕ, ε)u = εg(ϕ) (16)

i з’ясуємо умови iснування та властивостi iнварiантного тора u = U1(ϕ, ε), який визначає
перше наближення вказаного iтерацiйного процесу. Оскiльки a(ϕ) ∈ C2(Tm), то задача
Кошi dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω, ϕ|τ=0 = ϕ, при кожному фiксованому ϕ ∈ Tm має єдиний розв’язок

ϕτ (ϕ, ε), який неперервно залежить вiд ϕ.
Нехай Ωτ

s(ϕ, ε), (Ωs
s(ϕ, ε) = En) — фундаментальна матриця системи рiвнянь

du

dτ
= −P1(ϕτ (ϕ, ε), ε)u.

Оскiльки коефiцiєнти другого рiвняння (1) за припущенням належать C2(Tm), то P1(ϕ, ε) ∈
∈ C2(Tm), а тому ϕτ (ϕ, ε), Ωτ

s(ϕ, ε) ∈ C2(Tm) для всiх τ, s ∈ R, ε ∈ (0, ε0]. Iз нерiвностi (13)
випливає, що

G0(s, ϕ, ε) =

Ω0
s(ϕ, ε), s ≤ 0,

0, s > 0,
(17)

для всiх ε ∈ (0, ε0] є функцiєю Грiна [1] задачi про iнварiантний тор системи
dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω,

du

dτ
= −P1(ϕ, ε)u,

при цьому
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∥∥ ≤ √n exp{γs}, s ≤ 0, ε ∈ (0, ε0], ϕ ∈ Tm, (18)

а система рiвнянь (16) має iнварiантний тор

u = U1(ϕ, ε) = ε

∝∫
−∝

G0(s, ϕ, ε)g(ϕs(ϕ, ε))ds, ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε0], (19)

такий, що

|U1(ϕ, ε)|0 ≤
ε
√
n

γ
|g(ϕ)|0, ε ∈ (0, ε0], ϕ ∈ Tm. (20)

З’ясуємо гладкiсть iнварiантного тора (19) i оцiнимо мiнiмальне значення додатної
сталої K, незалежної вiд ϕ та ε, для якої виконується нерiвнiсть

|U1(ϕ, ε)|1 ≤ εK|g(ϕ)|1 (21)

для всiх ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε0].
Стандартним чином [1] доводиться нерiвнiсть∥∥D1

ϕϕτ (ϕ, ε)
∥∥ ≤ √m exp{εατ}, τ ≤ 0, ε ∈ (0, ε0],

де стала α визначається спiввiдношенням

min
‖ξ‖=1

〈
(∂a(ϕ)ω/∂ϕ)ξ, ξ

〉
≥ α, (22)

з урахуванням якої та нерiвностi (18) для всiх s ≤ 0 отримуються оцiнки∥∥[D1
ϕG0(s, ϕ, ε)

]
g(ϕs(ϕ, ε))

∥∥ ≤ Mn
√
m

|α|
|g(ϕ)|0 exp{(γ + εα)s},

∥∥G0(s, ϕ, ε)D
1
ϕg(ϕs(ϕ, ε))

∥∥ ≤ √nm|g(ϕ)|1 exp{(γ + εα)s},

|G0(s, ϕ, ε)g(ϕs(ϕ, ε))|1 ≤
√
nm

(
1 +

M
√
n

|α|

)
|g(ϕ)|1 exp{(γ + εα)s},

де

M =

[
n|ab1|21 +

n∑
i=1

|abi|21 + (n− 1)|a|21

]1/2
.

Якщо покласти γ = 0,5 +
|α|

2(p0 + |α|)
, то з (12) маємо

ε0 =
1

2(p0 + |α|)
, (23)

γ − ε|α| ≥ 0,5 для всiх ε ∈ (0, ε0], а з (19) одержуємо шукану оцiнку (21), де

K = 2
√
nm

(
1 +M

√
m

|α|

)
. (24)

Отже, U1(ϕ, ε) належить C1(Tm) i неперервна по ε рiвномiрно вiдносно ϕ.
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Реалiзацiя iтерацiйного процесу вимагає вивчення умов, при яких система рiвнянь

dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω,

dh

dτ
+ [P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)p1(ϕ, ε)En]h = εg(ϕ) (25)

має iнварiантний тор h = u(ϕ, ε) ∈ C1(Tm) для всiх скалярних функцiй p1(ϕ, ε) i ε ∈ (0, ε1],
де ε1 = const > 0, ε1 ≤ ε0.

Лема. Нехай a(ϕ), b1(ϕ), b2(ϕ), . . . , bn(ϕ) ∈ C2(Tm), p1(ϕ, ε) ∈ C1(Tm) — довiльна ска-
лярна функцiя така, що

|p1(ϕ, ε)|0 ≤ 4ε
√
n|g(ϕ)|0, |p1(ϕ, ε)|1 ≤ 2εK|g(ϕ)|1, (26)

де стала K визначена рiвнiстю (24).
Тодi можна вказати додатне число ε1 ≤ ε0 таке, що система рiвнянь (25) має iнварiант-

ний тор h = u(ϕ, ε) ∈ C1(Tm) такий, що

|u(ϕ, ε)|0 ≤ 4ε
√
n|g(ϕ)|0, |u(ϕ, ε)|1 ≤ 2εK|g(ϕ)|1 (27)

для всiх ε ∈ (0, ε1].
Доведення. Розглянемо iнтегральне рiвняння

u = εGa(ϕ)p1(ϕ, ε)u+ εGg(ϕ), (28)

де G — оператор, заданий на функцiях ψ(ϕ, ε) ∈ C1(Tm) рiвнiстю

Gψ(ϕ, ε) =

∞∫
−∞

G0(s, ϕ, ε)ψ(ϕs(ϕ, ε), ε)ds,

G0 — функцiя Грiна (17), ϕs(ϕ, ε), ϕ0 = ϕ, — розв’язок першого рiвняння системи (25).
Оцiнимо норму оператора Ga(ϕ)p1(ϕ, ε) у просторах C(Tm) та C1(Tm). Враховуючи

спiввiдношення, що використовувалися при доведеннi (20) i (21), а також (26), для всiх
ε ∈ (0, ε0] отримаємо

|Ga(ϕ)p1(ϕ, ε)|0 ≤ 8nε|a|0|g|0, |Ga(ϕ)p1(ϕ, ε)|1 ≤ 2εK2|a|1|g|1.

Покладемо

ε1 = min
{
ε0; (2K)−1(|a|1|g|1)−1/2

}
.

Тодi для всiх ε ∈ (0, ε1] виконується нерiвнiсть ε|Ga(ϕ)p1(ϕ, ε)|1 ≤ 1/2 i рiвняння (28) має
в C1(T1) єдиний розв’язок

u(ϕ, ε) = ε
∞∑
k=0

[εGa(ϕ)p1(ϕ, ε)]
kGg(ϕ),

який з урахуванням (20), (21) для всiх ε ∈ (0, ε1] задовольняє нерiвностi (27) i є неперервним
по ε рiвномiрно вiдносно ϕ, що й завершує доведення леми.

Покладемо у системi рiвнянь (25) p1(ϕ, ε) = U1,n(ϕ, ε), ε ∈ (0, ε1]. Завдяки нерiвно-
стям (20) i (21) виконується нерiвнiсть (26), а тому згiдно з лемою для всiх ε ∈ (0, ε1]
iнварiантний тор h = U2(ϕ, ε), ϕ ∈ Tm, системи (25) iснує та задовольняє нерiвностi
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|U2(ϕ, ε)|0 ≤ 4ε
√
n|g(ϕ)|0, |U2(ϕ, ε)|1 ≤ 2εK|g(ϕ)|1, ε ∈ (0, ε1].

Цього достатньо, щоб по другiй iтерацiї знайти третю, поклавши в системi (25) p1(ϕ, ε) =
= U2,n(ϕ, ε).

Припустимо, що для обраного ε1 > 0 вже знайденi iтерацiї для i = 1, 2, . . . , k − 1 i всi
вони задовольняють нерiвностi вигляду (27). Наступне k -те наближення визначається тодi
з системи рiвнянь (25), де p1(ϕ, ε) = Uk−1,n(ϕ, ε), як її iнварiантний тор

h = Uk(ϕ, ε), ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε1]. (29)

Але оскiльки для ε ∈ (0, ε1] Uk−1(ϕ, ε) задовольняє нерiвностi вигляду (27), то й стосовно
Uk−1,n(ϕ, ε) виконуються нерiвностi вигляду (26), а тому згiдно з лемою тор (29) iснує,
причому

|Uk(ϕ, ε)|0 ≤ 4ε
√
n|g(ϕ)|0, |Uk(ϕ, ε)|1 ≤ 2εK|g(ϕ)|1, ε ∈ (0, ε1]. (30)

Метод повної математичної iндукцiї гарантує, що для всiх ε ∈ (0, ε1] довiльна з iтерацiй
процесу визначена i задовольняє нерiвностi вигляду (30).

Доведемо збiжнiсть iтерацiйного процесу. Для цього розглянемо рiзницю

wk+1(ϕ, ε) = Uk+1(ϕ, ε)− Uk(ϕ, ε), ε ∈ (0, ε1].

Оскiльки функцiї Uk(ϕ, ε) належать C1(Tm), k = 1, 2, . . . , , то iнварiантний тор вiдповiдної
системи рiвнянь, який нею визначається, є гладким. Тому

εa(ϕ)
dUk+1(ϕ, ε)

dt
= −[P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)Uk,n(ϕ, ε)En]Uk+1(ϕ, ε) + εg(ϕ)

для всiх ϕ ∈ Tm, k = 0, 1, 2, . . . , ε ∈ (0, ε1]. Тодi вектор-функцiя wk+1(ϕ, ε) задовольняє
рiвняння

εa(ϕ)
dwk+1(ϕ, ε)

dt
= −[P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)Uk,n(ϕ, ε)En]wk+1(ϕ, ε)− εa(ϕ)wk,nUk. (31)

Iнварiантний тор h = wk+1(ϕ, ε), ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε1], системи рiвнянь

dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω,

dh

dτ
= −[P1(ϕ, ε) + εa(ϕ)Uk,n(ϕ, ε)En]h+ εgk(ϕ, ε), (32)

де

gk(ϕ, ε) = −a(ϕ)wk,n(ϕ, ε)Uk(ϕ, ε), (33)

є перiодичним розв’язком рiвняння (31), якщо h ∈ C1(Tm). З урахуванням нерiвностей (30)
система рiвнянь (32) задовольняє умови леми, у вiдповiдностi з якою для ε ∈ (0, ε1]

|wk+1(ϕ, ε)|0 ≤ 4ε
√
n|gk(ϕ, ε)|0, |wk+1(ϕ, ε)|1 ≤ 2εK|gk(ϕ, ε)|1.

Використавши (30) та (33), отримаємо для ε ∈ (0, ε1]

|wk+1(ϕ, ε)|0 ≤ 16ε2n|a|0|g|0|wk(ϕ, ε)|0, |wk+1(ϕ, ε)|1 ≤ 4ε2K2|a|1|g|1|wk(ϕ, ε)|1.

Покладемо
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ε2 =
(

2K
√

2|a|1|g|1
)−1

. (34)

Тодi для всiх ε ∈ (0, ε2], |wk+1(ϕ, ε)|l ≤ |wk(ϕ, ε)|l/2 i |wk+1(ϕ, ε)|l ≤ (0,5)k|w1(ϕ, ε)|l,
k = 0, 1, 2, . . . , l = 0; 1, що забезпечує збiжнiсть послiдовностi Uk(ϕ, ε), k = 0, 1, 2, . . . ,
в C1(Tm). А тому з урахуванням повноти простору C1(Tm) iснує функцiя U(ϕ, ε), яка
належить C1(Tm) для кожного ε ∈ (0, ε2] i така, що limk→∞ Uk(ϕ, ε) = U(ϕ, ε) рiвномiрно
по ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε2]. Здiйснивши граничний перехiд у нерiвностях (30), отримаємо

|U(ϕ, ε)|0 ≤ 4ε
√
n|g(ϕ)|0, |U(ϕ, ε)|1 ≤ 2εK|g(ϕ)|1, ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε2], (35)

звiдки випливає неперервнiсть по ε в точцi ε = 0 функцiй U(ϕ, ε), D1
ϕU(ϕ, ε) рiвномiрно

вiдносно ϕ ∈ Tm.
Отже, система рiвнянь (15) має iнварiантний тор u = U(ϕ, ε) ∈ C1(Tm), ϕ ∈ Tm, ε ∈

∈ (0, ε2], для якого виконуються нерiвностi (35). А тому система (14) має квазiперiодичний
розв’язок u = U(ωt, ε) ∈ C1(Tm), а з урахуванням (9) система рiвнянь (8) має розв’язок

z(ωt, ε) = U(ωt, ε) + b(ωt). (36)

Знайдемо ε3 ∈ (0, ε2] таке, що для всiх ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε3] виконуються всi нерiвностi (6).
Використавши (35) i (36), одержимо

ε3 = min

{
ε2;
−|b|0 +

[
|b|20 + 16

√
n|g|0

]1/2
8
√
n|g|0

}
. (37)

Таким чином, матрицi V (ϕ, ε), W (ϕ, ε), визначенi (4), належать C1(Tm), якщо ε ∈
∈ (0, ε2], i не виродженi для всiх ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε3]. Тому система рiвнянь (3) зводиться до
рiвносильної системи (7).

4. Розглянемо останнє рiвняння системи (7):

ϕ(1) = ω, εa(ϕ)y
(1)
n+1 = −{1 + εa(ϕ)[un(ϕ, ε)− b1(ϕ)]}yn+1 + f(ϕ), (38)

де un — остання компонента вектор-функцiї U(ϕ, ε).
Якщо система рiвнянь

dϕ

dτ
= εa(ϕ)ω,

dyn+1

dτ
= −{1 + εa(ϕ)[un(ϕ, ε)− b1(ϕ)]}yn+1 + f(ϕ), (39)

для деякого ε4 ∈ (0, ε3] має iнварiантний тор yn+1 = v(ϕ, ε) ∈ C1(Tm), ε ∈ (0, ε4], то
система (38) має гладкий квазiперiодичний розв’язок.

Покладемо

ε4 = min

{
ε3;
−(|ab1|0 + |α|) +

[
(|ab1|0 + |α|)2 + 8

√
n|a|0|g|0

]1/2
8
√
n|a|0|g|0

}
, (40)

де число α визначене в (22). Тодi з урахуванням першої нерiвностi (35) для всiх ε ∈
∈ (0, ε4], ϕ ∈ Tm

1− ε
{
|a(ϕ)|0|un(ϕ, ε)|0 + |a(ϕ)b1(ϕ)|0 + |α|

}
≥ 1/2,
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а iнварiантний тор системи (39) має вигляд

y0n+1(ϕ, ε) =

∞∫
−∞

G0(s, ϕ, ε)f(ϕs(ϕ, ε))ds, ϕ ∈ Tm, 0 < ε ≤ ε4,

де

G0(s, ϕ, ε) =

exp

{
−
∫ 0

s
{1 + εa(ϕτ (ϕ, ε))[un(ϕτ (ϕ, ε), ε)− b1(ϕτ (ϕ, ε))]} dτ

}
, s ≤ 0,

0 s > 0,

ϕτ (ϕ, ε), ϕ0(ϕ, ε) = ϕ,—розв’язок першого рiвняння системи (39). При цьому y0n+1(ϕ, ε) ∈
∈ C1(Tm) для всiх ε ∈ (0, ε4], y

0
n+1(ϕ, 0) = f(ϕ), |y0n+1(ϕ, ε)|0 ≤ 2|f(ϕ)|0, а тому

y0n+1(ϕ, ε) = f(ϕ) + y0(ϕ, ε), ȳ0n+1(ϕ, 0) = 0. (41)

В результатi система рiвнянь (7) зводиться до вигляду

ϕ(1) = ω, Y
(1)
1 = [B(ϕ) +B1(ϕ, ε)]Y1 + f1(ϕ, ε), ε ∈ (0, ε4], (42)

де

B =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

−bn −bn−1 −bn−2 . . . −b1


, B1 =


0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0

U1 U2 . . . Un

, (43)

U(ϕ, ε) = col
(
U0
1 (ϕ, ε), . . . , . . . U0

n(ϕ, ε)
)
,

f1(t, ε) = col
(
0, . . . , 0, y0n+1(ϕ, ε)

)
, Y1 = col (y1, y2, . . . , yn) . (44)

Нехай G0(τ, ϕ) — функцiя Грiна системи рiвнянь

ϕ(1) = ω, x
(1)
1 = B(ϕ)x

така, що ∥∥G0(τ, ϕ)
∥∥ ≤M0 exp{−γ0|τ |}, −∞ < τ <∞, (45)

де M0 i γ0 — додатнi сталi, якi не залежать вiд ϕ. Тодi друге рiвняння (42) рiвносильне
iнтегральному рiвнянню

Y1 = TB1(ϕ, ε)Y1 + Tf1(ϕ, ε), (46)

де T — оператор, заданий на функцiях ψ(ϕ, ε) ∈ C0(Tm), ε ∈ (0, ε4], рiвнiстю

Tψ(ϕ, ε) =

∞∫
−∞

G0(s, ϕ)ψ(ωs, ε) ds.
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Оцiнюючи норму оператора TB1(ϕ, ε) у просторi C0(Tm), використовуємо спiввiдно-
шення (43), (44) i (35). В результатi для всiх ε ∈ (0, ε4] маємо

|TB1(ϕ, ε)|0 ≤ 4ε
√
nM0|g(ϕ)|0/γ0.

Покладемо

ε0 = min

{
ε4;

γ0
8
√
nM0|g(ϕ)|0

}
. (47)

Тодi для всiх ε ∈ (0, ε0] |TB1(ϕ, ε)|0 ≤ 1/2 i рiвняння (46) має єдиний розв’язок

Y 0
1 (ϕ, ε) =

∞∑
k=0

[TB1(ϕ, ε)]
kTf1(ϕ, ε), (48)

для якого ∣∣Y 0
1 (ϕ, ε)

∣∣
0
≤ 4M0|f(ϕ)|0/γ0, ε ∈

(
0, ε0

]
.

Рiвняння (2) рiвносильне системi рiвнянь

Y
(1)
0 = B(ωt)Y0 + f0(ωt), (49)

де

Y0 = col
(
y, y(1), . . . , y(n−1)

)
, f0 = col (0, . . . , 0, f).

При цьому її єдиний квазiоперiодичний розв’язок має вигляд

Y0(ωt) = Tf0(ωt) =

∞∫
−∞

G0(s, ωt)f0(ωs)ds,

а квазiперiодичний розв’язок рiвняння (2) визначається рiвнiстю

y0(ωt) =

∞∫
−∞

G0
1(s, ωt)f0(ωs)ds, (50)

де G0
1(s, ϕ) — перший рядок матричної функцiї Грiна G0(s, ϕ).

Iз спiввiдношень (48), (43), (41), (49) i (50) отримується рiвнiсть

Y 0
1 (ωt, ε) = Tf0 + Y

0
1(ωt, ε) = Y0(ωt) + Y

0
1(ωt, ε), (51)

де вектор-функцiя Y 0
1(ωt, ε) неперервна по ε i Y 0

1(ωt, 0) = 0.
Отже, для всiх ε ∈

(
0, ε0

]
система рiвнянь (3) має квазiперiодичний розв’язок

X0(ωt, ε) = W (ωt, ε)

(
Y 0
1 (ωt, ε)

y0n+1(ωt, ε)

)
=


Y 0
1 (ωt, ε)

Wn+1(ωt, ε)

(
Y 0
1 (ωt, ε)

y0n+1(ωt, ε)

),
деWn+1 — (n+1)-й рядок матрицiW (ωt, ε). А тому квазiперiодичним розв’язком вихiдної
системи (1) є перша компонента вектора Y 0

1 (ωt, ε), яка з урахуванням рiвностей (50), (51)
має вигляд x0(ωt, ε) = y0(ωt) + Y

0
11(ωt, ε), де Y 0

11(ωt, ε) — перша компонента вектора
Y 1(ωt, ε), яка прямує до нуля при ε→ 0.

У пiдсумку отримуємо таке твердження.
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Теорема. Нехай стосовно рiвнянь (1) та (2) виконуються умови:
1) a, b1, b2, . . . , bn ∈ C2(Tm), f ∈ C(Tm);
2) iснує функцiя Грiна G0(τ, ϕ) диференцiального оператора, породженого однорiдною

системою рiвнянь, рiвносильною рiвнянню (2), така, що виконується нерiвнiсть (45).
Тодi iснує додатне число ε0, визначене спiввiдношеннями (23), (34), (37), (40), (47), таке

що для всiх ε ∈
(
0, ε0

]
та будь-якої неоднорiдностi f рiвняння (1) має квазiперiодичний

розв’язок x0(ωt, ε), неперервний по ε рiвномiрно вiдносно t i такий, що lim
ε→0

x0(ωt, ε) = y0(ωt),

де y0(ωt) — квазiперiодичний розв’язок рiвняння (2).
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