
ВIСНИК НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ
“ЛЬВIВСЬКА ПОЛIТЕХНIКА”

“Фiзико-математичнi науки”
№ 898, 2018, c. 13–21

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

“Physical and mathematical sciences”
№ 898, 2018, p. 13–21

ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО
РIВНЯННЯ ТИПУ КОЛМОГОРОВА З ДВОМА ГРУПАМИ ПРОСТОРОВИХ ЗМIННИХ

ТА ВИРОДЖЕННЯМ НА ПОЧАТКОВIЙ ГIПЕРПЛОЩИНI

О. Г. Вознякa, С. Д. Iвасишенb, c, I. П. Мединськийb, d

aТернопiльський нацiональний економiчний унiверситет
вул. Львiвська, 11, 46004, Тернопiль, Україна

bIнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України
вул. Наукова, 3-б, 79060, Львiв, Україна

cНацiональний технiчний унiверситет України “КПI”
просп. Перемоги, 37, 03056, Київ, Україна

dНацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”
вул. С. Бандери, 12, 79013, Львiв, Україна

(Отримано 12 квiтня 2018 р.)
Для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова з двома групами просторових змiнних та

виродженням на початковiй гiперплощинi встановлено оцiнки приростiв за просторовими змiнними
фундаментального розв’язку задачi Кошi та його похiдних.

Ключовi слова: фундаментальний розв’язок задачi Кошi, виродження на початковiй гiперпло-

щинi, параметрикс, метод Левi.

2000 MSC: 35E20

УДК: 517.956.4

Вступ

У працi [7] для ультрапараболiчного рiвняння ти-
пу Колмогорова, у якому коефiцiєнти залежать вiд двох
груп просторових змiнних, з виродженням на початко-
вiй гiперплощинi, побудовано фундаментальний розв’я-
зок задачi Кошi (ФРЗК) та одержано точнi оцiнки йо-
го похiдних. Для такого рiвняння тiльки без виродже-
ння на початковiй гiперплощинi побудовано класичний
ФРЗК та одержано точнi оцiнки його похiдних у працi
[5]. Зокрема, такi самi результати отримано для рiвнян-
ня, коефiцiєнти якого не залежать вiд змiнних виродже-
ння i у випадку без виродження [3] i з виродженням на
початковiй гiперплощинi [4]. Цi результати одержано з
використанням модифiкованого методу Левi, запропоно-
ваного в [2] i розвинутого в працях [5, 6].

У цiй статтi для такого самого рiвняння визначено
оцiнки приростiв ФРЗК i його похiдних за просторови-
ми змiнними, що доповнює результати з працi [7]. Цi
результати аналогiчнi до результатiв, одержаних у працi
[6], узагальнюють вiдповiднi результати з працi [1] для
ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова з виро-
дженням на початковiй гiперплощинi.

I. Припущення та допомiжнi вiдомостi

Нехай n, n1, n2 – заданi натуральнi числа такi, що
n1 ≥ n2 ≥ 1 i n = n1 + n2, m1 = 1/2, m2 = 3/2,
M = m1n1 + m2n2; Nj := {1, . . . , j}, Zj := Nj ∪ {0},
якщо j ∈ N. Просторова змiнна x ∈ Rn складається
iз двох груп змiнних z(0) := x := (x1, x2). До гру-
пи основних змiнних належать змiннi t ∈ H ⊂ R i

x1 := (x11, . . . , x1n1) ∈ Rn1 , а до групи змiнних ви-
родження належать x2 := (x21, . . . , x2n2

) ∈ Rn2 .
Скористаємось i такими позначеннями: ΠH :=

{(t, x)|t ∈ H,x ∈ Rn}, з H ⊂ R; α i β – непе-
рервнi на вiдрiзку [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0,
β(t) > 0 при t ∈ (0, T ], α(0)β(0) = 0 i β монотонно

неспадна; B(t, τ):=
t∫
τ

β(µ)
α(µ)dµ, 0<τ<t≤T ; ∆z

xf(·, x, ·) :=

f(·, x, ·)−f(·, z, ·), ∆zs
xsf(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·), s ∈ N2;
z(1) := (z1, x2), z(2) := (x1, z2); Z(0)(t, τ) := X(t, τ) :=
(X1(t, τ), X2(t, τ)), Z(s)(t, τ) := X(t, τ)|xs=zs , s ∈ N2;
X1(t, τ) := x1, X2(t, τ) := x2 + B(t, τ)x̂1, x̂1 :=
(x11, . . . , x1n2). Будова параметричних точок Y (t, τ)
аналогiчна до будови точок X(t, τ).

У статтi часто однаковими лiтерами (здебiльшого лi-
терами C, c i d) позначатимемо рiзнi сталi, якщо їх зна-
чення нас не цiкавлять.

Розглядатимемо рiвняння вигляду

Lu(t, x) := (S −A(t, x, ∂x1))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де

S := α(t)∂t − β(t)

n2∑
j=1

x1j∂x2j ,

A(t, x, ∂x1) := β(t)

n1∑
j, l=1

ajl(t, x)∂x1j∂x1l
+

+β(t)

n1∑
j=1

aj(t, x)∂x1j
+ a0(t, x).

МАТЕМАТИКА © О. Г. Возняк, С. Д. Iвасишен, I. П. Мединський, 2018



О. Г. Возняк, С. Д. Iвасишен, I. П. Мединський

Припускатимемо, що коефiцiєнти ajl, aj i a0 є ком-
плекснозначними функцiями на Π[0,T ], якi задовольня-
ють такi умови:

1) ajl, aj , a0 є обмеженими й неперервними за t та
iснує така стала δ > 0, що для довiльних (t, x) ∈ Π[0,T ]

i σ1 := (σ11, . . . , σ1n1
) ∈ Rn1 справджується нерiвнiсть

Re
n1∑

j, l=1

ajl(t, x)σ1jσ1l ≥ δ|σ1|2; (2)

2) ajl, aj , a0 є гельдеровими за просторовими змiн-
ними в такому сенсi:

∃H1 > 0 ∃ γ1 ∈ (0, 1) ∀{(t, x), (t, z(1))} ⊂ Π[0,T ] :

|∆z1
x1
a(t, x)| ≤ H1|x1 − z1|γ1 , (3)

∃H2 > 0 ∃ γ2 ∈ (1/3, 2/3]

∀{(t, x), (t, z(2))} ⊂ Π[0,T ], ∀h ∈ [τ, T ] : |∆z2
x2
a(t, x)| ≤

≤ H2((B(h, τ))m2γ2 + |X2(h, τ)− z2|γ2), (4)

де a – будь-який iз коефiцiєнтiв ajl, aj або a0.
З умови (4) при h = τ випливає звичайна умова Гель-

дера за змiнною x2. Достатню умову виконання (4) на-
ведено в лемi 1 з [7].

Використовуватимемо такi оцiнювальнi функцiї:

E(j)
c (t, τ, zj) := exp{−c(B(t, τ))1−2j |zj |2},

t > τ, zj ∈ Rnj , j ∈ {1, 2}, (5)

Ec(t, τ, x, ξ) := E(1)
c (t, τ,X1(t, τ)− ξ1)×

×E(2)
c (t, τ,X2(t, τ)− ξ2), t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (6)

Edc (t, τ, x, ξ) := Ec(t, τ, x, ξ)E
d(t, τ),

Ed(t, τ) := exp{dA(t, τ)}, A(t, τ) :=

t∫
τ

dµ

α(µ)
,

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, d ∈ R,

Isl0 (x, ξ) := (B(t, µ)B(µ, τ))−M×

×
∫
Rn

Ec(t, µ, x, λ)Ec(µ, τ,Λ
sl(t, µ), ξ)dλ, (7)

Isr1 (x1, ξ) := (B(t, µ))−m1n1×

×
∫

Rn1

E(1)
c0 (t, µ, x1 − λ1)Ec(µ, τ,Λ

sr(t, µ), ξ)dλ1, (8)

де

Λsl(t, τ) :=


Z(s)(t, τ), l = 0,

(λ1, Z
(s)
2 (t, τ)), l = 1,

λ, l = 2,

s ∈ Z2, r ∈ Z1, 0 < τ < µ < t ≤ T, {x, z, ξ} ⊂ Rn.

Наведемо властивостi цих функцiй у поданiй нижче
лемi, яка доводиться аналогiчно до леми 1 з [6].

Лема 1. Правильнi такi твердження:

Ec(t, τ, x, ξ) ≤ Ec0(t, τ, x, ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (9)

|x1 − ξ1|γ1E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1) ≤

≤ C(B(t, τ))m1γ1E(1)
c0 (t, τ, x1 − ξ1),

t > τ, {x1, ξ1} ⊂ Rn1 , (10)

|Xs(t, τ)− ξs|γsEc(t, τ, x, ξ) ≤
≤ C(B(t, τ))msγsEc0(t, τ, x, ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, s ∈ N2, (11)

(B(t, τ))−M
∫

Rn2

Ec(t, τ, x, ξ)dξ2 ≤

≤ C(B(t, τ))−m1n1E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1),

t > τ, x ∈ Rn, {x1, ξ1} ∈ Rn1 , (12)

(B(t, τ))−msns
∫

Rns

E(s)
c (t, τ,Xs(t, τ)− ξs)dξs = C,

t > τ, xs ∈ Rns , s ∈ N2, (13)

(B(t, τ))−M
∫
Rn

Ec(t, x, τ, ξ)dξ = C,

t > τ, x ∈ Rn, (14)

E(1)
c (t, µ, x1 − λ1)E(1)

c (µ, τ, λ1 − ξ1) ≤
≤ E(1)

c (t, τ, x1 − ξ1),

0 < τ < µ < t ≤ T, {x1, λ1, ξ1} ⊂ Rn1 , (15)

Ec(t, τ, y
(s), ξ) ≤ CEc0(t, τ, x, ξ),

0 < τ < µ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (16)

Ec(µ, τ, Z(t, µ), ξ) ≤ CEc/4(µ, τ,X(t, µ), ξ) ≤
≤ CEc/4(t, τ, x, ξ),

0 < τ < µ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (17)

Ec(µ, τ, (λ1, Z
(l)
2 (t, µ)), ξ) ≤ E(1)

c (µ, τ, λ1 − ξ1)×

×E(1)
−c (t, µ, x1 − λ1)E

(2)
c/4(t, τ,X2(t, τ)− ξ2),

t1 ≤ µ ≤ t, λ1 ∈ Rn1 ,

{x, ξ, z(l)} ⊂ Rn, l ∈ Z2, (18)

Is20 (z(r), ξ) ≤ CIs20 (x, ξ) ≤ C(B(t, τ))−M×
×Ec0(t, τ, x, ξ), 0 < τ < µ < t ≤ T,
{x, ξ, z(r)} ⊂ Rn, {s, r} ⊂ Z2, (19)

Isl0 (z(r), ξ) ≤ C(B(t, τ))−MEc(t, τ, x, ξ),

t1 ≤ µ < t ≤ T, λ1 ∈ Rn1 ,

{x, ξ, z(r)} ⊂ Rn, l ∈ N2, {s, r} ⊂ Z2, (20)

Isl1 (z1, ξ) ≤ CIsl1 (x1, ξ) ≤ CEc(t, τ, x, ξ),
t1 ≤ µ < t ≤ T, {x1, z1} ⊂ Rn1 ,

{x, ξ, z(s)} ⊂ Rn, s ∈ Z2, l ∈ Z1, (21)

де C, c i c0 – додатнi сталi, причому c0 < c, у формулi
(16) y(s) – точка на вiдрiзку прямої, що сполучає точки
x i z(s), s ∈ N2, у формулах (16)–(21) |xs − zs|1/ms ≤
(B(t, τ))/4, s ∈ N2, a t1 таке, що B(t, t1) = B(t1, τ).
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На першому етапi будуємо ФРЗК для рiвняння

L1u(t, x) := (S −A(t, (x1, y2), ∂x1
))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (22)

у виглядi

Z1(t, x; τ, ξ; y2) = Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+W1(t, x; τ, ξ; y2), (23)

де

W1(t, x; τ, ξ; y2) :=

t∫
τ

dµ

α(µ)

∫
Rn

Z0(t, x;µ, λ; y2)×

×Q1(µ, λ; τ, ξ; y2)dλ, (24)

Z0 – параметрикс, а Q1 – невiдома функцiя.
За параметрикс виберемо функцiю

Z0(t, x; τ, ξ; y2) := G0(t, x; τ, ξ; (ξ1, y2)),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y2 ∈ Rn2 . (25)

Властивостi Z0(t, x; τ, ξ; y2) наведемо у поданiй
нижче лемi (доведення див. в [7]).

Лема 2. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (22) ви-
конуються умови 1 i 2. Тодi правильнi такi твердження:

|Dlk
x Z0(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ C(B(t, τ))−M−MlkEdc (t, τ, x, ξ), (26)

|∆zs
xsD

lk
x Z0(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−Mlk−msγ0

s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)), (27)

|∆z2
y2D

lk
x Z0(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ C((B(h, τ))m2γ2 + |Y2(h, τ)− z2|γ2)×

×(B(t, τ))−M−MlkEdc (t, τ, x, ξ); (28)∣∣∣ ∫
Rn

Dlk
x Z0(t, x; τ, ξ; y2)dξ

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−Mlk+m1γ1Ed(t, τ), (29)∣∣∣ ∆zs

xs

∫
Rn

Dlk
x Z0(t, x; τ, ξ; y2)dξ

∣∣∣≤ C|xs − zs|γ0
s×

×(B(t, τ))−Mlk+m1γ1−msγ0
sEd(t, τ), (30)

∂k2x2

∫
Rn2

Z0(t, x; τ, ξ; y2)dξ2 = 0, (31)

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2) = (−∂ξ2)k2Z0(t, x; τ, ξ; y2). (32)

Тут l ∈ N2, k = (k1, k2) ∈ Zn+, D1k
x := ∂kx i D2k

x := S,
M1k := m1|k1| + m2|k2| i M2k := 1, h ∈ [τ, T ], 0 < τ <
t ≤ T , {x, ξ, z(s)} ⊂ Rn, s ∈ N2, {y2, z2} ⊂ Rn2 , d ∈ R.
При цьому k 6= 0 в оцiнках (29), (30) i k2 6= 0 в (31), (32),
γ0

1 i γ0
2 – довiльнi числа з промiжку (0, 1], γ1 i γ2 – числа

з умов (3) i (4).

Для функцiї Q1 справджуються оцiнки

|∂k2x2
Q1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Ck0β(t)×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Edc (t, τ, x, ξ), (33)

|∆zs
xs∂

k2
x2
Q1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)×

×|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|−msγ0

s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)), (34)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {xs, zs} ⊂ Rns , s ∈ N2,
k2 ∈ Zn2

+ , γ0
1 ∈ (0, γ1], γ0

2 ∈ (0, 1], числа γ1 i γ2 – такi, як
вище.

Основнi результати першого етапу побудови ФРЗК
Z1 для рiвняння (22) i його оцiнки наведено в [7].

На другому етапi побудови ФРЗК Z для рiвняння (1),
вiдповiдно до методу Левi, шукаємо у виглядi

Z(t, x; τ, ξ) = Z2(t, x; τ, ξ) +W2(t, x; τ, ξ), (35)

де функцiя

Z2(t, x; τ, ξ) := Z1(t, x; τ, ξ; ξ2),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (36)

є параметриксом, побудованим за ФРЗК Z1. Об’ємний
потенцiал W2 задається формулою

W2(t, x; τ, ξ) :=

t∫
τ

dµ

α(µ)

∫
Rn

Z2(t, x;µ, λ)×

×Q2(µ, λ; τ, ξ)dλ, (37)

де Q2 – неперервна функцiя, для якої справджуються
такi оцiнки:

|Q2(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)×

×(B(t, τ))−M−1+m2γ2Edc (t, τ, x, ξ), (38)

|∆zs
xsQ2(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)×

×|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−1+m2γ2−msγ0

s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)), (39)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {xs, zs} ⊂ Rns ,
γ0
s ∈ (0, γs], числа γs, s ∈ N2, – такi, як вище.

У поданiй нижче лемi сформулюємо властивостi па-
раметриксу Z2.
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Лема 3. За умов 1 i 2 справджуються такi оцiн-
ки:

|Dlk
x Z2(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C(B(t, τ))−M−MlkEdc (t, τ, x, ξ), (40)

|∆zs
xsD

lk
x Z2(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−Mlk−msγ0

s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)), (41)∣∣∣ ∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−Mlk+mlkEd(t, τ), (42)∣∣∣ ∆zs

xs

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣≤ C|xs − zs|γ0
s×

×(B(t, τ))−Mlk+mlk−msγ0
sEd(t, τ), (43)∣∣∣ ∫

Rn2

Dlk
x Z2(t, x; τ, ξ)dξ2

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m1n1−Mlk+θ(|k2|−1)m2γ2×

×E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1)Ed(t, τ), (44)∣∣∣ ∆zs

xs

∫
Rn2

Dlk
x Z2(t, x; τ, ξ)dξ2

∣∣∣≤ C|xs − zs|γ0
s×

×(B(t, τ))−m1n1−Mlk+θ(|k2|−1)m2γ2−msγ0
s×

×(E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1) + E(1)

c (t, τ, z1 − ξ1))Ed(t, τ), (45)

де

mlk =

{
m1γ1, l ∈ N2, k2 = 0,

m2γ2, l = 1, k2 6= 0,

0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, zs ∈ Rns , s ∈ N2,
γ0

1 ∈ (0, γ1], γ0
2 ∈ (0, 1] в (40) i γ0

2 ∈ (0, γ2) в (41), (43),
γ1, γ2 – числа з умови 2), k = (k1, k2) ∈ Zn+. При цьому
|k1| ≤ 2, k2 ∈ Zn2

+ у (40), (41), а в (42), (43) k1 6= 0 i
k2 6= 0 в (44), (45), θ – характеристична функцiя мно-
жини [0,∞).

� Доведення. Оцiнки (40)–(42) та (43) для k2 = 0
доведенi в [7] i випливають iз означення (36) та теореми
2 з [7]. Потрiбно довести (43), (44) i (45) для k2 6= 0.
Оцiнки (44), (45) за k2 = 0 випливають з вiдповiдних
оцiнок (40), (41) i нерiвностi (13). У випадку k2 6= 0
оцiнки (44), (45) можна покращити. Спочатку розгляне-
мо прирости за змiнною x1. Для цього запишемо таке
зображення:

∆z1
x1

∫
Rn2

∂k2x2
Z1(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ2 =

=

n1∑
j=1

x1j∫
z1j

(
−
∫

Rn2

∆ξ2
y2∂

k1
ζ1
Z1(t, ζ

(j)
1 ;

τ, ξ; y2)
∣∣∣
y2=X2(t,τ)

dξ2

)
dζ1j , (46)

де ζ
(j)
1 := ((z11, . . . , z1(j−1), ζ1j , x1(j+1), . . . , x1n1), x2),

j ∈ Nn1 .
Доданки з (46) оцiнюємо за допомогою оцiнок (98) з

[7], нерiвностей (12), (11) i (16):∣∣∣ ∆z1
x1

∫
Rn2

∂k2x2
Z1(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ2

∣∣∣≤
≤

n1∑
j=1

∣∣∣ x1j∫
z1j

( ∫
Rn2

|X2(t, τ)− ξ2|γ2×

×Edc (t, τ, ζ
(j)
1 , ξ)dξ2

)∣∣∣ dζ1j(B(t, τ))−M−m2 ≤

≤ C|x1 − z1|γ
0
1 (B(t, τ))−m1γ1−m1γ

0
1+m2γ2Ed(t, τ)×

×(E(1)
c1 (t, τ, x1 − ξ1) + E(1)

c1 (t, τ, z1 − ξ1)). (47)

Оцiнимо прирости за змiнною x2. За допомогою
(23), (24) i (32), урахувавши властивостi функцiї Q1, за-
пишемо

∆z2
x2

∫
Rn2

∂k2x2
Z1(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ2 =: Z11 +Z12 +Z13, (48)

де

Z11 := ∆z2
x2

∫
Rn2

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ2 =

=

n2∑
j=1

x2j∫
z2j

( ∫
Rn2

∂k̂2ζ2 Z0(t, ζ
(j)
2 ; τ, ξ; ξ2)dξ2

)
dζ2j =

=

n2∑
j=1

x2j∫
z2j

(
−
∫

Rn2

∆ξ2
y2∂

k̂2
ζ2
Z0(t, ζ

(j)
2 ;

τ, ξ; y2)
∣∣∣
y2=X

(j)
2 (t,τ)

dξ2

)
dζ2j , (49)

Z12 := ∆z2
x2

t1∫
τ

dµ

α(µ)

∫
Rn

∂k2x2
Z0(t, x; τ, λ;λ2)×

×
∫

Rn2

Q1(µ, λ; τ, ξ; ξ2)dξ2dλ =

=

t1∫
τ

dµ

α(µ)

∫
Rn1

(
∆z2
x2

∫
Rn2

∂k2x2
Z0(t, x; τ, λ;λ2)dλ2×

×
∫

Rn2

Q1(µ, λ; τ, ξ; ξ2)dξ2

)
dλ1, (50)

Z13 := ∆z2
x2

t∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn

Z0(t, x; τ, λ;λ2)×

×
∫

Rn2

∂k2λ2
Q1(µ, λ; τ, ξ; ξ2)dξ2dλ =

=

t∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn1

(
∆z2
x2

∫
Rn2

Z0(t, x; τ, λ;λ2)dλ2×
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×
∫

Rn2

∂k2λ2
Q1(µ, λ; τ, ξ; ξ2)dξ2

)
dλ1, (51)

де ζ
(j)
2 :=(x1, (z21, . . . , z2(j−1), ζ2j , x2(j+1), . . . , x2n2

)),

X
(j)
2 (t, τ) := X2(t, τ)

∣∣∣
x=ζ

(j)
2

, ∂k̂2ζ2 := ∂ξ2j∂
k2
ξ2

, j ∈ Nn2
, а

число t1 – таке, як вище.
Оцiнимо Z11 за допомогою (27), (12), (18) для l = 0

та (16):

|Z11| ≤ C
n2∑
j=1

∣∣∣ z2∫
x2

( ∫
Rn2

(B(t, τ))−M−m2(|k̂2|−γ2)×

×Edc0(t, τ, ζ
(j)
2 , ξ)dξ2

)
dζ2j

∣∣∣≤ C|x2 − z2|γ
0
2Ed(t, τ)×

×(B(t, τ))−m1γ1−m2(|k2|−γ2+γ0
2)E(1)

c0 (t, τ, x1 − ξ1). (52)

Використовуючи оцiнки (33) i (52) та нерiвностi (9),
(10) i (12), запишемо

|Z12| ≤
t1∫
τ

dθ

α(µ)

∫
Rn1

∣∣∣ ∆z2
x2

∫
Rn2

∂k2x2
Z0(t, x;µ, λ;λ2)dλ2

∣∣∣ ×
×
∫

Rn2

|Q1(µ, λ; τ, ξ; ξ2)|dξ2dλ1 ≤ C|x2 − z2|γ
0
2×

×
t1∫
τ

(B(t, µ))−m1γ1−m2(|k2|−γ2+γ0
2)Ed(t, µ)×

×(B(µ, τ))−1−m1(n1−γ1)Ed(µ, τ)
β(µ)

α(µ)
dµ×

×
∫

Rn1

E(1)
c0 (t, µ, x1 − λ1)E(1)

c0 (µ, τ, λ1 − ξ1)dλ1 ≤

≤ C|x2 − z2|γ
0
2 (B(t, τ))−m1(n1−γ1)−m2(|k2|−γ2+γ0

2)×

×E(1)
c0 (t, τ, x1 − ξ1)Ed(t, τ). (53)

Перш нiж перейти до оцiнювання доданка Z13 з (48),
наведемо потрiбну для цього властивiсть функцiї Q1. На
пiдставi (106) з [7] запишемо таке зображення:∫

Rn2

∂k2λ2
Q1(µ, λ; τ, ξ; y2)dξ2 =

= −
∫

Rn2

∆ξ2
y2∂

k2
x2
Q1(µ, λ; τ, ξ; y2)

∣∣∣
y2=Λ2(t,µ)

dξ2.

Звiдси за допомогою оцiнок (34), (11) i (12) отрима-
ємо нерiвнiсть∣∣∣ ∫

Rn2

∂k2λ2
Q1(µ, λ; τ, ξ; ξ2)dξ2

∣∣∣≤
≤ Cβ(µ)(B(µ, τ))−1−m1n1−m2(|k2|−γ2)×

×E(1)
c0 (µ, τ, λ1 − ξ1)Ed(µ, τ).

Застосуємо цю нерiвнiсть разом з оцiнкою (52) та
нерiвностями (13) i (15) для оцiнювання доданка Z13:

|Z13| ≤
t∫

t1

dµ

α(µ)

∫
Rn1

∣∣∣ ∫
Rn2

∆z2
x2
Z0(t, x;µ, λ;λ2)dλ2

∣∣∣ ×
×
∫

Rn2

|∂k2λ2
Q1(µ, λ; τ, ξ; ξ2)|dξ2dλ1 ≤

≤ C|x2 − z2|γ
0
2

t∫
t1

(B(t, µ))−m1n1+m2(γ2−γ0
2)Ed(t, µ)×

×(B(µ, τ))−1−m1n1−m2(|k2|−γ2)Ed(µ, τ)
β(µ)

α(µ)
dµ×

×
∫

Rn1

E(1)
c0 (t, µ, x1 − λ1)E(1)

c0 (µ, τ, λ1 − ξ1)dλ1 ≤

≤ C|x2 − z2|γ
0
2 (B(t, τ))−m1n1−m2(|k2|−2γ2+γ0

2)×

×E(1)
c0 (t, τ, x1 − ξ1)Ed(t, τ). (54)

З отриманих оцiнок (47), (52)–(54), зображення (48)
i спiввiдношень (49)–(51) випливають оцiнки (45), якщо
k2 6= 0. Оцiнки (43) є безпосереднiм наслiдком (45) i
(13). �

II. Основний результат

Основним результатом статтi є

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1 i 2. Тодi
для рiвняння (1) iснує ФРЗК Z, для якого справджую-
ться оцiнки

|Dlk
x Z(t, x; τ, ξ)|≤C(B(t, τ))−M−MlkEdc (t, τ, x, ξ), (55)

|∆zs
xsD

lk
x Z(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|γ

lk
s ×

×(B(t, τ))−M−Mlk−msγlks ×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)), (56)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, zs ∈ Rns , s ∈ N2,
γlks ∈ (0,m−1

lksm1γ1), якщо m1γ1 < m2γ2 −m1, i γlks ∈
(0,m−1

lks(m2γ2 −m1)), якщо m1γ1 > m2γ2 −m1,

mlks =

{
m1, l ∈ N2, k2 = 0,

ms, l = 1, k2 6= 0,

k = (k1, k2) ∈ Zn+, причому m1|k1| + |k2| ≤ 1, i γ1, γ2 –
числа з умови 2.

� Доведення. Iснування Z та оцiнки Dlk
x Z, l ∈

N2, m1|k1|+|k2| ≤ 1, доведено в [7]. Встановимо оцiнки
(56). Зауважимо, що ураховуючи означення (35) i оцiнку
(41), для цього потрiбно оцiнити прирости функцiї (37).
Достатньо отримати оцiнки W2 за умови |xs−zs|1/ms ≤
(B(t, τ))/4, тому що для |xs − zs|1/ms ≥ (B(t, τ))/4 по-
трiбнi оцiнки безпосередньо випливають з (55). Оскiль-
ки функцiя Q2 задовольняє умови 3 i 4 леми 3 з [7] та
умови леми 7 з [7], то iснують похiднi Dlk

x W2, l ∈ N2,
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k = (k1, k2) ∈ Zn+, m1|k1| + |k2| ≤ 1, якi визначаються
формулою

Dlk
x W2(t, x; τ, ξ) =

t1∫
τ

dµ

α(µ)

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x; τ, λ)×

×Q2(µ, λ; τ, ξ)dλ+

t∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x; τ, λ)×

×∆
X(t,µ)
(λ1,X2(t,τ))Q2(µ, (λ1, X2(t, τ)); τ, ξ)dλ+

+

t∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x; τ, λ)×

×∆
(λ1,X2(t,τ))
λ Q2(µ, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫
t1

( ∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x; τ, λ)dλ

)
Q2(µ,X(t, τ); τ, ξ)×

× dµ

α(µ)
+Q2(t, x; τ, ξ)θ(l − 2), l ∈ N2,

де θ – функцiя Гевiсайда. За допомогою цiєї формули
запишемо таке зображення:

∆zs
xsD

lk
x W2(t, x; τ, ξ) =

=

t1∫
τ

dµ

α(µ)

∫
Rn

∆zs
xsD

lk
x Z2(t, x;µ, λ)Q2(µ, λ; τ, ξ)dλ+

+

ηlks∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn1

(
∆zs
xs

∫
Rn2

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ2

)
×

×∆
X(t,µ)
(λ1,X2(t,µ))Q2(µ, (λ1, X2(t, µ)); τ, ξ)dλ1+

+

ηlks∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn

∆zs
xsD

lk
x Z2(t, x;µ, λ)×

×∆
(λ1,X2(t,µ))
λ Q2(µ, λ; τ, ξ)dλ+

+

ηlks∫
t1

(
∆zs
xs

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ

)
×

×Q2(µ,X(t, µ); τ, ξ)
dµ

α(µ)
+

+

t∫
ηlks

dµ

α(µ)

∫
Rn1

( ∫
Rn2

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ2

)
×

×∆
X(t,µ)
(λ1,X2(t,µ))Q2(µ, (λ1, X2(t, µ)); τ, ξ)dλ1−

−
t∫

ηlks

dµ

α(µ)

∫
Rn1

( ∫
Rn2

Dlk
x Z2(t, z(s);µ, λ)dλ2

)
×

×∆
Z(s)(t,µ)

(λ1,Z
(s)
2 (t,µ))

Q2(µ, (λ1, Z
(s)
2 (t, µ)); τ, ξ)dλ1+

+

t∫
ηlks

dµ

α(µ)

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)×

×∆
(λ1,X2(t,µ))
λ Q2(µ, λ; τ, ξ)dλ−

−
t∫

ηlks

dµ

α(µ)

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, z(s);µ, λ)×

×∆
(λ1,Z

(s)
2 (t,µ))

λ Q2(µ, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫
ηlks

( ∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ

)
×

×Q2(µ,X(t, µ); τ, ξ)
dµ

α(µ)
−

−
t∫

ηlks

( ∫
Rn

Dlk
x Z2(t, z(s);µ, λ)dλ

)
×

×Q2(µ,Z(t, µ); τ, ξ)
dµ

α(µ)
+

+θ(l − 2)∆zs
xsQ2(t, x; τ, ξ) =:

11∑
j=1

W lks
2j , (57)

де ηlks таке, що B(t, ηlks) = |xs − zs|1/mlks , s ∈ N2, а
числа t1 i l – такi, як вище.

Щоб оцiнити W lks
21 , використаємо оцiнки (41), (38) i

нерiвностi (19):

|W lks
21 | ≤

t1∫
τ

β(µ)

α(µ)
dµ×

×
∫
Rn

∣∣∣ ∆zs
xsD

lk
x Z2(t, x;µ, λ)

∣∣∣ ·|Q2(µ, λ; τ, ξ)|dλ ≤

≤
t1∫
τ

β(µ)

α(µ)
dµ

∫
Rn

|xs − zs|γ
lk
s (B(t, µ))−M−Mlk−msγlks ×

×(Edc (t, µ, x, λ) + Edc (t, µ, z(s), λ))×

×(B(µ, τ))−M−1+m2γ2Edc (µ, τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ C|xs − zs|γ
lk
s (B(t, t1))−Mlk−msγlks ×

×Ed(t, τ)

t1∫
τ

(B(µ, τ))−1+m2γ2
β(µ)

α(µ)
dµ×

×(Is20 (x, ξ) + Is20 (z(s), ξ)) ≤

≤ C|xs − zs|γ
lk
s (B(t, τ))−M−Mlk+m2γ2−msγlks ×

×(Edc0(t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)),

де

γlk1 ∈ (0, γ1], γlk2 ∈ (0, 1), m1|k1|+ |k2| ≤ 1,

l ∈ N2, {x, z(s)} ⊂ Rn, s ∈ N2.
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Нерiвнiсть

J(γ) :=

ηlks∫
t1

(B(t, µ))−1+γ β(µ)

α(µ)
dµ ≤

≤ C(B(t, τ))γθ(γ) + C|xs − zs|γ/mηlks θ(−γ),

яка справджується для довiльного γ 6= 0, використає-
мо для оцiнки доданкiв W lks

2j , j ∈ N4\{1}, {l, s} ⊂ N2,
m1|k1| + |k2| ≤ 1. За допомогою оцiнок (39), (45) i не-
рiвностей (21) одержимо

|W lks
22 | ≤

ηlks∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn1

∣∣∣ ∆zs
xs

∫
Rn2

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ2

∣∣∣ ×
×
∣∣∣ ∆

X(t,µ)
(λ1,X2(t,µ))Q2(µ, (λ1, X2(t, µ)); τ, ξ)

∣∣∣ dλ1 ≤

≤
ηlks∫
t1

β(µ)

α(µ)
dµ

∫
Rn1

|xs − zs|γs×

×(B(t, µ))−m1n1−Mlk−msγs+θ(|k2|−1)m2γ2×

×(E(1)
c (t, µ, x1 − λ1) + E(1)

c (t, µ, z1 − λ1))Ed(t, µ)×

×|x1 − λ1|γ
0
1 (B(µ, τ))−M−1+m2γ2−m1γ

0
1×

×(Edc (µ, τ, (λ1, X2(t, µ)), ξ) + Edc (µ, τ,X(t, µ), ξ))dλ1 ≤

≤ C|xs − zs|γsJ(γlks22 )×

×(B(t1, τ))−M−1+m2γ2−m1γ
0
1Ed(t, τ)×

×(I00
1 (x1, ξ) + I00

1 (z1, ξ) + I10
1 (x1, ξ) + I10

1 (z1, ξ)),

де

γlks22 = 1−Mlk +m1γ
0
1 −msγs + θ(|k2| − 1)m2γ2,

{l, s} ⊂ N2, m1|k1|+ |k2| ≤ 1.

Врахувавши нерiвностi (21), а також те, що γlks22 < 0,
коли γ0

1 < γ1, l ∈ N2 i Mlk ≥ 1, та γlks22 > 0, якщо
γ0

1 = γ1 i Mlk < 1, одержимо

|W lks
22 | ≤ C|xs − zs|m

−1
lksγ

lks
22 (B(t, τ))−M−1+m2γ2−m1γ

0
1×

×(Edc0(t, τ, x, ξ) + Edc0(t, τ, z(s), ξ)),

{l, s} ⊂ N2, m1|k1|+ |k2| ≤ 1.

Оцiнимо W lks
23 за допомогою оцiнок (41) з γlks = γs i

(39) з γ0
2 = γ2:

|W lks
23 | ≤

ηlks∫
t1

dµ

α(µ)

∫
Rn

∣∣∣ ∆zs
xsD

lk
x Z2(t, x;µ, λ)

∣∣∣ ×
×
∣∣∣ ∆

(λ1,X2(t,µ))
λ Q2(µ, λ; τ, ξ)

∣∣∣ dλ ≤
≤

ηlks∫
t1

β(µ)

α(µ)
dµ

∫
Rn

|xs − zs|γs(B(t, µ))−M−Mlk−msγs×

×(Edc (t, µ, x, λ) + Edc (t, µ, z(s), λ))×

×|X2(t, µ)− λ2|γ2(B(µ, τ))−M−1×
×(Edc (µ, τ, (λ1, X2(t, µ)), ξ) + Edc (µ, τ,X(t, µ), ξ))dλ ≤

≤ C|xs − zs|γsJ(γlks23 )(B(t1, τ))−1Ed(t, τ)×
×(I00

0 (x, ξ) + I00
0 (z(s), ξ) + I01

0 (x, ξ) + I01
0 (z(s), ξ)),

де

γlks23 = 1−Mkl +m2γ2 −msγs, {l, s} ⊂ N2,

m1|k1|+ |k2| ≤ 1.

Врахувавши нерiвностi (20) i те, що γlks23 > 0, якщо
k2 = 0, та γlks23 < 0, якщо k2 6= 0, отримаємо

|W lks
23 | ≤ C|xs − zs|γs(B(t, τ))−M−Mlk+m2γ2−msγs×

×(Edc0(t, τ, x, ξ) + Edc0(t, τ, z(s), ξ)), {l, s} ⊂ N2, k2 = 0,

|W lks
23 | ≤ C|xs − zs|m

−1
lks(m2γ2−m1)(B(t, τ))−M−1×

×(Edc0(t, τ, x, ξ) + Edc0(t, τ, z(s), ξ)), {l, s} ⊂ N2, k2 6= 0.

За допомогою оцiнок (43), (38) i (17) аналогiчно
одержимо

|W lks
24 | ≤

ηlks∫
t1

∣∣∣ ∆zs
xs

∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ

∣∣∣ ×
×|Q2(µ,X(t, µ); τ, ξ)| dµ

α(µ)
≤ C

ηlks∫
t1

|xs − zs|γs×

×(B(t, µ))−Mlk+mlk−msγs(B(µ, τ))−M−1+m2γ2×

×Ed(t, µ)Edc (µ, τ,X(t, µ), ξ)
β(µ)

α(µ)
dµ ≤

≤ C|xs − zs|m
−1
lksγ

lks
24 (B(t, τ))−M−1+m2γ2×

×Edc (t, τ, x, ξ), γlks24 := 1−Mlk +mlk.

Доданки W lks
25 i W lks

26 , W lks
27 i W lks

28 , W lks
29 i W lks

210,
{l, s} ⊂ N2, m1|k1|+|k2| ≤ 1 оцiнюються однаково. Оцi-
нимо першi з них. Для цього скористаємось вiдповiдно
оцiнками (44) i (39), (40) i (39) та (42) i (38) з γ0

s = γs,
s ∈ N2, разом з нерiвностями (10) i (21). Врахувавши,
що B(ηs, τ) > B(t1, τ) = (B(t, τ))/2, отримаємо

|W lks
25 | ≤

t∫
ηlks

dµ

α(µ)

∫
Rn1

∣∣∣ ∫
Rn2

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ2

∣∣∣ ×
×
∣∣∣ ∆

X(t,µ)
(λ1,X2(t,µ))Q2(µ, (λ1, X2(t, µ)); τ, ξ)

∣∣∣ dλ1 ≤

≤ C
t∫

ηlks

β(µ)

α(µ)
dµ

∫
Rn1

(B(t, µ))−m1n1−Mlk+θ(|k2|−1)m2n2×

×Ed(t, µ)E(1)
c (t, µ, x1 − λ1)|x1 − λ1|γ1×

×(B(µ, τ))−M−1+m2γ2−m1γ1×
×(Edc (µ, τ, (λ1, X2(t, µ)), ξ) + Edc (µ, τ,X(t, µ), ξ))dλ1 ≤

≤ C
t∫

ηlks

(B(t, µ))−Mlk+m1γ1+θ(|k2|−1)m2n2
β(µ)

α(µ)
dµ×
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×(B(t, τ))−M−1+m2γ2−m1γ1Ed(t, τ)×

×(I01
1 (x1, ξ) + I00

1 (x1, ξ)) ≤ C|xs − zs|m
−1
lksγ

lks
25 ×

×(B(t, τ))−M−1+m2γ2−m1γ1Edc (t, τ, x, ξ),

де

γlks25 := 1−Mlk +m1γ1 + θ(|k2| − 1)m2γ2,

{l, s} ⊂ N2, m1|k1|+ |k2| ≤ 1,

|W lks
27 | ≤

t∫
ηlks

dµ

α(µ)

∫
Rn

∣∣∣ Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)

∣∣∣ ×
×
∣∣∣ ∆

(λ1,X2(t,µ))
λ Q2(µ, λ; τ, ξ)

∣∣∣ dλ ≤
≤ C

t∫
ηlks

β(µ)

α(µ)
dµ

∫
Rn

(B(t, µ))−M−MlkEdc (t, µ, x, λ)×

×|X2(t, µ)− λ2|γ2(B(µ, τ))−M−1×

×(Edc (µ, τ, (λ1, X2(t, µ)), ξ) + Edc (µ, τ, λ, ξ))dλ ≤

≤ C(B(t, τ))−1

t∫
ηlks

(B(t, µ))−Mlk+m2n2
β(µ)

α(µ)
dµ×

×(I02
0 (x, ξ) + I01

0 (x, ξ))Ed(t, τ) ≤

≤ C|xs − zs|m
−1
lks(1−Mlk+m2γ2)(B(t, τ))−M−1×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)),

|W lks
29 | ≤

t∫
ηlks

∣∣∣ ∫
Rn

Dlk
x Z2(t, x;µ, λ)dλ

∣∣∣ ×
×|Q2(µ,X(t, µ); τ, ξ)| dµ

α(µ)
≤

≤ C
t∫

ηlks

(B(t, µ))−Mlk+mlk(B(µ, τ))−M−1+m2γ2×

×Ed(t, µ)Edc (µ, τ,X(t, µ), ξ)
β(µ)

α(µ)
dµ ≤

≤ C|xs − zs|m
−1
lks(1−Mlk+mlk)×

×(B(t, τ))−M−1+m2γ2Edc (t, τ, x, ξ).

З огляду на нерiвностi (39) доданок W lks
211 з (57) має

потрiбну оцiнку.
З отриманих оцiнок доданкiв W lks

2j , j ∈ N11, {l, s} ⊂
N2, m1|k1| + |k2| ≤ 1, i зображення (57) випливають
оцiнки

|∆zs
xsD

lk
x W2(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|γ

lk
s (B(t, τ))−M−1×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z(s), ξ)), (58)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ, z(s)} ⊂ Rn, {xs, zs} ⊂
Rns , k = (k1, k2) ∈ Zn+, γlks ∈ (0,m−1

lksm1γ1), якщо
m1γ1 < m2γ2 −m1, i γlks ∈ (0,m−1

lks(m2γ2 −m1)), якщо
m1γ1 > m2γ2 −m1, m1|k1|+ |k2| ≤ 1.

З оцiнок (41) i (58) випливає оцiнка (56). Теорему
доведено.

Зауважимо, що показник Гельдера γlk2 для приро-
сту похiдної ФРЗК за другою просторовою змiнною на
m−1

2 m1 = 1/3 менший вiд показника Гельдера γ2 коефi-
цiєнтiв рiвняння (1). �

Висновки

Отриманi оцiнки приростiв похiдних вiд ФРЗК мо-
жна застосувати для знаходження точних класiв коре-
ктної розв’язностi задачi Кошi для ультрапараболiчних
рiвнянь типу Колмогорова з двома групами просторо-
вих змiнних та виродженням на початковiй гiперплощи-
нi; дослiдження локальної розв’язностi задачi Кошi для
вiдповiдного квазiлiнiйного рiвняння; побудови ФРЗК
для таких рiвнянь з бiльшою кiлькiстю груп просторо-
вих змiнних.
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THE FUNDAMENTAL SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR
ULTRAPARABOLIC KOLMOGOROV TYPE EQUATION WITH TWO GROUPS OF

SPATIAL VARIABLES AND WITH DEGENERATION ON THE INITIAL HYPERPLANE
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For an ultraparabolic equation of Kolmogorov type with two groups of spatial variables and with
degeneration on the initial hyperplane the estimates of increments with respect to spatial variables for the
fundamental solution of the Cauchy problem and its derivatives are established.
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