
Науковий журнал "Комп’ютерно-інтегровані технології: освіта, наука, виробництво " 
Луцьк, 2012. Випуск №9 

© Боднар Д.І., Михальчук Р.І. 

9 

УДК 517.622 
Боднар Д.І. 
Тернопільський національний економічний університет 
Михальчук Р.І. 
Луцький національний технічний університет 
 

ІНТЕГРАЛЬНІ ЛАНЦЮГОВІ ДРОБИ ТА ДЕЯКІ З ЗАДАЧ, ЩО ПРИВОДЯТЬ ДО ЦЬОГО 
ПОНЯТТЯ 

 
Боднар Д.І., Михальчук Р.І. Інтегральні ланцюгові дроби та деякі з задач, що 

приводять до цього поняття. В роботі прослідковуються етапи розвитку поняття ланцюгового 
дробу від звичайного неперервного через гіллястий ланцюговий дріб і до інтегрального. Наведено 
приклади задач, розв’язки яких представлено інтегральними ланцюговими дробами. 
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Поняття інтегрального ланцюгового дробу (ІЛД) вперше було запроваджено в другій 

половині 70-х років минулого століття у Львові. На той час там склалася школа математиків, які 
займались вивченням неперервних дробів та їх узагальненнями. Зобразивши ланцюговий дріб [1] 
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у вигляді графа 
 

  
І розглядаючи більш загальні графи типу «дерева» проф. Скоробагатько В.Я. дав означення 
багатомірного аналога неперервного дробу – гіллястого ланцюгового дробу (ГЛД). 
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Такий підхід до означення ГЛД був хронологічно першим..Другий підхід, запропонований 
П.І. Боднарчуком, спирається на композиції багатомірних дробово-лінійних перетворень [2].     

Аналітична теорія гіллястих ланцюгових дробів та їх застосування вивчались в працях  
П.І. Боднарчука, Д.І. Боднара Х.Й.Кучмінської, М.О. Недашківського, Р.М. Сконьовського та 

ін.. 
На той час добре відомими були роботи ряду європейських і американських математиків  

П. Уни, В. Файр, Ф. Хайден, Ф. Роуч в яких вище перелічені автори також узагальнили поняття 
ланцюгового дробу побудувавши теорію операторних дробів з елементами з алгебри Банаха. 
Помітивши, що так побудований операторний ланцюговий дріб не містить в собі такого важливого 
поняття, як гіллястий ланцюговий дріб, Сявавко М.С. задався ціллю одержати ланцюговий дріб 
найбільш загального вигляду. 

Першим кроком в цьому напрямку було введення поняття інтегрального дробу (ІЛД) як 
функціонального аналога гіллястого ланцюгового дробу [3]; [4];[5] 

1 1 1

1

1 1 2 1 2

( )( )
( )( ) ( , )

ib b
i

b iia a i

a

a da d D
bb

τ ττ τ
ττ α τ τ

∞

=
=

+ +
∫ ∫

∫ L

, 

де ),( 21 i
i ττττ K=   ),1( ∞=i , 

( )i
ia τ ,  ( )i

ib τ , ∈ [ ]ibaC ;  - простір неперервних функцій. 

Одночасно з таким дробом розглядається і дріб 
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В роботі [5] було встановлено що ІЛД є континентальним аналогом ГЛД одержаного в 
результаті заміни символів сумування на символи інтегрування. Проф. Сявавко М.С. розглядав 
інтегральні ланцюгові дроби по мірі [3] 
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При виборі належним способом міри ( )idsµ  як частинні випадки одержуємо звичайні, 
гіллясті, матричні, операторні та інтегральні дроби з інтегралами Рімена – Стілтьєса, або Лебега – 
Стілтьєса. Вивченням таких дробів займались Сявавко М.С., Михальчук Р.І., Батюка Ю.Р., 
Одноволова Т.М. та ін..  

Доцільність введення в математику поняття ІЛД було підтверджено на конкретних 
прикладах на задачах. Зупинимось на деяких з них: 

Приклад 1. Розглянемо лінійне інтегральне рівняння Фредгольма 2-го роду 
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Представимо розв’язок рівняння (1) у вигляді формального ІЛД. Можна записати 
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Використавши останнє співвідношення шляхом ітерацій отримуємо 
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При ∞→n  приходимо до нескінченого ІЛД 
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Розглянемо тепер нелінійне рівняння типу подвійного аргументу 
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Розв’язку такого рівняння відповідає ІЛД 
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Подібним чином у вигляді ІЛД представлено формальний розв’язок нелінійного 
інтегрального рівняння Гаммерштейна 
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Зупинимось більш детально на рівнянні 
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відомого в австрофізиці як рівняння Амбарцумяна-Чандескхара, де )(tϕ - дійсний невід’ємний 

поліном парної степені, що задавільняє умові ∫ ≤
1
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Методом ітерацій формальний розв’язок такого рівняння можна представити у виді  
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Шляхом нескладних перетворень рівняння (2) можна прийти до ІЛД з додатніми 
елементами, що має, як відомо, свої переваги. 
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Приклад 3. Розглянемо задачу Коші для нелінійного диференціального рівняння Абеля 2-го роду 
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Поставлена задача еквівалентна нелінійному інтегральному рівнянню Вольтерра 2-го роду 
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Розглянемо більш загальне рівняння 
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Розв’язку останнього рівняння відповідає ІЛД 
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Відмітимо, що до останньої задачі приводиться задача Лєна-Ємдена, задача Томаса-Фермі. 
Приклад 5. Розв’язки деяких задач представляються у вигляді більш складних конструкцій, 

ніж запроваджені вище ІЛД. Так при дослідженні питань хімічної кінетики в біології зустрічається 
система диференціальних рівнянь 
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- невідомі функції 
Розв’язуючи цю систему методом послідовного виключення невідомих, отримаємо 
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Значення x(t) отримаємо у вигляді ІЛД, але специфічного виду 
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 При розв’язуванні окремих задач зустрічаються конструкції типу ІЛД з розгалуженнями 
типу гіллястих інтегральних ланцюгових дробів 
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