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Дослiджено область збiжностi 1-перiодичного гiллястого ланцюгового
дробу спецiального вигляду. Встановлено оцiнки швидкостi збiжностi
в цiй областi.

1 Деякi вiдомостi з теорiї неперервних дробiв

Важливими класами неперервних дробiв є k-перiодичнi та гранично-k-
перiодичнi дроби. 1-перiодичнi дроби вивчали O. Stolz, L. Euler,
D. Bernoulli, 2-перiодичнi – K. Kahl. E. Galois дослiджував питання
збiжностi k-перiодичних дробiв та двоїстих до них. T. Thiele встано-
вив умови розбiжностi k-перiодичних дробiв. A. Pringsheim, W. Lei-
ghton, O. Perron, R. Lane, T. Scott та iншi продовжили цi дослiдження.
E. Van Vleck, O. Perron, H. Wall, W. Jones, W. Thron, H. Waadeland,
L. Lorentzen встановили ознаки збiжностi гранично-перiодичних непе-
рервних дробiв. Огляд отриманих результатiв зроблено в [1, 2, 3].
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Ключовi слова i фрази: 1-перiодичний гiллястий ланцюговий дрiб спецiального ви-
гляду, збiжнiсть, оцiнка швидкостi збiжностi 1-перiодичного ГЛД спецiального ви-
гляду
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Розглянемо неперервний дрiб вигляду:

a1

1 +
a2

1 + . . .

=
a1

1 +

a2

1 + . . .
=

∞
D
n=1

an

1
, (1)

де an ∈ C.

Теорема 1 (Овальна теорема [3], с. 141). Нехай c ∈ C i ρ ∈ R заданi,
причому Re c > −1

2
i 0 < ρ < |1 + c|. Тодi множини

E =
{
z ∈ C : |z(1 + c)− c(|1 + c|2 − ρ2)|+ ρ|z| ≤ ρ(|1 + c|2 − ρ2)

}
(2)

та
V = {z ∈ C : |z − c| < ρ} , (3)

є, вiдповiдно, областю збiжностi та областю значень для дробу (1).
Справджується оцiнка узагальненої збiжностi за умови, що ω ∈

V:

|f − Sn(ω)| ≤ 2ρ
|c|+ ρ

|1 + c| − ρ
Mn−1, (4)

де f – значення дробу (1),

Sn(ω) =
a1

1 +

a2

1 + . . .+

an

1 + ω
,

M = max

{∣∣∣∣∣ z

1 + z

∣∣∣∣∣ : z ∈ V

}
.

Зауваження 1 ([3], c. 142). Якщо M < 1, тодi оцiнка (4) гарантує,
що E є множиною рiвномiрної узагальненої збiжностi, яка вiдповiдає
областi значень V. Якщо ρ < Re c+ 1

2
, то M < 1.

Означення 1. Дрiб (1) називається k-перiодичним, якщо послiдов-
нiсть {an}∞n=1 його елементiв є k-перiодичною, тобто виконуються
спiввiдношення: akn+p = a∗p для всiх n ∈ N i p ∈ {1, . . . , k}.

Нехай

t(ω) =
aω + b

cω + d
(5)
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дробово-лiнiйне вiдображення, де a, b, c, d — довiльнi комплекснi числа
(ab−dc 6= 0, c 6= 0). Точка z називається нерухомою точкою (fixed point)
дробово-лiнiйного вiдображення (5), якщо t(z) = z. Дробово-лiнiйне
вiдображення t(ω) має двi нерухомi точки. Позначимо їх x та y. Точка
x — називається притягувальною (attractive), якщо tn(ω) → x для всiх
ω 6= y при n → ∞, i, вiдповiдно, y — вiдштовхувальна (repulsive) точка
вiдображення (5).

Розглянемо 1-перiодичний неперервний дрiб:

1 +
∞
D
k=1

c

1
, (6)

де c ∈ G, G =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣arg
(
z +

1

4

)∣∣∣∣∣ < π

}
, який є збiжним i його

значення рiвне x =
1 +

√
1 + 4c

2
, причому x – притягувальна точка

дробово-лiнiйного вiдображення t(ω) = 1+
c

ω
[2, 3, 4, 5] (береться така

вiтка кореня, що Re
√
1 + 4c > 0).

Узагальненням k-перiодичних неперервних дробiв є гранично-k-пе-
рiодичнi неперервнi дроби.

Означення 2. Дрiб (1) називають гранично-k-перiодичним, якщо по-
слiдовнiсть елементiв {an}∞n=1 задовольняє умови: lim

n→∞
akn+p = a∗p, p ∈

{1, 2, . . . , k}.
Гранично-1-перiодичний дрiб будемо називати гранично-перiодич-

ним дробом.
L. Lorentzen, H. Waadeland [3, 6] дослiджували питання збiжностi

послiдовностi критичних залишкiв {hn}∞n=1 дробу (1), де

h1 = 1, hn = 1 +
an

1 +

an−1

1 + . . .+

a2

1
, n = 2, 3, . . . (7)

Розглянемо гранично-перiодичний дрiб (1), у якому lim
n→∞

an = a 6= 0,
та послiдовнiсть його критичних залишкiв {hn}∞n=1.

Якщо

∣∣∣∣∣arg
(
a+

1

4

)∣∣∣∣∣ < π i a 6= −
1

4
, то, згiдно з теоремою 4.1 [6,

c. 47], lim
n→∞

hn = x, де x =
1 +

√
1 + 4a

2
.
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2 Основнi результати

Розглянемо гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) спецiального вигляду:

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1

)−1

,

де ai(k) – комплекснi числа, i(k) = i1, i2, . . . , ik – мультиiндeкс; 1 ≤ ik ≤
ik−1; k = 1, 2, . . .; i0 = N – фiксоване натуральне число.

Покладаючи ai(k) = cik , де cik 6= 0 (ik = 1, N), одержимо 1-перiодич-
ний гiллястий ланцюговий дрiб вигляду:

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

=

1 +
N∑

i1=1

ci1

1 +
i1∑

i2=1

ci2
1 + . . .


−1

, (8)

де cj – комплекснi числа (j = 1, N). Пiдхiдним дробом n-го порядку
(n ≥ 0) 1-перiодичного ГЛД (8) називають вираз:

F0 = 1, Fn =

(
1 +

n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

(n ≥ 1).

Дрiб (8) є збiжним, якщо iснує скiнченна границя lim
n→∞

Fn = F . Число
F – значення дробу (8).

Будемо також розглядати 1-перiодичний гiллястий ланцюговий
дрiб, обернений до дробу (8):

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1
. (9)

Його пiдхiднi дроби F ′
n визначають спiввiдношенням: F ′

n = F−1
n (n ≥ 0).
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Означення 3. Вирази вигляду:

R0(m) = 1, Rn(0) = 1,

Rn(m) = 1 +
n

D
k=1

jk−1∑
jk=1

cjk
1

= 1 +

j0∑
j1=1

cj1

1 +
j1∑

j2=1

cj2

1 + . . .
jn∑

jn−1=1

cjn−1

1 +
jn−1∑
jn=1

cjn
1

,

(10)
назвемо n-ми залишками m-го порядку 1-перiодичного ГЛД (8) (m =

1, N ; n ≥ 1; j0 = m).

Очевидно, що F ′
n = Rn(N) (n ≥ 1).

Якщо всi Rn(m) 6= 0, то справджуються рекурентнi спiввiдношення:

Rn(m) = 1 +
m∑
j=1

cj

Rn−1(j)
= Rn(m− 1) +

cm

Rn−1(m)
(m = 1, N ;n ≥ 1).

(11)

Твердження 1. Якщо всi Rn(j) 6= 0 (j = 1, N ; n ≥ 1), то мають
мiсце рiвнiстi:

Rn(m) =
m∏
j=1

hn(j) (m = 1, N ;n ≥ 1), (12)

де

h1(j) = 1, hn(j) = 1 +
cj/Rn(j − 1)Rn−1(j − 1)

1
+

+

cj/Rn−1(j − 1)Rn−2(j − 1)

1 + . . .+

+

cj/R1(j − 1)R0(j − 1)

1
.

Доведення. Використаємо метод математичної iндукцiї по m.
Якщо m = 1, то спiввiдношення (12) перевiряються безпосередньо,

враховуючи, що Rn(0) = 1 (n ≥ 1).
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У припущеннi, що Rn(m− 1) =
∏m−1

j=1 hn(j) (n ≥ 1), маємо:

Rn(m) = Rn(m− 1)

1 +
cm/Rn(m− 1)Rn−1(m− 1)

1 + . . .
+
cm/R1(m− 1)R0(m− 1)

1

 =

= Rn(m− 1) · hn(m) =
m∏
j=1

hn(j).

Розглянемо послiдовнiсть скiнченних дробiв {gn}∞n=1:

g1 = 0, gn =
an

1 +

an−1

1 + . . .+

a2

1
(n ≥ 2). (13)

Дослiдимо збiжнiсть цiєї послiдовностi.

Твердження 2. Нехай елементи дробу (13) належать областi (2),
ak ∈ E (k = 2, n), параметри якої задовольняють умови: Re c > −1

2
i

|c| < ρ < |c+ 1|.
Тодi

1) gn ∈ V (n ≥ 2), де V визначається згiдно з (3);

2) якщо виконується умова: |c|−Re c < 1
2
, то послiдовнiсть {gn}∞n=1

збiгається до скiнченного значення g, причому g ∈ V, i справ-
джується оцiнка швидкостi збiжностi:

|gn − g| ≤ K ·Mn−2 (n ≥ 2), (14)

де K = ρ(|c|+ ρ), M = max

{∣∣∣∣∣ z

1 + z

∣∣∣∣∣ : z ∈ V

}
.

Доведення. В овальнiй теоремi встановлено умови узагальненої збiж-
ностi неперервного дробу (1). Ми дослiджуємо класичну збiжнiсть по-
слiдовнiстi скiнченних дробiв (13). Схема доведення овальної теореми
фактично переноситься для даного твердження з урахуванням того,
що ω = 0, та посиленою умовою |c| < ρ < |1 + c|. Використовуючи
схему доведення теореми 3.2 [7, с. 95], одержуємо оцiнку (14).
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Теорема 2. Нехай елементи cm дробу (8) належать вiдповiдно об-
ластям cm ∈ Gm (m = 1, N):

G1 =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣arg
(
z +

1

4

)∣∣∣∣∣ < π

}
, (15)

Gj =

z ∈ C :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣arg
z +

j−1∏
k=1

x2
k

4


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ < π

 (j = 2, N), (16)

де x1 – притягувальна точка дробово-лiнiйного вiдображення t1(ω) =

1 +
c1

ω
, xj – притягувальнi точки дробово-лiнiйних вiдображеннь

tj(ω) = 1 +
cj/
∏j−1

k=1 x
2
k

ω
(j = 2, N). Тодi

1) дрiб (8) збiгається;

2) значення дробу (8) рiвне F =

(
N∏
k=1

xk

)−1

;

3) якщо виконуються умови: |xj − 1| − Re xj < 1
2

(j = 1, N), то
справджується оцiнка швидкостi збiжностi:

|Fn − F | ≤ inf
ρ∈D

N∑
j=1

CjM
n−1
j (n ≥ 1), (17)

де D = {ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρN) ∈ RN : |xj − 1| < ρj < |xj|},

Cj =
ρj(|xj|+ ρj)∏j

k=1 |xk| ·
∏N

k=j (|xk| − ρk)
, Mj = max

{∣∣∣∣∣ z

1 + z

∣∣∣∣∣ : z ∈ Vj

}
,

Vj = {z ∈ C : |z − xj| < ρj} (j = 1, N).

Доведення. Нехай xm ∈ Gm (m = 1, N). Легко перевiрити, що для
притягувальних точок xm (m = 2, N) виконуються спiввiдношення:

xm =
1 +

√
1 + 4cm/

∏m−1
k=1 x2

k

2
, а також xm 6= 0 (m = 1, N).
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Використовуючи метод математичної iндукцiї по m, доведемо, що
Rn(m) 6= 0 (n ≥ 1) i lim

n→∞
Rn(m) =

∏m
j=1 xj (m = 1, N).

Нехай елемент c1 належить областi (15). Оскiльки залишок Rn(1)

рiвний n-му пiдхiдному дробу 1-перiодичного неперервного дробу (6),
то згiдно з теорiєю неперервних дробiв маємо lim

n→∞
Rn(1) = x1.

Доведемо, що Rn(1) 6= 0 (n ≥ 1). Оскiльки c1 ∈ G1 i G1 =
⋃

γ∈(−π;π)

P (γ),

P (γ) =
{
z ∈ C : |z| − Re

(
ze−iγ

)
≤

1

2
cos2

γ

2

}
, то iснує таке γ, що c1 ∈

P (γ). Згiдно з теоремою 20 [3, с. 131], якщо елементи дробу (6) нале-
жать параболi P (γ), то областю значень цього дробу є пiвплощина:

V (γ) =

{
z ∈ C : Re

(
ze−iγ/2

)
≥

1

2

}
,

Оскiльки Rn(1) ∈ V (γ), то Rn(1) 6= 0 (n ≥ 1).
Припустимо, що Rn(m−1) 6= 0 i lim

n→∞
Rn(m−1) =

∏m−1
j=1 xj (m = 2, N ;

n ≥ 1).
Покажемо, що Rn(m) 6= 0 (n ≥ 1) i lim

n→∞
Rn(m) =

∏m
j=1 xj. Запишемо

n-ий залишок m-го порядку у виглядi:

Rn(m) = Rn(m− 1)hn(m) (n ≥ 1),

де h1(m) = 1, hn(m) = 1 +
cm/Rn(m− 1)Rn−1(m− 1)

1 + . . .+
cm/R1(m− 1)R0(m− 1)

1
. Згiдно з припущенням iндукцiї, маємо:

lim
n→∞

cm

Rn(m− 1)Rn−1(m− 1)
=

cm∏m−1
j=1 x2

j

.

Оскiльки елементи cm ∈ Gm (m = 1, N), то за теоремою 4.1 [6], одер-
жуємо, що послiдовнiсть критичних залишкiв {hn(m)}∞n=1 збiгається
до xm. Визначимо gn(m) = hn−1(m)− 1, тодi lim

n→∞
gn(m) = zm, де zm =

xm − 1.
Покладемо у твердженнi 2 c = zm i виберемо радiус ρ = ρm так, щоб

|zm| < ρm < |zm + 1|. Умова Re c > −1
2

виконується в силу вибору при-
тягувальної точки xm. З твердження 2 випливає, що значення gn(m)
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∈ Vm i −1 /∈ Vm. Оскiльки hn−1(m) = 1+ gn(m) (n ≥ 1), то hn(m) ∈ V ′
m,

де

V ′
m = {z ∈ C : |z − xm| < ρm} . (18)

Звiдси маємо, що hn(m) 6= 0, бо 0 /∈ V ′
m. Отже, Rn(m) 6= 0 (n ≥ 1).

З формули (12) випливає, що lim
n→∞

Rn(m) =
m∏
j=1

xj, тому lim
n→∞

Rn(N) =

N∏
j=1

xj.

Значення ГЛД (8) рiвне F =

(
N∏
k=1

xk

)−1

. Враховуючи рiвностi (12),
маємо:

Fn − F =
1

Rn(N)
−

1∏N
j=1 xj

=

∏N
j=1 xj −

∏N
j=1 hn(j)∏N

j=1 xj ·
∏N

j=1 hn(j)
=

=

∏N
j=1 xj − hn(1)

∏N
j=2 xj + hn(1)

∏N
j=2 xj −

∏N
j=1 hn(j)∏N

j=1 xj ·
∏N

j=1 hn(j)
=

=
x1 − hn(1)

x1 ·
∏N

j=1 hn(j)
+

∏N
j=2 xj −

∏N
j=2 hn(j)∏N

j=1 xj ·
∏N

j=2 hn(j)
= . . . =

=
N∑
j=1

xj − hn(j)∏j
k=1 xk ·

∏N
k=j hn(k)

.

Оскiльки hn(j) ∈ V ′
j , то одержимо оцiнку знизу:

|hn(j)| ≥ |xj| − ρj.

У твердженнi 2 покладемо c = xj i визначимо ρj такi, що |xj − 1| <

ρj < |xj| (j = 1, N). Iз умови |xj − 1| − Re xj <
1

2
(j = 1, N) випливає,

що

|hn(j)− xj| = |gn+1(j)− zj| ≤ Kj ·Mn−1
j ,

де Kj = ρj(|xj|+ρj), Mj = max

{∣∣∣∣∣ z

1 + z

∣∣∣∣∣ : z ∈ Vj

}
, Vj =

{
z ∈ C : |z−xj|

≤ ρj
}
.
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Покладемо Cj =
ρj(|xj|+ ρj)∏j

k=1 |xk| ·
∏N

k=j (|xk| − ρk)
. Одержимо остаточну

оцiнку швидкостi збiжностi:

|Fn − F | ≤ inf
ρ∈D

N∑
j=1

CjM
n−1
j .

Оскiльки виконуються умови: |xj − 1| − Re xj <
1

2
, то Mj < 1 (j =

1, N).

Аналогiчна теорема може бути доведена для 1-перiодичного дро-
бу (9).

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2, тодi:

1) дрiб (9) збiгається;

2) значення ГЛД (9) рiвне F ′ =
N∏
k=1

xk;

3) якщо виконуються умови: |xj − 1| − Re xj < 1
2

(j = 1, N), то
справджується оцiнка швидкостi збiжностi:

|F ′
n − F ′| ≤ inf

ρ∈D

N∑
j=1

LjM
n−1
j , (19)

де Lj = 2N−j−1ρj(|xj|+ρj)
∏N

k=1 |xk|/|xj|, а D, Mj, Vj визначають-
ся у теоремi 2.

Доведення. Пункти 1) та 2) доведенi у теоремi 2.
Враховуючи рiвностi (12), встановимо оцiнку швидкостi збiжностi

дробу (9).

F ′
n − F ′ =

N∏
j=1

hn(j)−
N∏
j=1

xj =
N∏
j=1

hn(j)− x1

N∏
j=2

hn(j) + x1

N∏
j=2

hn(j)−

−
N∏
j=1

xj(hn(1)− x1)
N∏
j=2

hn(j) + x1

( N∏
j=2

hn(j)−
N∏
j=2

xj + x2

N∏
j=3

hn(j)−

− x2

N∏
j=3

hn(j)
)
= . . . =

N∑
k=1

(hn(k)− xk)
k−1∏
j=1

xj ·
N∏

j=k+1

hn(j).
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Осiльки hn(j) ∈ V ′
j , то

|hn(j)| ≤ |xj|+ ρj < 2|xj|.

Покладаючи Lj = 2N−j−1Kj

∏N
k=1 |xk| /|xj|, одержимо остаточну оцiнку

швидкостi збiжностi (19).

3 Висновки

Означено 1-перiодичний гiллястий ланцюговий дрiб спецiального виг-
ляду. Дослiджено область збiжностi дробу та встановлена оцiнка швид-
костi збiжностi в цiй областi. Залишається вiдкритим питання озна-
чення та дослiдження k-перiодичного гiллястого ланцюгового дробу
спецiального вигляду.
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