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Summary. The effective sufficient conditions for a positive definite symmetrization of a differential 

operator based on a system of two linear firstorder ordinary differential equations with an asymmetric variable 

rank matrix in the derivatives were established. According to these conditions, the existence of a periodic 

solution for arbitrary periodic inhomogeneity and the Galerkin iterative method of its approximate construction 

was confirmed. The approach for the researching of n  numbers of the equations where 2n  was described. 
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Постановка проблеми. В різних галузях сучасної науки і техніки зустрічаються 

процеси, які моделюються лінійними системами звичайних диференціальних рівнянь з 

вироджуваною матрицею при похідних. Такі системи виникають в теорії 

автоматичного регулювання, математичній економіці, кінетиці, теорії нелінійних 

коливань, теорії гіроскопічних систем тощо. Задача про періодичні або квазіперіодичні 

розв’язки таких систем недостатньо вивчена.  

Аналіз відомих результатів досліджень. Системи рівнянь виду 

)()()( )1( tfxtBxtA  ,    (1) 

де 
nRx , dtdxx /)1(  , A  та B  – квадратні матриці, 

nconsttrangA )(    Tt ,0 ,    (2) 

найбільш повно досліджені в [1]. Задача про періодичні розв’язки вивчена в [2] для 

додатно визначених симетричних систем диференціальних рівнянь, для яких умова (2) 

може не виконуватися. Результати досліджень умов існування квазіперіодичних 

розв’язків системи для довільного вектора неоднорідності наведено в [3] у припущенні, 

що 1)( trangA . В [4] отримано достатні умови існування інваріантних многовидів у 

лінійних системах з виродженою матрицею при похідних для випадків, коли ця 

матриця є діагональною або має ранг, що не перевищує 1. В роботах [5] та [6] 

досліджувалися лінійні системи, в яких ранг матриці при похідних змінюється від  1n  

до n . Наскільки нам відомо система (1) навіть для 2n  повністю не досліджена у 

випадку  2;0)( trangA . 

Мета роботи. Для системи виду (1) з періодичними коефіцієнтами, де 
2Rx , 

)(tA  – несиметрична матриця,  2;0)( trangA , дослідити ефективні достатні умови 

існування єдиного періодичного розв’язку для довільної періодичної неоднорідності, а 

також вказати підхід до вивчення випадку 2n  рівнянь. 

Постановка задачі. Розглянемо систему двох рівнянь 

)()()()( )1(

1 tfxtBxtAt  ,     (3) 

де 
2Rx , )(t  – скалярна функція, яка може набирати нульові значення, )()( 1

*

1 tAtA  , 

 2;1)(1 tArang ,  , 1A , B , )( 1TCf r , зірочка означає операцію транспонування 

матриці, )( 1TC r  – простір векторних або матричних функцій, що набувають дійсних 



значень, періодичних з періодом 2  і таких, що мають неперервні похідні до порядку 

r  включно. Вивчається задача про існування єдиного періодичного розвозку для 

довільної неоднорідності )(tf . 

Необхідною умовою існування такого розв’язку є невиродженість матриці )(tB  [4]. 

Запишемо систему (3) в такому вигляді 

)()()( )1( tgxxtat  ,    (4) 

де  

1

1ABa  , fBg 1 .    (5) 

Ідея дослідження системи (4) полягає в побудові так званого лівого симетризатора [7] 

)(}{)( 12,1, TCvtV r

jiij    матриці 1

1AB  такого, що для всіх 1Tt   

,0)(det tV      )()()()()()( 1

1*

1

1 tAtBtVtAtBtV   .   (6) 

Тоді у випадку додатної визначеності матриці )(tV  система, рівносильна системі (4), 

стає додатно визначеною симетричною системою. 

Елементи матриці )(tV  згідно з другою рівністю (6) повинні задовольняти 

співвідношення 

0),,,,( 21112212  vaaaa   1Tt  ,    (7) 

де ,  – скалярний добуток,  ijaAB 

1

1
, 

),,,( 22211211 vvvvv  ,     (8) 

при цьому 

0
2

1,

2 
ji

ija  1Tt  ,    (9) 

оскільки 11

1  ArangB . Загальний розв’язок рівняння (7) має такий вид [7]: 
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де 

),,,(),,,,(),,,,( 221221113112112222122211211 aaaavaaaavaaaav  , (11) 

)(ti , 3,1i , – довільні дійсні скалярні функції, які підлягають визначенню. 

Враховуючи співвідношення (8), (10) і (11), одержуємо 
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Виберемо значення функцій )(ti , 3,1i , таким чином, щоб )()( 1TCtV r  і 

1,)(min
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tV   1Tt  .     (13) 

Для цього розглянемо систему рівнянь 
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де 
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З’ясуємо умови сумісності системи (14), врахувавши, що 

)(det 2211 aaC  ,     (15) 

де   визначене (9). 

Якщо 

  022111

1  aaABtr   1Tt  ,    (16) 

тоді згідно з (15) і (9) матриця C  є невиродженою і система рівнянь (14) має єдиний 

розв’язок 
1
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на підставі якого з (12) отримаємо шукану матрицю 
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Нехай умова (16) не виконується в ізольованих точках і 0t  – одна з них. Тоді  

0)()( 022011  tata ,        (18) 
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2)( 0 trangC , оскільки сума квадратів всіх мінорів другого порядку матриці )( 0tC  

дорівнює )2)((2 2

21
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11 aaaaaa  , тобто відмінна від нуля згідно з (9) і 

припущенням (18). 

Рівняння 0)( 0

* ztC  має розв’язок 

 *0210120110 )(),(),()( tatatatz  , 0)( 0 tz . 

Тоді для сумісності системи (14) необхідно і достатньо, щоб 

  0)1,1,0(,)(),(),(( 021012011  tatata , 

тобто 

0)()( 021012  tata .           (19) 

Припустимо, що 

)()(
)()(

)()(
1

2211

2112 TCtd
tata

tata r



.    (20) 

Матриця C
~

, приєднана до матриці C , має такий вид 
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а тому з урахуванням (15) і (20) 
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де 3I  – одинична матриця третього порядку. 

Тобто розв’язок системи (14) в цьому випадку має такий вид 
1

11121 )(2   daa ,  1

211222112 ])([   daaaa ,  1

211211223 ])([   daaaa , 

де )(td  визначається (20). Підставивши отримані дані в (12), отримаємо шукану 

матрицю 








 


1)(

)(1
)(

td

td
tV ,     (21) 

яка з урахуванням (20) співпадає з (17). При цьому враховано, що згідно із 

співвідношеннями (7)-(12) матриця )(tV  визначається з точністю до скалярного 

множника, відмінного від нуля. 

Якщо ж 0)]()([ 1

1  tAtBtr  1Tt   та існує хоча б одна точка t , в якій 

)()( 2112 tata  , тоді система (14) є несумісною, тобто неможливо здійснити додатно 

визначену симетризацію системи (4). 

У підсумку отримаємо наступне твердження. 

Лема. Нехай стосовно системи двох рівнянь (3) виконуються такі умови: 

1)  , 1A , B , )( 1TCf r , 11 rangA , 0)(det tB  1Tt  ; 

2) )())(( 1

1

22112112 TCaaaa r  , де  ijaAB 

1

1
. 

Тоді система (3) рівносильна системі 

)()()()()()()()( 1)1(
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1 tftBtVxtVxtAtBtVtLx    ,   (22) 

де для всіх 1Tt   

1
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tV ,    (23) 

матриця )()( 1TCtV r  визначається (17). 

Згідно з (23) система рівнянь (22) є додатно визначеною симетричною системою. 

Якщо )(t  достатньо мале, тоді для кожного цілого rs ,,1,0   і 1Tt   виконується 

нерівність 
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яка гарантує [8] виконання апріорних оцінок для оператора L , а також існування 

єдиного розв’язку )()( 10 TCtx k , 1k , системи (22) (а отже, і системи (3)) для 

довільної неоднорідності, якщо 1 kr . 

Сформулюємо основне твердження. 

Теорема. Нехай відносно системи рівнянь (3) виконуються умови леми, де 

1 kr , 1k , а також нерівність (24), де rs ,0 . 

Тоді система (3) має для будь-якої неоднорідності )(tf  єдиний розв’язок 

)()( 10 TCtx k . 

Зауваження. У роботі [7] показано, що при побудові наближень до )(0 tx , а 

також доведенні їх збіжності, згідно з ітераційним методом Гальоркіна [8] можна 

використати безпосередньо систему (3), а не систему (22). 

Як приклад розглянемо систему виду (3): 
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де p  – додатний параметр, 1f , )( 12 TCf r , 2r . 

Визначимо з умов теореми таке значення параметра, щоб система (25) мала для будь-

якого вектора неоднорідності гладкий періодичний розв’язок. 

Відмітимо, що неконструктивність результатів роботи [7] створює труднощі на 

шляху додатно визначеної симетризації даної системи. 

Система (25) рівносильна системі 
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з допомогою сиcтеми Matlab оцінюються нерівностями 
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Нерівності (24) виконуються, якщо параметр p  задовольняє нерівність 
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де rs ,1 ,   – як завгодно мале додатне число. 

Висновки. 1) Істотною умовою при реалізації викладеного в роботі методу 

дослідження системи (3) є включення (20), тобто належність простору )( 1TC r  розв’язку 

алгебраїчного рівняння 

21122211 )( aazaa  , 

де ija  – елементи 1

1AB . Якщо ж ця умова не виконується, тоді необхідно здійснювати 

додаткові дослідження, починаючи з найпростішого випадку системи виду (3): 
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де )()( 21 tata  , )(t  та )()( 21 tata  можуть набирати нульові значення, 02

2

2

1  aa  

1Tt  . 

2) На шляху узагальнення отриманих результатів для випадку трьох рівнянь 

системи (3) зазначимо, що матрицю )(tV  слід шукати у такому вигляді 
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де невідомі 1v , 2v , 3v  знаходяться як гладкі періодичні розв’язки неоднорідної системи 

трьох лінійних алгебраїчних рівнянь, породженої матричним рівнянням 

  1

1*

1

1 AVBAVB   . В загальному випадку потрібно досліджувати систему 
2

)1( nn
 

рівнянь. 

3) Отримані в даній роботі результати можуть бути використані при вивченні 

задачі про існування періодичних розв’язків системи 

)()()()( tfxtCxtBxtA  . 

В [9] покладалося, що )(tA  – симетрична, а )(tB  – додатно або від’ємно визначена 

матриця. 
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Резюме. В різних галузях сучасної науки і техніки зустрічаються процеси, які моделюються 

лінійними системами звичайних диференціальних рівнянь з вироджуваною матрицею при похідних. 

Систематичне вивчення таких систем розпочалося порівняно недавно, з початку 70-х років минулого 

століття. На цей час найбільш розвинутою є теорія вироджених лінійних систем із сталими 

коефіцієнтами. Що ж стосується теорії вироджених систем із змінними коефіцієнтами, то її 

розвинуто в значно меншій мірі. Найбільш повно досліджено випадок сталого рангу матриці при 

похідних. Теорія існування періодичних та квазіперіодичних розв’язків для змінного рангу матриці при 

похідних далека від завершення і розроблена для додатно визначених симетричних систем, а також у 

випадках, коли цей ранг змінюється від 0 до 1 або від n – 1 до n. 

В даній роботі досліджені достатні умови існування єдиного періодичного розв’язку системи 

двох лінійних диференціальних рівнянь з матрицею при похідних, ранг якої змінюється від 0 до 2, для 

довільної періодичної неоднорідності. Встановлені достатні умови виконання апріорних оцінок для 

диференціального оператора, породженого вихідною системою, на підставі яких можна побудувати з 

допомогою ітераційного метода Гальоркіна наближення до шуканого періодичного розв’язку, а також 

їх збіжність. При цьому вимагається існування неперервних похідних другого порядку коефіцієнтів 

системи, що зумовлено методом, використаним для обґрунтування процесу Гальоркіна. Ця вимога є 

типовою для функціональних методів математичної фізики. Як приклад досліджено систему, яку не 

вдається вивчити розробленими раніше методами. Вказано підхід до узагальнення отриманих 

результатів для випадку систем більшого числа диференціальних рівнянь. На цьому шляху потрібно 

досліджувати існування гладких періодичних розв’язків систем алгебраїчних лінійних неоднорідних 

рівнянь. Отримані в роботі результати можуть бути використані при розв’язуванні задачі про 

існування періодичних розв’язків лінійних систем диференціальних рівнянь вищих порядків, в яких 

матриця при старшій похідній є несиметричною і виродженою. 
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