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ВВЕДЕНИЕ 
 

Один из основателей теории цепных дробей Л.Эйлер [144] о предмете 

своих исследований сказал: "Хотя этот род выражений до настоящего време-

ни разработан мало, мы не сомневаемся, что когда-нибудь применение его 

весьма широко распространится в анализе бесконечных". 

В последнее время интерес к цепным (непрерывным) дробям значитель-

но возрос, о чем свидетельствуют многочисленные международные конфе-

ренции, посвященные непрерывным дробям или тесно связанным с ними 

аппроксимациям Паде, а также выход нескольких монографий по данной 

тематике [2,45,65,96,98,122,151,159,188 и др.]. 

 Говоря о непрерывных дробях, сравниваем их с такими средствами 

представления аналитических функций, как ряды или бесконечные произве-

дения. Если степенной ряд, представляющий голоморфную функцию, схо-

дится в круге, радиус которого определяется расстоянием до ближайшего по-

люса и расходится вне этого круга, то разложения основных элементарных и 

специальных функций в цепные дроби, как правило, сходятся во всей комп-

лексной плоскости за исключением некоторых лучевых разрезов или полю-

сов функции. Непрерывные дроби являются также эффективным аппаратом 

вычислительной математики благодаря свойству малого накопления погреш-

ности в процессе вычислений. 

В современной литературе непрерывные дроби определяются с 

помощью композиций дробно-линейных отображений  

    ...,,2,1,,00 


 k
zb

aztzbzt
k

k
k     (В.1) 

где  ...,,2,1,0...,,2,1,,  jiba ji  – комплексные числа, z – комплексная пере-

менная, причем ...,2,1,0  iai  . Пусть 

   ztzT 00  ,     ztTzT kkk 1 , ...,2,1k  .   (В.2) 

Цепная дробь представляет собой последовательность   0kT  [65] или 

выражение вида [137] 
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Для удобной и экономной записи (В.3) будем в дальнейшем применять 

сокращенные обозначения, предложенным Роджерсом, 
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а также обозначения 
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      (В.5) 

сходные с теми, которые применяются для рядов. Конечные непрерывные 

дроби 
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   (В.6) 

называются n-ми подходящими дробями или n-ми аппроксимантами цепной 

дроби (В. 5). Непрерывная дробь (В.5) сходится, если существует конечный 

предел nf  при n . Каждую n-ю аппроксиманту можно представить в 

виде  
n

n
n B

Af  , причем для вычисления nA  и nB  и n-го числителя и знаме-

нателя справедливы рекуррентные формулы [65,137] 

21   nnnnn AaAbA , 21   nnnnn BaBbB , ...,,2,1n   (В.7) 

при начальных условиях: .0,1,1, 10100   BBAbA  

 Наряду с числовыми рассматриваются различные типы функцио-

нальных цепных дробей  

   
 zb
zazb

k

k

k
D





1
0 ,      (В.8) 
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где, как правило,  zak ,  zbk  – полиномы степени не выше второй. Они 

представляют различные классы аналитических функций [65,86,125,160,161, 

167,173,202 и др.]. 

В теории непрерывных дробей существуют два направления: теорети-

ко-числовое и аналитическое. Первое направление занимается изучением 

правильных цепных дробей, которые образуются при разложении действи-

тельных чисел по алгоритму Евклида [65,135,180]. В этом случае в (В.3) 

Z0b , Nib , 1ia , ...,2,1i  . Так как правильные непрерывные дроби 

всегда сходятся, то более важными здесь являются вопросы о степени при-

ближения с помощью подходящих дробей, а также оценки или асимптотики 

для коэффициентов ib , ...,2,1i , поскольку в общем случае их явный вид 

далеко не всегда можно установить. В теоретико-числовом направлении рас-

сматриваются также приложения цепных дробей для решения диофантовых 

уравнений. Большой раздел представляет основанная А.Я.Хинчиным [135] 

метрическая теория непрерывных дробей. 

 Второе направление занимается изучением таких вопросов, как раз-

ложение функций в цепные дроби, оценки погрешности приближения с 

помощью n-ых аппроксимант, исследование свойств функций, представ-

ляемых соответствующими типами непрерывных дробей, установление 

общих признаков сходимости и вычислительной устойчивости как числовых, 

так и функциональных цепных дробей. Кроме того, здесь рассматриваются 

различные применения непрерывных дробей в анализе для аналитического 

продолжения функций, при исследовании устойчивости полиномов, для 

установления связей с проблемой моментов, с ортогональными полиномами 

и т.д. Соответствующие исследования подытожены в монографиях 

[65,137,181,202]. 

 Подробный исторический обзор, посвященный цепным дробям, 

изложен в монографии [65], где отмечается большой вклад русских 

математиков П.Л.Чебышева [138,139] и А.А.Маркова [86] в создании 

аналитической теории непрерывных дробей. Основным вопросом данного 
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направления, которому посвящена значительная часть опубликованных 

работ, является установление общих признаков сходимости непрерывных 

дробей [65,136,160-162, 165,166,168,181,197,202] и многие другие. 

 Исходя из целей диссертационной работы, сформулируем наиболее 

употребительные признаки сходимости непрерывных дробей как числовых, 

так и функциональных. Для большинства из них будут установлены много-

мерные аналоги. 

 До середины XIX века вопрос сходимости бесконечных цепных дробей 

общего вида вообще не рассматривался, хотя такие дроби возникали в рабо-

тах многих математиков. В частности, в бесконечные цепные дроби разлага-

лись иррациональные числа, степенные рады и интегралы, элементарные и 

гипергеометрические функции. Однако еще в 1768г. Ламберт [172] разложил 

в непрерывные дроби  x1ln , xarctg  и xtg  и исследовал сходимость этих 

формальных разложений к соответствующим функциям. Лагранж по-види-

мому, первым обратил внимание на сходимость цепных дробей с произволь-

ными элементами. В 1774г. в добавлении к переводу начал алгебры Эйлера 

он заметил, что дроби вида   

nbbb
b 1

...
11

21
0 
 ,     (В.9) 

где )...,2,1,0(, ibi  – натуральные числа, сходятся. В 1775г. Бернулли [149] 

исследовал сходимость однозвенной периодической цепной дроби, 

...1

1

2

1

1

1
 b

a
b
a

b
a , где C11,ba . Штерн в работе [193], опубликованной в 

1832г. попытался дать строгое определение сходимости и расходимости 

произвольных цепных дробей. Однако, исходя из его определения, цепные 

дроби, подходящие дроби которых колеблются в конечных пределах, следует 

рассматривать как сходящиеся. Так, он считал, что дроби вида (В.9), где 

)...,2,1,0(, ibi  – произвольные действительные положительные числа, 

всегда сходятся. Первые строго обоснованные достаточные признаки 

сходимости непрерывных дробей с положительми элементами появились 
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только в 1845г. в работах Шльомильха и Арндта. Среди них наиболее общим 

признаком сходимости является 

 Теорема В.1.( Арндт[148]). Цепная дробь (В.4) с действительными 

положительными  членами сходится, если расходится ряд 

















2

1

1
1

n nn

n
bb
a . 

 Вопрос сходимости цепных дробей с положительными элементами 

полностью решил Зейдель в 1846г. 

 Теорема В.2 (З ейдель [189]). Цепная дробь (В.9) с действитель-

ными положительными ...,,2,1, ibi  сходится тогда и только тогда, когда 

расходится ряд n  




1k
kb .       (В.10) 

 Теорема В.3 (Зейдель[189]). Цепная дробь (В.4) с действительными 

положительными элементами сходится тогда и только тогда когда по 

крайней мере один из рядов 
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1
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1253

242
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k
k

k

k b
aaa
aaa    (В.11) 

расходится. 

 К этому же результату независимо от Зейделя пришел Штерн [194] в 

1848г. Им получено также усиление теоремы Арндта.  

 Теорема В.4 (Штерн[194]). Цепная дробь (В.4) с положительными 

элементами сходится, если расходится ряд 








2

1

n n

nn
a
bb .      (В.12) 

Критерий сходимости дроби (В.9), эквивалентный теореме В.2, был установ-

лен Опперманом . 
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 Теорема В.5 (Опперман [178]). Цепная дробь (В.9), где 

)...,2,1,0(,0  ibi , сходится тогда и только тогда, когда   


1
1

i
ib . 

 Применение теоремы В.3 часто бывает неудобным так как вид общих 

членов рядов (В.11) с ростом K  очень усложняется. Поэтому целесообразно 

использовать в этом случае более эффективные достаточные признаки схо-

димости. К таковым относятся , например, теоремы В.1, В.4, также следу-

ющие утверждения. 

 Теорема В.6 (А.А.Марков [86]). Непрерывная дробь (В.4), где все 

...,,2,1, iai   ...,2,1,0, jb j , – целые положительные числа сходятся,если 

...,2,1,  iab ii  . 

 Теорема В.7 (Прингсгейм [186] ). Цепная дробь (В.4) с действитель-

ными положительными элементами сходится, если расходится ряд 








2

1

n n

nn
a
bb . 

 Броман (см. [181]) показал, что цепная дробь (В.4), у которой 

...,,2,1,012  kb k  расходится. Следовательно, критерий Зейделя для непре-

рывных дробей с действительными неотрицательными элементами не спра-

ведлив. Однако теоремы В.2 и В.3 остаются верными и в этом этом случае 

при условии, что не все 12 kb , равны нулю. Теоремы В.1, В.4, В.7 справедли-

вы для цепных дробей с неотрицательными элементами без каких-либо 

дополнительных ограничений [181]. Обзор исследований, посвященных 

сходимости цепных дробей с положительными членами, изложен в работе 

В.Слешинского [123]. 

 Трон, Джоунс в монографии [65] отметили, что самыми известными и 

наиболее употребительными признаками сходимости непрерывных дробей 

являются признаки Ворпицкого, Прингсгейма, Ван Флека и параболические 

теоремы. Часто применяются также необходимый признак сходимости Кох и 

критерий сходимости периодических цепных дробей. 
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 Теорема В.8 (Ворпицкий [204]). Если для цепной дроби 

  1

2 1
1
















zck

k
D ,     (В.13) 

где  zck  – комплексные функции, заданные в области CD , выполняются 
условия 

 
4
1

zck , ...,3,2k     (В.14) 

то  i) дробь (В.13) равномерно сходится в D; 

i i) областью значений, т.е. областью совпадающей со значениями подхо-

дящих дробей и бесконечной дроби (В.13), является круг 

3
2

3
4
z ;       (В.15) 

i i i)  константа 
4
1  в (В.14) и область (В.15) являются наилучшими, т.е. кон-

станту нельзя увеличить, а область уменьшить. 

 Следующее утверждение известно в литературе как теорема 

Прингсгейма [185], хотя было установлено Слешинским [185] на 9 лет 

раньше. Аналогичная теорема рассматривалась также А.А.Марковым [86] 

для цепных дробей с действительными элементами. 

 Теорема В.9 (Слешинский–Прингсгейм [123,185]). Цепная дробь 

(В.4) с комплексными членами сходится, если 

1 nn ab , ...,2,1n  .    (В.16) 

Для n -х аппроксимант справедливо неравенство 

1nf , ...,2,1n  .    (В.17) 

Дальнейшее усиление теоремы В.9 связано либо с переходом в действитель-

ную область (теорема Тице[181]), либо с изучением цепных дробей (В.4), 

удовлетворяющих условиям (В.16) и значения которых принадлежат кругу 

1z . 

 Теорема В.10 (Ван Флек [198]). Пусть для элементов цепной дроби 

(В.9) выполняются условия 
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,0ib   



2
arg ib ,  ...,2,1,0i ,     (В. 18) 

где   – произвольное как угодно малое действительное число (
2

0 
  ). 

Тогда i)  n-я аппроксиманта nf  дроби (В.9) удовлетворяет условию 

0nf ,   



2
arg ib ,   ...,2,1,0i ; 

i i) существуют конечные пределы четных и нечетных аппроксимант; 

i i i) для сходимости цепной дроби (В.9) необходимо и достаточно, чтобы 

расходился ряд 




1i
ib        (В.19) 

 Подробный обзор по одному из очень важных направлений в исследо-

вании сходимости цепных дробей, так называемым параболическим теоре-

мам, изложен в [65]. Сформулируем первый полученный в этом направле-

нии результат. Предварительно дадим определение. Множество S  называет-

ся областью сходимости цепной дроби (В.9), если из условия Sbi  , 1i , 

следует, что (В.9) сходится. 

 Теорема В.11 (Скотт–Уолл [202] ). Множество точек CS , симмет-

ричное относительно действительной оси, является областью сходимости 

цепной дроби 
1

2 1
1














 k

k

a
D       (В.20) 

тогда и только тогда, когда S  – ограниченное множество, принадлежащее 

параболической области 







 

2
1Re: zzzP C .    (В.21) 

Более того, если ...,3,2,  kPak , то дробь (В.20) сходится тогда и только 

тогда, когда 
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i) существует индекс p  такой, что 0pa ; 

i i)  все 0pa и ряд (В.19) расходится, где 

11 b ,      ....,2,1,1
11  
 pbba ppp     (В.22) 

Обобщение этого результата на случай повернутой параболической области 

[196] будет использовано нами в § 3 гл. 3. 

 Теорема В.12 (Кох [171] ). Если ряд (В.19) сходится, то цепная дробь 

(В.9) с комплексными элементами расходится. Более того, существуют 

конечные пределы числителей и знаменателей подходящих дробей  

1120211202 lim,lim,lim,lim GBGBFAFA k
k

k
k

k
k

k
k

 





, 

и выполняется соотношение 11001  GFGF . 

 Теорема В.13 [202]. Однозвенная периодическая цепная дробь 

 111
aaa  сходится для каждого Ca , за исключением точек ,

4
1 ca   

где c  – произвольное действительное положительное число. 

 Рассмотрим некоторые типы функциональных цепных дробей. 

 Непрерывная дробь 
12

1

2
11





















ii

i

i zb
azb D ,      (В.23) 

где Cii ba , , iz  – комплексные, переменные, называется положительно 

определенной, если неотрицательно определены действительные квадратич-

ные формы 

02
1

1
1

1

2  







n

k
kkk

n

k
kk  , ...,,2,1n  

где ...,,2,1,,Im,Im  kab kkkkk   – произвольные действительные 

числа. 

 Теорема В.14 (Уолл–Венцель [202] ). Цепная дробь (В.23) положи-

тельно определена тогда и только тогда, когда 

і) ...,2,1,0  kk ; 
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і і)  существуют действительные числа ...,2,1,10:  igg ii , такие, что 

  kkkkk gg 11
2 1    , ...,2,1k  . 

 Теорема В.15 [202]. Если цепная дробь положительно определена, 

тогда n -е знаменатели ...,,2,1,0  nBn  в области ...,2,1,0Im  izi  . 

 Цепная дробь (В.23) называется J-дробью, если все iz , ...,2,1i , где 

C .<С Подробный обзор, посвященный положительно определенным и J-

дробям, изложен в монографии [202]. Большое внимание изучению 

действительных J-дробей уделяли П.Л.Чебышев [139] и А.А.Марков[86]. 

 Цепная дробь 

1
1

1

zak

k
D



 ,       (В.24) 

где ...,,2,1,0  kak   –  комплексные числа, Cz , или обратная к ней назы-

вается регулярной С-дробью. Если все ...,,2,1,0  kak  то дробь (В.24) или 

обратная к ней называется S -дробью. S -дробь, у которой  11  kkk gga , 

где 10  kg , называется g -дробью. Пусть W  – класс аналитических в 

области    1arg,1: zzzG C  функций f , таких, что 

   01Re  zfz  и  Rxf  , если  x1 . Характеристика класса W  

дается с помощью g -дробей, а именно:   Wxf   тогда и только тогда, когда 

     









1

1
1

1
11

322110 zggzggzgszf , 

где ...,2,1,10,00  igs i  [160,202]. 

 Наиболее характерными и употребительными признаками сходимости 

С-дробей является теорема Ван Флека о предельно-периодических цепных 

дробях и кардиоидная теорема [65]. 

 Теорема В.16 (Ван Флек [200] ). Пусть (В.24) – регулярная C-дробь, 
такая, что 0lim 


aak

k
 и пусть 















   4

1arg: azzR C . 
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Тогда непрерывная дробь (В.24) сходится к функции f , мероморфной в R , 

либо тождественно равной бесконечности 

 Для S -дробей характерной является теорема Стилтьеса.  

 Теорема В.17 (Стилтьес) [125]. Для S -дроби (В.24) справедливы 

утверждения: 

i) четные и нечетные аппроксиманты (В.24) равномерно сходятся на 

каждом компакте области   zzG arg:C  к функции, голоморфной 

в G ; 

i i) цепная дробь (В.24) сходится к голоморфной функции в G  тогда и 

только тогда, когда расходится ряд (В.10), где ...,2,1, ibi , определяются 

согласно (В.22); 
i i i)  если S -дробь (В.24) сходится в какой либо точке области G , то она 

сходится в каждой точке этой области. 

 Кроме перечисленных существуют и другие типы функциональных 

цепных дробей: Т-дроби [65], дроби, в которые разлагаются функции класса 

Герглотца [134,202], Р-дроби [175],  -дроби [173] , РС-дроби [167] и др. 

 Доказательство сходимости как числовых, так и функциональных не-

прерывных дробей базируется на установлении различных оценок для моду-

ля разности их подходящих дробей с существенным использованием рекур-

ентных соотношений (В.7), или путем применения особых свойств сходимос-

ти голоморфных функций [57,87,110]. Если, например, подходящие дроби яв-

ляются голоморфными функциями в области D , то для доказательства 

равномерной сходимости внутри D  достаточно доказать равномерную 

ограниченность внутри этой области и исследовать сходимость на некотором 

подмножестве D . У Стилтьеса [125] в качестве подмножества 

рассматривается круг, у Витали – бесконечное множество точек, имеющее 

предельную точку внутри области D . Дальнейшим развитием вопросов 

сходимости голоморфных функций является введение Монтелем так 

называемого нормального семейства аналитических функций [90]. В 

последней работе рассмотрены также нормальные семейства аналитических 
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функций двух переменных. В настоящее время в теории цепных дробей 

широко применяется следующая интерпретация этих теорем 

 Теорема В.18(Стилтьес-Витали [65] ). Пусть   ,, DzzfF m   

...,2,1m  – семейство голоморфных функций в области CD , таких, что 

  azfm  ,   bzfm   для всех Dz , ,...,2,1m  где  a  и b  – комплексные 

числа, ba  . Пусть D  – бесконечное множество точек, имеющих, по 

крайней мере, одну предельную точку, принадлежащую D . Если последова-

тельность F  сходится к конечному значению для всех z , то она равно-

мерно сходится на каждом компакте области D  к голоморфной функции в 

D . 

 Подходящие дроби функциональных непрерывных дробей дают ра-

циональные приближения для соответствующих функций. Поэтому пред-

ставляет интерес исследования в области рациональных приближений со 

свободными полюсами, в первую очередь, по аппроксимациям Паде. 

 Пусть  zf  – функция, голоморфная в точке 0z . Рациональный по-

лином  
n

m
nm Q

P
n

m , , где nQmP nm  deg,deg , называется аппрокси-

мантой Паде типа  nm,  функции f , если  

   ...1  nm
mn AzzPQf  

или  

    
  ...1  nm

n

m Bz
zQ
zP

zf     (В.25) 

в случае   0zQn  [2]. 

 Соотношения (В.25), где  zf  – формальный степенной ряд, m  равно 

n , если n  – четное или 1n  в противном случае, применяются для постро-

ения соответствующей к заданному ряду непрерывной дроби вида (В.24). В 

этом случае  n
m  – n -я подходящая дробь (В.24) Преобразование ряда в 

соответствующую цепную дробь является одним из наиболее общих подхо-

дов, применяемых для разложения функции в непрерывную дробь. 
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 Интерес для рассматриваемой тематики представляют вопросы сходи-

мости mn, , близких к диагональным, а также построение аппроксимаций 

Паде для конкретных элементарных и специальных функций и исследование 

асимптотики погрешности приближения. 

 Установлены сходимость парадиагональных, т.е. 



 

M
JM  аппрок-

симаций Паде при M , 1J  для функций Стилтьеса, сходимость под-

последовательности 



 

M
M 1  для функций Гамбургера [2], доказана схо-

димость и исследованы свойства полюсов диагональной последовательности 

Паде для функции      zrzzf  ̂ , где  ẑ  – функция Маркова,  zr  – 

рациональная функция, такая, что   0r  и полюса  zr  расположены вне 

носителя меры   функции  ẑ  [112]. Известный контрпример Гаммеля [2] 

показывает, что существует целая функция, полюса диагональной 

последовательности nn, , ...,1,0n , которой образуют всюду плотное 

множество в C . Аналогичные примеры указаны и для других последо-

вательностей, близких к диагональной. Поэтому при исследовании сходимос-

ти аппроксимаций Паде для голоморфных или мероморфных функций 

существенно используется сходимость по мере или по емкости. Первые 

результаты в этом были получены Наталлом [177] и Поммеранке [185]. Они 

рассматривали функции, мероморфные в C  или в области 0,  ecapeC . 

А.А.Гончар в [83] показал, что единственным препятствием для сходимости 

аппроксимаций Паде nn,  в некоторой области   являются предельные 

точки их полюсов, принадлежащие  . Условия, которым должна 

удовлетворять область  , выполняются, в частности, и для областей, часто 

встречающихся в теории цепных дробей. В работах [51,52,61-63,113,126 и 

др.] А. А. Гончара и его учеников были существенно развиты исследования 

по сходимости аппроксимаций Паде для голоморфных и мероморфных 

функций. Более полный перечень соответствующих работ приведен в [2]. 
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 Одним из основных источников получения дробно-рациональных при-

ближений является разложение функций в цепные дроби [65]. Более общий 

подход дают аппроксимации Паде. Однако, как отмечается в монографии 

[96], отыскание явного вида и исследование аппроксимаций Паде является в 

каждом конкретном случае не простым делом и требует своей догадки. 

 Аппроксимации Паде для ze  вычислил в явном виде еще Шарль Эрмит 

в 1873г. [163]. Асимптотика приближения   ze nn
z

,  была установлена 

Ю.Люком [85], который использовал результаты Перрона, и независимо дру-

гим методом В.К.Дзядыком и Л.И.Филозофом [69]. В последней работе 

установлено также асимптотическое равенство для    zz nn,1   , где 

R . Ю. Люк [85] исследовал асимптотическое поведение погрешности 

приближения с помощью аппроксимаций Паде гипергеометрических функ-

ций. Эффективным средством вычисления и исследования аппроксимаций 

Паде является, предложение В.К.Дзядыком в 1974 г.  -метод решения 

линейных дифференциальных уравнений на случай рациональной 

аппроксимации [68]. Именно таким образом В.К.Дзядыком [66] были 

впервые установлены асимптотики диагональных аппроксимаций Паде для 

функций zsin , zcos , zsh , zch . Ранее в работах Армса,Эдрея (см., например, 

[155]) были исследованы только вопросы сходимости mn,  в случае, когда 

mn   – четное, для функций  kzcos , 
k

z
z





 sin

, 
k

z
tgz






 , Zk . Используя 

обобщенную проблему моментов, А.П.Голуб и М.Н.Чип  получили 

асимптотические равенства приближения гипергеометрических функций 

 zF  ;1;1,12  ,  zF ;1;111  , 1Re   с помощью парадиагональных 

аппроксимаций Паде  NNM  , 0M  [56], а также нечетной части 

логарифмической производной гамма-функций с помощью диагональных 

аппроксимаций Паде [140]. Е.М.Никишин в [95] исследовал аппроксимации 

Паде nn,  и 1, nn для функции  xQ ,  где  xQ  – действительный полином 
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третьей степени с действительными и различными корнями. А.А.Аптекарев в 

[1] рассмотрел вопросы равномерной сходимости на компактах в C  строк 

таблицы Паде функции C


i
k

i

zie  ,
1

.  

Известная теорема Уолша показывает, что аппроксимации Паде являют-

ся локально наилучшими рациональными приближениями. 

Теорема В.19 [203]. Пусть  zf  аналитична в начале координат и 

 zR mn ,,   – наилучшая рациональная аппроксимация в чебышевской норме 

алгебраическими рациональными функциями    zqzp mn  (   ,deg nzpn   

  mzqm deg ) в круге z . Пусть    zQzP mn  – аппроксимация Паде 

 zf  типа  mn, . Если   00 mQ , то при 0       zmnzR fmn ,,   

равномерно на компактных подмножествах, не содержащих полюсов  fmn . 

Таблицу, составленную из наилучших рациональных приближений 

 fR mn,  будем называть рациональной таблицей Чебышева. В работе 

В.Н.Русака [148] изучено поведение строк таблицы Чебышева для тригоно-

метрических, гиперболических и цилиндрических функций. Л.Л.Березкина 

[3] исследовала сходимость строк тригонометрической таблицы Паде для не-

которых функций, аналитических в горизонтальной полосе, коэффициенты 

которых удовлетворяют подходящим рекуррентным соотношениям. 

 Систематическое изучение связей между структурными свойствами 

функций и скоростью стремления к нулю их наилучших рациональных 

приближений было начато в работах С.Н.Мергеляна, А.А.Гончара 

(см.[58,60]), Е.П.Долженко [71,72]. Эти исследования были развиты в 

работах Ю.А.Брудного [49], В.В.Пеллера [105, 106], А.А.Пекарского[103], 

Е.А.Севастьянова [117,118] и др. Исследованию скорости рациональных 

приближений некоторых классов функций в различных метриках, а также 

выделению классов функций, для которых рациональные приближения 

существенно лучше полиномиальных, посвящены работы А.П.Буланова[153], 
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А.А.Гончара[59], А.А.Пекарского [102], В.А.Попова [106], В.А.Попова и 

П.П.Петрушева [109], В.Н.Русака [114,116], А.П.Старовойтова [124], 

П.Турана [132], Г.Фройда [158] и др. 

Первые попытки обобщения алгоритма цепных дробей принадлежат 

Л.Эйлеру [156]. В простейшей форме он применил матричный итерационный 

процесс к данному вектору. Дальнейшее развитие этот метод получил в 

монографии А.Н.Хованского [137] и был использован для вычисления 

Zqpqp ,, , R . Еще в 1839г. Эрмит в письме к Якоби обратился к 

крупнейшим математикам ХIХ века с задачей: дать полную арифметическую 

характеристику алгебраических иррациональностей n-го порядка. Как 

известно [135], алгебраические иррациональности второго порядка описы-

ваются периодическими цепными дробями. В 1868г. Якоби [164] предложил 

алгоритм, обобщающий алгоритм Евклида, и применил его для решения 

линейных неопределенных уравнений и представления кубических ирра-

циональностей. О.Перрон [179] обосновал сходимость этого алгоритма. 

Рассматриваемой проблеме посвящены работы многих отечественных и 

зарубежник математиков, в частности, Г.Ф.Вороного [54], Я.А.Габовича [55], 

А.В.Озерского [98], Е.В.Подсыпанина [107], Шекереса [195] и др. Одним из 

наиболее удачных обобщений является алгоритм Якоби-Перрона, который 

успешно применяется также и в анализе для приближения вектор-функций 

одного переменного или так называемых совместных приближений 

[64,76,96,100,147,152 и др.] 

Используя интерпретацию цепной дроби в виде графа и рассматривая 

более общие графы типа дерева, В.Я.Скоробогатько дал определение много-

мерного аналога непрерывной дроби, который в первых публикациях [73, 

119] получил название ветвящейся цепной дроби (ВЦД). Некоторые частные 

случаи ветвящихся цепных дробей встречались и ранее. В работе И.Пратье 

[184] ВЦД возникли при рассмотрении композиций отображений Жуков-

ского  
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waw ,  ...,2,1n  . В.П.Терских на протяжении 50 лет 
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применял цепные дроби в области исследований механических колебаний в 

валопроводах различных энергетических установок в судостроении. В расче-

тах, кроме конечных непрерывных дробей, использовались также конечные 

ветвящиеся цепные дроби [130]. 

Пусть C0b ,  }{ kia ,  }{ kib  – заданные последовательности комплекс-

ных чисел,   kiiiki ...21  – сокращенное обозначение мультииндексов 

...,,2,1,,1,1  kkpNi p  NN  – фиксировано. Ветвящейся цепной 

дробью с N  ветками ветвления называется последовательность подходящих 

дробей   1nnf , где 
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.   (В.26) 

По аналогии с одномерным случаем (В.2) П.И.Боднарчук (см. [45]) опре-

делил ВЦД как композицию многомерных дробно-линейных отображений, 

Говорят, что ВЦД сходится, если существует конечный предел nf  при 

n . Для записи бесконечной ВЦД по аналогии с (В.5) будем использовать 

обозначение 
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Величины  kia  называются частными числителями,  kib  – частными знаме-

нателями. Свернув дробь (В.26) без каких-либо сокращений, получим 

n

n
n B

Af  . пA  и nB  называются соответственно числителем и знаменателями 

n -й подходящей дроби.  

Фундаментальное значение в одномерном случае ( 1N ) имеют рекур-

рентные формулы (В.7). Поэтому вполне естественно, что первые шаги в 
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теории ВЦД были направлены на поиски аналогичных соотношений для 

ВЦД. В работах [119,120] был предложен первый вариант формул для пA  и 

nB  (см. (1.2.8)). Второй, по видимому еще более сложный вариант, исполь-

зующий пространственные матрицы, был установлен И.Ф.Клюйником и 

И.П.Пустомельниковым (см. [45, стр. 51–55]). В работе [79] указаны 

формулы для 2A  и 2B  в случае 2N  в виде определителей. Общие формулы 

(1.2.27) для ВЦД (В.27) были обоснованы в монографии [20]. Более 

симметричный вариант соответствующих формул (1.2.35) для ВЦД вида 

(1.2.28) был использован при изучении свойств и исследовании сходимости 

некоторых типов функциональных ВЦД [20]. Простые формулы типа (В.7) 

для ВЦД, по видимому, не справедливы. Так, в работе [4] показано, что 

отношение двух линейно независимых решений рекуррентных уравнений 

(1.1.12) является ВЦД специального вида. 

 В первых работах, посвященных ветвящимся цепным дробям, были 

сформулированы первые признаки их сходимости. Соответствующие иссле-

дования подытожены в монографии [45]. Было установлено, что периоди-

ческая ВЦД с положительными компонентами, являющаяся разложением 

алгебраических иррациональностей, сходится [45,101]. В работе В.Я.Скоро-

богатько[121] на основании формулы (1.2.8) были обоснованы два признака 

сходимости произвольных  ВЦД с положительными элементами, а именно: 

 Теорема В.20[121]. ВЦД (В.27) с действительными положительными 

членами сходится, если выполняются неравенства 

 
   

 
 
 






ni
ni

rj rn
ni n

ni cjjjB
B

b ...,,,
011

21
,    (В.28) 

где суммирование производится по возможным r  ( nNr 1 ) и rjjj ...,,, 21  

( n
r Njjjj  ...1 321 ) произведения берутся по всевозможным 

мульти-индексам при фиксированном n , nB  – знаменатель n -ой подходящей 

дроби ВЦД (В.27), 








r
n jjj

B
...,,,

0

21
–знаменатель n -подходящей дроби ВЦД 
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(В.27), у которой n -ые звенья, имеющие порядковые номера rjjj ...,,, 21  в 

(1.2.7), заменены на 
1
0 ,    riri ac  , если  ri  в (1.2.7) имеет один из 

порядковых номеров rjjj ...,,, 21 .    riri bc   в противном случае и с учетом 

(1.2.3).    riri ba  ,  определяются согласно (1.2.9). 

 Следствие В.1 [121]. ВЦД (В. 27) с действительными положительны-

ми элементами сходится, если с учетом принятых в теореме В.20 обозначе-

ний, 

   nini ab  1    ...,,2,1n   Nik ,1 ,  nk ,1 , 

1 nn KBB ,  ...,,2,1n    
 

 
  

 
rj ni

ni
ni

ni cKb 1 , 

где  K  – некоторая константа, не зависящая от n  . 

 Из-за своей громоздкости формула (1.2.8) оказалась малоэффективным 

средством при исследований сходимости ВЦД. Поэтому вопрос сходимости 

ветвящихся цепных дробей общего вида долгое время оставался открытым. В 

то же время велись разработки по применению аппарата ВЦД в теории чисел 

и вычислительной математике, в анализе и электротехнике. Отметим неко-

торые с нашей точки зрения наиболее интересные результаты. 

В виде периодических ВЦД представлены алгебраические иррациональ-

ности высших порядков [45,101]. 

П.И.Боднарчуком [45], а затем Х.И.Кучминской [44,81] изучены вопро-

сы интерполяции функций многих переменных ветвящимися цепными 

дробями вида (В.26), где   kiki k
xa ,  ( nk ,1 , Nip ,1 , kp ,1 ), 

 kNkkk xxxP ,,2,1 ...,,, ,  1,1  nk  – узлы интерполяции. 

Пример [81]. Пусть функция      122 5,1,


 yxyxf задана в точках 

  2,1,0,,, jiji , среди которых       2,1,1,2,0,0  – основные. Интерполяци-

онная дробь запишется в виде 



 23 

5601
1672

1

162
209

2
76

105

162
209

1

5601
1672

2
88

1053
2







yx
y

yx
x . 

Вычисляя значение функции, интерполяционной дроби , полинома Лагранжа 

4-й степени, построенного по тем же основным и промежуточным точкам, в 

точке  21,21 , получим; точное значение равно -1, по дроби – 0,90368, по 

полиному – 0,18242. 

С целью уменьшения выполняемых арифметических операций 

М.М.Пагиря [99] исследовал вопрос оптимизации интерполяционной форму-

лы Х.И.Кучминской. Другой вид интерполяционной ВЦД 
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,  

где   0,  yxn , был рассмотрен в работах [80,154,176]. Для этой дроби при-

веден остаточный член в удобной для исследования форме [81], построены 

многочисленные примеры, иллюстрирующие эффективность алгоритма 

[154]. В.Семашко [192] применил интерполяционную ВЦД вида 
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,  1,1  nk ,    0yFn  

для конкретных инженерных расчетов. В работе [190] он предложил еще 

один вид интерполяционной ветвящейся цепной дроби, установил формулу 

остаточного члена. 

Путем предельного перехода, когда узлы интерполяции стягиваются в 

одну точку и путем введения частных обратных производных в [45,46,81, 

122,192] установлены аппроксимационные формулы разложения функций 

многих переменных в ВЦД в окрестности заданной точки, являющиеся 

многомерным обобщением дроби Тиле – дробного аналога ряда Тейлора 
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где обратные производные    xfn  вычисляются рекуррентно 
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Одним из наиболее эффективных методов разложения функции (фор-

мального степенного ряда) в ВЦД является построение дроби, соответству-

ющей заданному ряду. Большое число работ, как у нас, так и за рубежом, по-

священо построению и исследованию различных типов соответствующих 

двумерных цепных дробей (см., например, [33,80,154,176,190,192] ). Пусть 

задан формальный степенной ряд 

j

ji

i
ij yxq



0,
      (В.29) 

ВЦД называется соответствующей к ряду (В. 29), если разложение её каждой 

n -й  подходящей дроби ...,2,1, nfn ,  в формальный степенной ряд  

  j

ji

in
ij yxq



0,
 

удовлетворяет условию 
 

ij
n

ij qq  , njinji  ,...,,1,0, .    (В.30) 

В работах [80,154,176] была рассмотрена соответствующая ВЦД в виде 
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Другая модель соответствующей дроби была предложена в [190] 

,
11

1
,0

,0

10,

0,

1
00

i

i

pi

i

i F
yc

F
xb

F DD 












 

1
,

1

xyb
F jpip

p
ij D 


 .  (В.32) 

n -ой подходящей дроби ВЦД (В.31) или (В.32) является конечная ВЦД, 

являющаяся частью (В.31) или (В.32) и содержащая только те элементы ijc  

или ijb , для которых nji  . Двумерные соответствующие ВЦД (В.31) или 

(В.32) существенно отличаются от соответствующей непрерывной дроби 

(В.24) тем, что некоторые их частные числители являются полиномами 
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второй степени. Требование линейности частных числителей естественным 

образом приводит к следующей конструкции соответствующей ВЦД 
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Условий (В.30) недостаточно для определения коэффициентов  kib . 

Естественными представляются два пути образования недостающих 

уравнений: положить определенное количество элементов  kib  равными 

нулю или равными друг другу. В первом случае приходим к соответству-

ющей ВЦД с неравноправными переменными x  и y  вида [122,192] 
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Во втором случае о целью минимизации количества различных коэффици-

ентов  kib , можем положить [25,30] 

      kkikikki ab  ,2 ,     (В.34) 

где   kiiiki  ...21 . Если ряд (В.29) является формальным разло-

жением функции  yxf  , то естественно ожидать, что тогда соответ-

ствующие ВЦД выродятся в непрерывную дробь (В.24), где вместо каждого 

x  положено yx  . Однако последнее утверждение справедливо лишь для 

ВЦД (В.33) с коэффициентами  kib  вида (В.34) [33,36]. 

Одним из достоинств аппарата непрерывных дробей является то, что 

они дают простые разложения для гипергеометрических функций или их 

отношений, сходящиеся во всей области определения соответствующих 

функций. Аппель в [145] определил гипергеометрические ряды от двух 

переменных 
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где ccbbaa  ,,,,,  – комплексные константы ...,,2,1,0, cc  и 

   1...1  kk   – символ Похгаммера. В работе [73] Н.С.Дронюк 

разложила отношение функций Аппеля  
 211

211
,;;,,

,;;,,1
zzcbbaF

zzcbbaF

  в ВЦД. Однако 

это разложение оказалось очень специфичным. Ни в одном из частных 

случаев, когда  211 ,;;,, zzcbbaF   вырождается в ряд Гаусса, оно не совпадает 

с известными. В paбoтaх [28,29,35] построены разложения отношения 

функций (В.36), (В.38) в ВЦД, являющиеся двумерными обобщениями дроби 

Гаусса. Доказано, что дроби являются соответствующими ВЦД. 

 Пр имер . Сравним вычисления функции Аппеля  212 ,;,;,,1 zzccbbF   с 

помощью ряда (В.36) и ВЦД 
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qpqpq aba  ,, , определяются с помощью аналогичных формул, где вместо  
pbc ,,  и q  соответственно взято qbc ,,   и p . 
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k  kS  1 kk SS  kf  1 kk ff  

1 1,7125 1,7125 3,4782608 2,4782608 
2 2,2270201 0,5145201 3,5641805 0,0859197 
3 2,6027715 0,3757514 3,6845861 0,1204056 
4 2,8798225 0,277051 3,6918051 0,0072190 
5 3,0858759 0,2060534 3,7008239 0,0090188 
6 3,2401492 0,1543733 3,7015568 0,0007329 
7 3,3564287 0,1162795 3,702194 0,0006372 
8 3,444583 0,0881543 3,7022392 0,0000452 

 
Предполагается, что 2,0,7,0,10,5,8,7 21  zzcbcb , 100  fS , 

kS  – частная сумма двойного ряда (В.36), где ,knm   kf  –  k -я подхо-

дящая дробь. 

 Эффективность применения цепных и ветвящихся цепных дробей в 

вычислительной математике, в частности, связана со свойством их вычисли-

тельной устойчивости. Имеется сравнительно немного работ, где излагаются 

результаты по данному вопросу [5,20,91,93, 97,122,150,169] и др. Важное зна-

чение здесь играют формулы типа (3.5.22), выражающие абсолютную или 

относительную погрешность при вычислении ВЦД через абсолютные или 

относительные погрешности ее компонент. Впервые формула такого типа 

была установлена в [5], другие варианты были рассмотрены в работах 

[91,93,97] . Исследованы вопросы вычислительной устойчивости ВЦД с 

положительными элементами, а также с элементами, удовлетворяющими 

условиям многомерных аналогов теорем Ворпицкого, Слешинского–

Прингсгейма и др. 

 С помощью дробно-рациональных выражений, образованных, в част-

ности, на основании разложений в цепные или ветвящиеся цепные дроби, по-

строены численные нелинейные (дробно-рациональные) методы решения 

дифференциальных и интегральных уравнений. Эта методы оказались эффек-

тивными при  решении жестких систем дифференциальных уравнений (см., 

например, [43] ). Возможность применения ВЦД в численном анализе иллю-

стрирует подход, предложенный в [101]. 
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 Рассмотрим нестационарную задачу математической физики 
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  – граница  пixi ,1,10  . К решению таких задач приводят проб-

лемы построения математических моделей физико-механических процессов, 

задачи многомерной оптимизации, электроники, индукционного нагрева.  

Для простоты рассмотрим случай 2n . Используя ВЦД, найдем нели-

нейные выражения для первых разностных производных. Исходя из разло-

жения  yxu ,  в окрестности точки    qpyx qp ,:,   в ряд Тейлора 
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построим соответствую ВЦД ж этому ряду. Взяв два этажа дроби, получим 
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где  qppq yxu , . Положив в (В.41) сначала qp yyxx   ,1 , а затем 

1,  qp yyxx , находим 
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На основании полученных формул построены разностная схема, и при 

выполнении некоторых условий на функции niaf i ,0,,  , доказана и ее 

сходимость к решению задачи (В.39), (В.40). 

С помощью ВЦД построены  экономичные численно устойчивые мето-

ды решения систем линейных алгебраических уравнений [92,122,128]. 

Эффективность методов проверена на матрицах Гильберта. О возможности 
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применения ВЦД для решения таких систем свидетельствует следующий 

простой алгоритм. Пусть 

niaxa ni

n

j
jji ,1,1,

1
,  


  – 

заданная система линейных алгебраических уравнений с 0det ija . Не 

ограничивая общности, предположим, что все алгебраические дополнения 

отличны от нуля. Используя правило Крамера, представим 1x  в виде отноше-

ния определителей. Раскрывая эти определители по столбцам, которыми они 

отличаются, получим  
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Алгебраические дополнения 1,iA  и 1,kA  отличаются только одной строкой. 

Именно по этой строке сделаем, как и раньше, разложение отношения 

определителей  
1,

1,

k

i
A
A

. 

 Ветвящиеся цепные дроби получили также применение в электротех-

нике для синтеза многополюсников [74,153], для построения математических 

моделей транзисторов [77], в теоретической физике: в виде ВЦД, которую 

автор почему-то называет интегральной цепной дробью, представлен массо-

вый оператор квазичастиц, взаимодействующих с фононами [131], ВЦД с 

операторными элементами были применены при решении уравнения 

Шредингера [182].  

 Первые признаки сходимости были не эффективными, их формулиров-

ки очень громоздкими. Новый подход при исследовании сходимости ветвя-

щихся цепных дробей, использующий формулу (1.3.4), предложен в работах 

[4,39,40], в которых было установлено, что ВЦД 
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с действительными неотрицательными  kib , ...,,2,1k  kpNip ,1,,1  , 

сходится, если расходится ряд 





1
1

k
kk ,  где 

  kpNib pkik ,1,,1:min   –    (В.43) 

минимальный частный знаменатель дроби (В.42) на k -м этаже. В дальней-

шем эти исследования были развиты в кандидатской диссертации [6], где 

были доказаны утверждение 1.4.1, следствия 2.3.1, 2.3.4, пункты 1),3) и 4) 

теоремы 3.2.1 с более грубой, чем (3.2.10), оценкой скорости сходимости при 

условии, что   14  N , а также установлен необходимый и достаточный 

признак сходимости N-мерного обобщения ВЦД (4.4.8) с положительными 

элементами. 

 Теор ема В.21. Если ВЦД (В.42) с действительными положительными 

частными знаменателями сходится, то последовательность 
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где  222 kkms  ,  
 s

kiQ  определяются согласно (1.3.1), для каждого 

фиксированного набора индексов ...,, 21 ii , не ограничена. 

 Теор ема В.22. ВЦД (В.27) с положительными членами сходится, 

если расходится ряд  
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 Теор ема В.23. Пусть для ВЦД (В.42) с действительными 

положитель-ными частными знаменателями существует набор индексов 

 1kk , Nk 1 ,  ...,2,1k , и константа 0M , что для каждого Nm  с 

учетом обозначений (1.3.1) выполняются условия 
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        1,1,,1:min 11   kpNibbbb pkikikk  , 

где  222 kkms  . Тогда ВЦД (В.42) сходится тогда и только тогда, 

когда расходится ряд     





1
1

k
kk bb  . 

Среди других работ, посвященных вопросам сходимости ВЦД, отметим 

[83], где доказана часть теоремы 4.1.2, при условии, что параметр t , 

фигурирующий в іі і) , удовлетворяет условию 





 

2
10 t , а также [91,93], 

где были установлены два признака сходимости для ВЦД типa Прингсгейма. 

Нами получено усиление одного из этих признаков (см. теоремы 3.2.2, 3.4.2, 

3.4.10, 3.4.12, пункт 1). В работах [37,38,41,82,84,127 и др.] рассмотрены 

вопросы сходимости двумерных соответствующих цепных дробей вида 

(В.31), в работе [191] – вида (В.32). 

 В работах [20,22,46–48] исследованы круговые области сходимости для 

ВЦД. Одним из первых результатов, касающихся спаренных областей 

сходимости для непрерывных дробей, является  

 Теор ема В.24 ( Лейтон-Уолл [202] ). Цепная дробь 
11

k

k

aD



 с комп-

лексными числовыми элементами сходится, если  

...,2,1,
4
25,

4
1

212  kaa kk .. . 

 В естественной формулировке, а именно  

  12kia ,     ,2 Ma ki     ,...,2,1k    Mip ,1 ,   kp ,1 ,  (В.44) 

где 0,0  M  – некоторые действительные положительные числа, эта 

теорема не переносится на ВЦД вида 
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Для произвольных, как угодно малого   и как угодно большого M  можно 

построить расходящуюся ВЦД вида (В.45), удовлетворяющую условиям 

(В.44). 

 Пр имер  [47]. Рассмотрим ВЦД (В.45), где 2N , 

  ,121  kiaa    ,
4222


 kiaa    ,112 Ma ki     ,112122 Maa ki   

  ,
2
1

22222 Maa ki   kpik p ,1,2,1...,,2,1  . Тогда все четные под-

ходящие дроби ВЦД (В.45) равны  . Тем не менее удовлетворяются условия 

(В.44), где вместо M  необходимо взять  1,min MM . 

 В работе [47] рассмотрен многомерный аналог теоремы В.24.

 Континуальным аналогом ВЦД является интегральная цепная дробь 

(см.[122, 128]). Пусть C0b ,       ,2,1,, rtbta r
r

r
r  – непрерывные комп-

лексные функции, заданные в r -мерном гиперкубе 

  ,, r
r baK      r

r tttt ...,,, 21 . Бесконечную интегральную цепную дробь 

определим как предел выражений 
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при k . Для записи бесконечной интегральной цепной дроби будем 

использовать обозначение 
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В виде (В.47) представлены решения интегральных уравнений Вольтерра, 

Фредгольма второго рода, Винера- Хопфа, Амбарцумяна–Чандрасекхара и 

др. [128]. В первой публикации [127] сделана неудачная попытка установить 

признаки сходимости дробей (В.47). Метод доказательства оказался ошибоч-
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ным. Р.И.Михальчук [89], а затем М.С.Сявавко (см., например, [128]) по 

аналогии с ВЦД установили различные признаки сходимости интегральных 

цепных дробей. Методика исследования сходимости ВЦД легко перенеслась 

на их континуальные аналоги. 

 Целью настоящей диссертационной работы является разработка основ 

аналитической теории ветвящихся цепных дробей: исследование элементар-

ных свойств ВЦД, установление общих признаков сходимости и расходи-

мости ВЦД, являющихся многомерными обобщениями наиболее известных и 

употребительных признаков сходимости непрерывных дробей, определение  

и исследование свойств различных типов функциональных ВЦД, разложение 

функций, заданных формальными степенными двойными рядами в 

соответствующую ВЦД с линейными числителями, разложение в ВЦД 

отношения гипергеометрических функций двух переменных. 

Актуальность рассматриваемой тематики обусловлена тем, что ВЦД 

являются многомерными аналогами цепных дробей, их подходящие дроби 

дают дробно-рациональные приближения для функций многих переменных. 

ВЦД получили применение в вычислительной математике и анализе, в тео-

ретической физике и электротехнике. Однако теория ВЦД развита не-

достаточно. Здесь возникают значительные трудности, связанные с тем, что 

методы, которые применяются при исследовании сходимости непрерывных 

дробей, явно используют рекуррентные соотношения (В.2), для которых нет 

аналогов в многомерном случае. Вторая трудность связана с тем, что 

совокупность многомерных дробно-линейных отображений не образуют 

группы, как это имеет место в одномерном случае, если в качестве групповой 

операции рассматривать композицию отображений. 

Диссертация состоит из введения и 4 глав, которые разбиты на 21 

параграф. 

В первой главе дано определение ВЦД, указана связь с композицией 

многомерных дробно-линейных отображений, определены различные виды 

подходящих дробей, установлены формулы для числителей и знаменателей 
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подходящих дробей в виде определителей, определены различные виды 

сходимости ВЦД, исследованы эквивалентные преобразования для вет-

вящихся цепных дробей, установлен многомерный аналог тождеств Эйлера 

преобразования ВЦД в "усредненный" ряд. Сформулируем некоторые 

результаты, сохраняя приведенную в диссертации нумерацию. 

Следс твие 1.2.2. Для числителей kA  и знаменателей kB  подходящей 

дроби ВЦД 
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с комплексными элементами справедливы формулы 

...,,2,1,det,det 10  kDBDA lklk  

где kNNNl  ...2 , элементы симметричных матриц 
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 , ...,,2,1;1,0  ni (В.49) 

определяются следующим образом. Если  npp  ,N , то, найдя индексы 

mjjj ...,,, 21  из разложения  

mrNjjNjNjp rm
mm ,1,12

2
1

1    ,... ,   (В.50) 

имеем   ,,,1,,
11000,0 iimjpp adnpbdbd   

  ,
1


mimjpq ad если  NiiipNq mm   111 ,1, ,  

0pqd  во всех остальных случаях, когда qp  . 

 Ветвящиеся цепные дроби (В.27) и 
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называются эквивалентными, если 

...,2,1,~~ *  nff nn ,     (В.52) 
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где *~,~
nn ff  –  их n -е  фигурные подходящие дроби вида (1.1.15), число s , 

индексы skkk ...,,, 21  находятся из разложения k  по алгоритму (В 50), порядок 

на множестве мультииндексов определяется согласно (1.1.14). 

 Теор ема 1.51. ВЦД (В.27) и (В.51) с отличными от нуля частными 

числителями эквивалентны тогда и только тогда, когда существуют отлич-

ные от нуля константы  ki , kpNik p ,1,,1...,,2,1  ,   ,100  i  такие, 

что 

       1
*

 kikikiki aa  ,      kikiki bb * kpNik p ,1,,1...,,2,1  . 

 Если условие (В.52) заменить просто равенством обычных подходящих 

дробей, то теорема 1.5.1 неверна. 

 Вторая глава посвящена вопросам сходимости ВЦД с действительными 

неотрицательными элементами. Основным методом исследования сходимос-

ти таких дробей является применение специальных неравенств , которым 

посвящен первый параграф.  

 Теорема 2.1.8. Пусть 0,0,0,0,0  ii yx , ni ,1 , принад-

лежат области  niYyyXxxD ii ,1,0,0  . Тогда  

11

1 1 111

11
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 ,    (В.53) 

n – наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 

  XY
xynnn 
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 В последующих параграфах установлены соответственно необходи-

мые, достаточные, необходимые и достаточные признаки сходимости ВЦД с 

действительными положительными элементами. Главная  цель этих исследо-
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ваний – максимальным образом приблизиться к многомерному аналогу 

теоремы Зейделя (теорема В.2), который сформулируем в виде гипотезы:  

ВЦД (В.42) с действительными положительными членами сходится, если ряд 




1k
k  расходится, дробь (В.42) расходится, если ряд 



1k
k  сходится, где k  

определяются согласно (В.43), 
  kpNib pkik ,1,,1:max  .    (В.54) 

 Теор ема 2.2.1. ВЦД (В.42) с элементами   ...,,2,1,0  kb ki  

,,1 Nip   kp ,1 , расходится, если 
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где kk  ,  определяются согласно (В.43), (В.54),   222 kkms  ,  2k  – 

целая часть числа 2k . 

 Теорема 2.3.1. В обозначениях предыдущей теоремы ВЦД (В.42) 

сходится, если 
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 Теорема 2.2.4. В обозначениях теоремы 2.2.1 независимо от сходи-

мости ВЦД (В.42) всегда выполняется условие  
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 , 

где 2212
*

122
*
2 ,   mmmmm N  . 

 Теорема 2.2.2. В обозначениях теоремы 2.2.1 ВЦД (В.42) расходится, 

если сходится ряд 




1k
k .        (В.55) 

 Теорема 2.3.7. Пусть для ВЦД (В.42) с элементами   ,0kib  

...,,2,1k  ,,1 Nip   kp ,1 , выполняется условие: существует натуральное 

число M , что для всех индексов i  и m , таких, что   12  Mim  
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где ii  ,  определяются согласно (В.43), (В.54), iN  – согласно (В.53), в 

предположении, что        122122 ,,,,   m
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, 

12,2,1,2  mmssi ;  ss   , если is   – четное и s  в противном слу-

чае, ssss  * . Тогда ВЦД (В.42) сходится, если ряд   


1i
i  расходится. 

 Теор ема 2.4.3. Если для ВЦД (В.42) с действительными положитель-

ными частными знаменателями существует константа 0M , что 

kk M  , ...,2,1k ,    (В.56) 

где kk  ,  определяются согласно (В.43) и (В.54), то ВЦД (В.42) сходится 

тогда и только тогда, когда ряд (В.55) расходится. 

 Теор ема 2.4.5. Справедливо утверждение предыдущей теоремы, 

если условие (В.56) заменить на  

kkkk MM    11, ,  ...,2,1k  . 

 В последнем параграфе данной главы рассмотрены вопросы сходимос-

ти ВЦД с неотрицательными элементами. 

 Глава 3 посвящена сходимости ВДЦ с комплексными компонентами. 

Здесь установлены многомерные аналоги наиболее известных признаков 

сходимости непрерывных дробей: признаков Ворпицкого, Прингсгейма, Ван 

Флека, параболических теорем и др. При доказательстве сходимости ВЦД в 

этом случае используется применительно к ВЦД метод мажорант, теорема 

Стилтьеса-Витали. 



 38 

 Теор ема 3.1.1 Пусть все частные знаменатели ВЦД (В.42) 

принадлежат области    2arg,0: zzzG C , где   – как угодно 

малое действительное положительное число, 20   . Тогда  

і) ...,2,1,  mGfm   ; 

і і) существуют конечные пределы if2  и 12 if  при i ; 

і і і) ВЦД (В.42) сходится, если при введении обозначений  

      ,,1,,1:max,,1,,1:min kpNibkpNib pkikpkik     (В.57) 

выполняется либо условие теоремы 3.2.1, либо расходится ряд 
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1kr  – целая часть  
2

1k . 

 Теор ема 3.1.3. Пусть для ВЦД (В.42) 00 b ,   Ckib , ...,,2,1k  

kpNip ,1,,1  , ряд (В.55) сходится, где  k  определяются согласно (В.57). 

Тогда m -е числители mA  и знаменатели mB  ВЦД (В.42) стремятся к нулю 

при m . 

 Установлены оценки скорости стремления к нулю mA  и mB , построен 

контрпример, показывающий, что в отличие от одномерного случая 

расходимость ряда (В.55) не является необходимым условием сходимости 

ВЦД (В.42) с комплексными частными знаменателями. 

  Теорема 3.2.1. Если для ВЦД  
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с комплексными элементами выполняются условия  

 
 

2
10,1  t

N
ttc ki  ,  ...,,2,1k kpNip ,1,,1       (В.59)  

то   і) ВЦД (В.58) абсолютно сходится; 
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і і) справедливы неулучшаемые оценки скорости сходимости 
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2
10  t ,  

или  
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2



mn
mnff mn , если 

2
1

t , 

где mn  , kf  – k -я подходящая дробь ВЦД (В.58); 

 і і і) наилучшей областью значений, соответствующей области 

элементов (В.59) является круг    22 111 tttz  ; 

 і і іі) предельная константа  N41  является наилучшей, ее нельзя 

увеличить, сохраняя при этом сходимость ВЦД (В.58). 

 Теорема 3.2.5. ВЦД (В.58) с комплексными частными числителями 

сходится, если для произвольного натурального n  и произвольного набора 

индексов  1kki , ...,2,1,1  kNik , выполняется условие   N
c

n

k
ki

1

1



. 

 Теорема 3.3.2. Пусть элементами ВЦД (В.58)   kic , ...,,2,1k  

kpNip ,1,,1  , являются комплексные числа, принадлежащие области 

    NizzzP 
2

, cos122expRe:  C , 

где 22   ,   – как угодно малое действительное число, 10   . 

Тогда  
і) существуют конечные пределы четных и нечетных подходящих 

дробей; 
і і) ВЦД (В. 58) сходится, если выполняется одно из двух условий: либо 

существует такой номер k , что все    0kic , kpNip ,1,,1  , либо 

расходится ряд   kpNic pki
k

,1,,1:min 1

1





 ;   

і і і) область значений ВЦД (В.58) принадлежит кругу 
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2
1expcos
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2
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 Теорема 3.4.6. Пусть членами звеньев ВЦД (В.27) являются 

комплексные числа, удовлетворяющие условиям 

    1 kiki aNb , ...,,2,1k  kpNip ,1,,1  .  (В.60) 

Тогда  і) ВЦД (В.27) абсолютно сходится; 

і і) наилучшей областью значений этой дроби является круг 1z ; 

i i i) значение ВЦД (В.27)  принадлежит окружности 1z тогда и только 

тогда, когда существует угол  , ,что 

       
i

iiii eabab 
1

1
1

1
11 ,  Ni ,11  ,      ,1 kiki aNb    

      ,01
1

1
1 




 kikiki bba  kpNik p ,1,,1...,,2,1    и 

             


...1...111lim 121 kikiii
k

aNaNaNaN , 

где    kiki aa  , каждое выражение в квадратных скобках обозначает 

среднее гармоническое   
 

1

1

1
















 

N

i ki
ki

k
c

Nc . 

 Получено усиление теоремы 3.4.6 как при переходе в действительную 
область (теорема 3.4.4), так и с учетом пункта i ii)  теоремы 3.4.6 заменой 

условия (В.60) на 

  Nibi ,1,1 11  ,      ,2,1  kaNb kiki  

в предположении, что хотя бы при одном наборе индексов одно из этих нера-

венств строгое (теорема 3.4.11). 

 В последнем параграфе данной главы рассмотрен вопрос об областях 

сходимости и областях устойчивости для ВЦД. 

 В главе 4 рассмотрены различные типы функциональных ветвящихся 

цепных дробей. В § 1 исследована равномерная сходимость функциональных 

ВЦД общего вида, доказан многомерный аналог теоремы Стилтьеса-Витали. 

 Теор ема 4.1.2. Пусть элементами ВЦД 

    
  








N

i ki

ki

k k
zb
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zb D
11

0       (В.61) 
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являются действительные функции, заданные в некоторой области nD C  и 

удовлетворяющие условиям 

 і) существует константа 0M , что для всех Dz    

      NiMzbza ii ,1, 1
1
11   ; 

і і)     ,0zb ki  kpNik p ,1,,1...,,2,1  , Dz  ; 

 i i i) существует константа 
2
10,  tt , что для всех Dz  

     011
1  

 ttNzd ki , kpNik p ,1,,1...,,2,1  . 

Тогда ВЦД (В.61) равномерно сходится в области D , если выполняется одно 
из условий: либо существует такой номер k , что все     0za ki , ,,1 Nip   

Dzkp  ,,1 , либо расходится ряд 


1k
k , если 

2
10,  tt , либо 








1

1
lim

m

k k

k
m m 

 , если 
2
1

t , где  

   DzkpNizd pkik  
 ,1,1,,1:inf 1

1 ,       
     zbzb

za
zd

kiki

ki
ki

1

1
1




  , 

причем те наборы индексов и те значения z , при которых    01  za ki  при 

минимизации не рассматриваются. 

 В последующих паpaгpафax исследованы свойства, установлены при-

знаки сходимости различных типов функциональных ВЦД: положительно 

определенных ВЦД, многомерных аналогов J-, C -, S - и g -дробей. 

 Ветвящаяся цепная дробь 
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zb D ,   (В.62)  

где    kiki abb ,,0  – комплексные числа,  kiz  – комплексные переменные, 
kpNik p ,1,,1...,,2,1  , называется положительно определенной, если 

неотрицательно определены действительные квадратичные формы  
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где ...,,2,1n            R kikikikiki ba  ,Im,Im . 

 Теор ема 4.2.1. Если ВЦД (В.62) положительно определена, то все 

знаменатели подходящих дробей   ,0zBn  ...,,2,1n  в областях   0Im kiz , 

kpNik p ,1,,1...,,2,1  . 

 Теорема 4.2.2. ВЦД (В.62) положительно определена, если 

і)   0ki , kpNik p ,1,,1...,,2,1  ; 

i i) существуют такие числа    1,0kig  , что 

          kikikikiki ggN 11
12 1 
   ,  kpNik p ,1,,1...,,2,1  . 

 ВЦД (В.62), у которой   C
kikiz  , ...,2,1,0k , называется 

многомерной J-дробью. Если последовательности   kia  и   kib  ограни-

чены, то многомерная J-дробь называется ограниченной.  

 Теорема 4.2.8. Многомерная ограниченная J-дробь равномерно схо-

дится на каждом ограниченном множестве из  1NС  расстояние которого до 

множества 0K  положительно, где 

    ,:...,,, 1
10 kkk

N
N iуxzzzzz  С   

   NkYуx kk ,0,20,cossin 0   ,    

    1,1:,inf0  nY  , 

  ,  – квадратичная форма вида (В.63), где вместо  ki ,  ki  положено 

соответственно   i
ki ebIm ,   i

ki eaIm .  

 Ветвящаяся цепная дробь 

 







N

i

iki

k k

k
za

D
11 1

1 ,    (В.64) 

где   0kia , kpNik p ,1,,1...,,2,1  , – комплексные числа, 

  N
Nzzz С ...,,1  называется многомерной регулярной С-дробью. Если все  
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  0kia , то (В.64) называется многомерной S -дробью, если же 

      11  kikiki gga , где   10  kig , тo (В.64) называется многомерной g -

дробью. В каждом из этих случаев наряду с (В.64) можно рассматривать 

ВЦД, обратные к ней. 

 Теорема 4.3.2. Пусть (В.64) – многомерная С-дробь, такая, чтo 

  0lim 


aa ki
k

  и     





 



2
,

2

,



NN , где  

 ,,,, ...  N  – 

декартово произведение N  областей 

   













aN

iww:w
2
cos2argexpRe

2

,


 C . 

Тогда ВЦД (В.64) сходится к функции f , мероморфной в   N  или тож-

дественно равной бесконечности.  

 Теорема 4.3.4. ВЦД 
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1 1
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где N
i zz C ,1
0

,   0kia , kpNik p ,1,,1...,,2,1  , равномерно 

сходится на каждом компакте области 0Re iz , Nip ,1 , если расходится 

ряд     




 
1

1 ,1,,1:min
k

pki kpNia . 

 Теор ема 4.3.8. Многомерная g -дробь (В.64) абсолютно сходится, 

если для произвольного набора индексов 

  1
1




N

i
ki

k

z , ...,2,1k  . 

Сходимость будет абсолютной и равномерной, если, кроме того, 

01

1





k k

k
m

m , где   kpNigm pkik ,1,,1:min  . 
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 Теорема 4.3.10 ВЦД 

  ,
1

1

1
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D  

где    Rkia  и          10,1 1
12  


kikikiki gggNa , ...,,2,1k  ,,1 Nip   

kp ,1 , равномерно сходится в каждой ограниченной замкнутой области из 

1NС , расстояние которой до области   

 NizzzD ii
N ,0,1Re,0Im:1  С  

положительно. 

 В § 4 построены и исследованы  соответствующие ВЦД к двойному 

степенному ряду с линейными частными числителями вида (В.33) с 

условиями (В.34) на коэффициенты. В последнем параграфе разложены 

отношения гипергеометрических функций Аппеля (В.35), (В.36), (В.38) в 

соответствующие ветвящиеся цепные дроби. 

 

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ДИССЕРТАЦИИ, КОТОРЫЕ 

ВЫНОСЯТСЯ НА ЗАЩИТУ 

1) Изучены свойства ветвящихся цепных дробей: обоснованы формулы для 

числителей и знаменателей подходящих дробей в виде определителей, дано 

полное описание класса эквивалентных ВЦД, установлен многомерный 

аналог тождеств Эйлера равноценных преобразований цепных дробей в ряды 

и др. 

2) Разработана методика исследования сходимости ветвящихся цепных 

дробей с положительными и комплексными компонентами. В первом случае 

используется метод специальных неравенств типа средних гармонических, во 

втором, в основном, – применительно к ВЦД метод мажорант. 

3) Получены многомерные аналоги наиболее известных и часто исполь-

зуемых признаков сходимости непрерывных дробей: теоремы Зейделя, 
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Прингсгейма, Ворпицкого, Ван Флека, параболических теорем и многие 

другие. 

4) Построены и исследованы многомерные аналоги некоторых типов 

функциональных непрерывных дробей: положительно определенных ВЦД, 

многомерных аналогов Ј-, С-, S-, g-дробей, двумерных соответствующих 

непрерывных дробей с линейными частными числителями. 

5) Разложены отношения гипергеометрических функций Аппеля в 

ветвящиеся цепные дроби. 



 46 

ГЛАВА 1 . ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА ВЕТВЯЩИХСЯ 
ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 

§ 1. Определение ветвящейся цепной дроби. Подходящие дроби 

 Термин ветвящаяся цепная дробь впервые встречается в двух работах 

[73,119], опубликованных в материалах второй научной конференции 

молодых математиков Украины, прошедшей в Киеве в 1965г. Ветвящаяся 

цепная дробь (ВЦД) является многомерным обобщением непрерывной 

дроби. Идея обобщения состояла в использовании интерпретации цепной 

дроби в виде графа и рассмотрении более общих графов типа дерева. По 

аналогии с одномерным случаем для определения ветвящейся цепной дроби 

П.И.Боднарчук (см. [45]) применил композицию многомерных дробно-

линейных отображений. 

 Пусть C0b ,    
kk iiiiii ba ...... 2121

, ,  ,,1,,1...,,2,1 kpNik p   – за-

данные последовательности комплексных чисел. Ветвящейся цепной дробью 

с N  ветками ветвления NN  называется последовательность подходящих 

дробей  nf , где 
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, ....,2,1n   (1.1.1) 

Компонентами ВЦД могут также быть независимые переменные, функции 

многих переменных, операторы, элементы нормированных полей или других 

абстрактных пространств, в которых определены арифметические операции и 

предельный переход (см., например, в случае 1N  [141, 157, 187], [65, 

стр. 167–178 ] ). 

 К конструкции (1.1.1) естественным образом приходим, рассматривая 

композиции многомерных дробно-линейных отображений. Сначала 
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приведем некоторые обозначения. С целью сокращения записи мульти-

индексов обозначим 

  kiiiki ...,21 , ,,1,,1, kpNik p N    (1.1.2)  

Пусть  
 r

kix  или  rx  – вектор из NC kr
rN ,, , вида 

  
 

      















rrr

NNNkikiki
r
ki xxxx ...2...111...11 ,...,, ,    (1.1.3а) 

 
 
















rrr

NNN
r xxxx ...2...111...11 ,...,,      (1.1.3б) 

где компоненты вектора     rjkix  , или соответственно  rjx  rsNjs ,1,,1  , 

естественным образом упорядочены, т.е.        rmkirnki xx  , если 11 mn   или 

существует такой индекс s , rs 1 , что spmn pp ,1,  , 11   ss mn  и 

     rmrnrj ,,  определяются аналогично (1.1.2), например,   rjjjrj ...21 . 

Пусть    kiki abb ,,0  – комплексные числа,  kiz  – комплексные переменные, 

причем все   0kia , kpNik p ,1,,1,...,2,1  . Рассмотрим последователь-

ность N -мерных дробно-линейных отображений 
     NN zzzbzzztztw  ......,,, 210210
1

00 ,

     
             

       
,...,,,

21
21

1

Nkikikiki

ki
Nkikikikikikiki zzzb

a
zzztztw


  

,,1,,1,...,2,1 kpNik p      (1.1.4) 

Пусть  
 r
kiw  – вектор, определяемый согласно (1.1.3), а его компоненты 

   rjkiw  – согласно (1.1.4). Тогда по аналогии с (В.2) рассмотрим композиции 

N -мерных дробно-линейных отображений (1.1.4) 
           k

k
k

k wTzTztzT 1
11

0
1

0 , 
  , ,...,2,1k   (1.1.5) 

и последовательность   0kT , где 0  – вектор из 
kNС  с нулевыми компонен-

тами. Вычислим явные выражения для  0kT ,  ...,2,1k . Имеем 
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Таким образом,   
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и т.д. Продолжая этот процесс, методом математической индукции с учетом 

обозначений (1.1.2), легко доказать, что 
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.  (1.1.6) 

 Цепные дроби, как известно [65, 202], определяются с помощью ком-

позиций одномерных дробно-линейных отображений. Поэтому из описанных 

выше построений следует, что ВЦД является многомерным обобщением 

непрерывных дробей. Продолжая аналогию, заключаем также, что бесконеч-

ную ветвящуюся цепную дробь естественно рассматривать, как предел  0kT  

при k . 

 По аналогии с (В. ? ) и (В. ? ) бесконечную ВЦД 
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  (1.1.7) 

будем компактно записывать в виде  
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или в виде 
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0 .     (1.1.9) 

 З амеч ание 1.1.1.  Определяя ВЦД с N  ветками ветвления, как ком-

позицию N -мерных дробно-линейных отображений (1.1.4), мы eстествeнно 

предполагали, так же как это делается в одномерном случае [65], что все  

  0kia , kpNik p ,1,,1...,,2,1  .     (1.1.10) 

Впредь, рассматривая ВДЦ (1.1.7), будем допускать и вырожденные случаи, 

когда ограничения (1.1.10) снимаются. 

 Элементы дроби (1.1.7)  kia  называются k -ми частными числителями, 

 kib  – k -ми частными знаменателями, 0b  – свободным членом, отношения 

   kiki ba  называются k -ми частными звеньями Совокупность всех k -х 

звеньев образует k -й этаж ветвящейся цепной дроби (1.1.7). Конечные ВЦД 

вида 
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называются m -ми подходящими дробями или m -ми аппроксимантами дроби 
(1.1.7). Пусть  ki  – фиксированный набор индексов ...,,2,1k  Nip ,1 . 
Непрерывная дробь  
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называется  ...,...,,, 21 kiii  веткой ветвящейся цепной дроби (1.1.7). Под дли-

ной конечной ветки, т.е. конечной цепной дроби, подразумеваем количество 

имеющихся у нее этажей. Характерной особенностью m -й подходящей 

дроби (1.1.11) является то, что все её ветки имеют m  этажей. Формально 

аппроксиманту можно конструировать и так, чтобы её различные ветки 

имели не обязательно одинаковую длину. Фигурной подходящей дробью 

ВЦД (1.1.7) называется конечная ветвящаяся цепная дробь, являющаяся 

частью (1.1.7) и имеющая по крайней мере две ветки различной длины. 

Последние звенья, на которых обрывается фигурная или обычная 

подходящая дробь (1.1.11) ВЦД (1.1.7), называются тупиковыми звеньями. 

Фигурные аппроксиманты можно конструировать по разному. В  некоторых 

задачах он возникают вполне естественно. Известно [181], что отношение 

двух линейно независимых решений системы уравнений 

21   nnnnn ybyay , ...,2,1,,  nba nn C , 

приводит к конструкции цепной дроби. Рассматривая же отношение двух 

линейно независимых решений 

321   nnnnnnn yсybyay , ...,2,1,,,  nсba nnn C , (1.1.12) 

получим ВЦД с двумя ветками ветвления, причем подходящие дроби необхо-

димо рассматривать как фигурные такого же типа, который будет определён 

ниже в примере 1.1.2 [4]. К этому же типу фигурных подходящих дробей 

приводят нас построения ВЦД, соответствующих двукратному степенному 

ряду [80, 154, 176, 190]. При обосновании формул для числителей и знамена-

телей подходящих дробей в виде определителей, а также при изучении 

эквивалентных преобразований ВЦД нам будут необходимы фигурные 

подходящие дроби, описанные ниже в примере 1.1.1. 

 Предварительно рассмотрим алгоритм разложения произвольного 

натурального числа k  по степеням 1N  с натуральными, не превосходя-

щими N  коэффициентами, т.е. 

s
ss kNkNkk   ...2

2
1

1 , sjNk j ,1,1  . (1.1.13) 
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Докажем, что для каждого натурального k  разложение вида (1.1.13) суще-

ствует и единственно. Действительно, для каждого k  существует единствен-

ное число s , такое, что 

1...1... 121   NNNkNNN ssss . 

Представим в N -ичной системе счисления число 

  s
ssss NNNNNk    ...1... 2

2
1

1
21 , 

где 10  Ni ,  откуда 
      s

ss
s

ss kNkNkNNk   ...1...11 2
2

1
1

2
2

1
1  . 

 Пр имер  1.1.1 [20]. Предположим, что каждая последующая фигур-

ная подходящая дробь образуется добавлением очередного звена в 

естественной записи ВЦД (1.1.7), т.е. 
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Чтобы получить выражение для произвольной k -й фигурной подходящей 
дроби kf~  разложим число k  согласно описанному выше алгоритму (1.1.13). 
Покажем, что k -я фигурная аппроксиманта kf~  – это s -я обычная подхо-

дящая дробь, в которой все s -е звенья, следующие за  
 sk

sk
b
a

, заменены на 
1
0 , 

где число s , индексы skkk ...,,, 21  определяются из упомянутого выше разло-
жения числа k . Действительно, рассмотрим множество  NI  наборов 
мультииндексов   ,3,2,1, ppi prNir ,1,,1  , и упорядочим его 
следующим образом 

   qjpi  , если  qp  , 

   qjpi  , если  11 ji  ,       (1.1.14) 

   qjpi  , если  существует prr 1, ,  

что  rkji kk ,1,   и 11   rr ji . 

Пpонумepyeм элементы множества  NI с учетом введенного выше порядка 

и вычислим, какой номер получит элемент  sk . Количество элементов 
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   NIsj  , предшествующих  sk , разделим на группы: I группа – это 

  sjsk 1 , где ss kj  , II группа – это   ss jjsk 12  , где 11   ss kj , sj  про-

вольное и т.д., s -я группа – это  sj , где 11 kj  , а все остальные pj  произ-

вольные. Количество элементов в каждой группе будет соответственно 

1sk ,    1...,,1 1
1

1  
 kNkN s

s . Следовательно, элемент с индексом  sk  

получит  номер 
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11...11...
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1
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1
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s
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s
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Мы приходим к разложению (1.1.13). Таким образом, 
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где 
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 Пp имеp  1.1.2 [20]. Определим k -ю фигурную подходящую дробь kF~  

ветвящейся цепной дроби (1.1.7), как конечную ВЦД, являющуюся частью 

(1.1.7) и содержащую все те элементы    pipi ba , , сумма индексов которых 

kiii p  ...21 , т.е. 
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§ 2. Формулы для числителей и знаменателей подходящих дробей в 
виде определителей. 

 Как известно [65, 137], числитель nA  и знаменатель nB  n -й подхо-

дящей дроби nnn BAf   непрерывной дроби 

k

k

k b
ab D






1
0       (1.2.1) 

определяются с помощью рекуррентных соотношений 

,...,2,1
,
,

21

21 









 n
BaBbB
AaAbA

nnnnn

nnnnn     (1.2.2) 

при начальных условиях:  0,1;1, 10100   BBAbA . Эти формулы су-

щественно используются при установлении признаков сходимости непрерыв-

ных дробей, при построении различных алгоритмов вычисления их подходя-

щих дробей, при оценках скорости сходимости и т. д. Поэтому вполне естест-

венно, что все поиски в начальной стадии развития теории ВЦД как много-

мерных обобщений цепных дробей были направлены на установление для 

них аналогичных формул. По-видимому для общих ветвящихся цепных дро-

бей (1.1.9) простых рекуррентных соотношений типа (1.2.2) не существует. В 

работе [4] было показано, что отношение двух линейно независимых реше-

ний более сложных рекуррентных уравнений (1.1.12) является ветвящейся 

цепной дробью с двумя ветками ветвления специального вида. 

 Поэтому возникает задача, как определить числитель и знаменатель 

n й подходящей дроби ВДЦ (1.1.9)? Для этой цели опишем сначала 

алгоритм вычисления n -й подходящей дроби (1.1.9) снизу вверх. Впредь 

запись 
d
c

b
a   будет обозначать равенство двух дробей и выполнение условия 

ca  , dc  . Тождество 
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 запишем в сокращенном виде 
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Процесс вычисления k -й подходящей дроби (1.1.11) ВЦД (1.1.9) производит-

ся по следующему рекуррентному алгоритму 
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,   (1.2.5) 

mpNikkm p ,1,,1,1...,,2,1  , 

 
  1

0






ki

ki
b
a

,  kpNip ,1,,1   .     (1.2.6) 

Числитель kA  и знаменатель kB  отношения (1.2.4) называется числителем и 

соответственно знаменателем k -й подходящей дроби ВЦД (1.1.9). Это 

определение приведено в работе [20]. В случав непрерывных дробей оно 

эквивалентно традиционному.  

 З амеч ание 1.2.1. При вычислении конечной цепной дроби с ком-

плексными элементами 

k

k
n

k
n b

abf D
1

0


  

часто необходимо рассматривать арифметические операции в замкнутой 

комплексной плоскости C , предполагая, что 0,
0




 bab , где Cba,  и 

0a . Естественно ограничение ,0ka nk ,1 , гарантирует что 0nf . 

 При вычислении конечной ВЦД 
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0  

с комплексными элементами возникают и другие трудности. Выполнение 

условия   0pia , np ,1 , psNis ,1,,1  , недостаточно, чтобы исключить 

неопределенность 
0
0 . В частности, из алгоритма (1.2.4)–(1.2.6) вычисления 

конечной подходящей дроби следует, что 

0
0

01




r

i

ia , если 1r  и Cia . 

Считаем, что ВЦД (1.1.11) не имеет смысла, если, свернув дробь по 

предложнному выше алгоритму, получим неопределенность 00 . 

 В работах [119, 120] был предложен первый вариант формул для 

числителей nA  и знаменателей nB  n -й подходящей дроби ВЦД (1.1.9). 

Сформулируем эти результаты, используя другие, по сравнению с 

принятыми в указанных работах, обозначениями. Заметим также, что 

доказательства данных формул нигде до сих пор не опубликованы. Упорядо-

чим согласно (1.1.14) последние тупиковые звенья m -й подходящей дроби 

ВЦД (1.1.9) 
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,...,, .    (1.2.7) 

Пусть r  – произвольное целое число mNr 0  и rjjj ,...,, 21  – произволь-

ный набор натуральных чисел, таких что m
r Njjj  ...1 21 , если 1r . 

Рассмотрим фигурную подходящую дробь ВЦД (1.1.9), совпадающую с ее 

m -й аппроксимантой, у которой все m -е звенья, имеющие в (1.2.7) поряд-

ковые номера rjjj ,...,, 21 , заменены на  
1
0 . Обозначим через 
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ее числитель и знаменатель соответственно. 

 Теор ема 1.2.1 [45]. Для числителей и знаменателей ( 1m )-й подхо-

дящей дроби ВЦД (1.1.9) справедливы рекуррентные соотношения 
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    (1.2.8) 

где произведение берется по всевозможным наборам индексов miii ,...,, 21 , 

суммирование производится по всевозможным  mNrr 0, , и rjjj ,...,, 21 , 

m
r Njjj  ...1 21 , если 1r ;    mimi ac  , если  mi  в (1.2.7) имеют 

один из порядковых номеров rjjj ,...,, 21 ,    mimi bc  . В противном случае и 

с учетом (1.2.3) 
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.     (1.2.9) 

 Второй, по видимому еще более сложный, вариант формул nA  и nB  

для ветвящейся цепной дроби с двумя ветками ветвления, использующий 

пространственные матрицы, был установлен И.Ф.Клюйником и И.П.Пусто-

мельниковым (см. [45], стр. 51–55). Данные формулы не получили пока даль-

нейшего развития и применения. Однако при их установлении авторами 

были впервые предложены сокращенные обозначения (1.1.1) для записи 

ВЦД. 

 В работе [79] указаны формулы для числителя и знаменателя второй 

подходящей дроби ВЦД с двумя ветками ветвления в виде определителей. 

Общие формулы были установлены для цепных дробей с ветвлениями вверх 

и вниз в работе [78]. При исследовании сходимости некоторых типов функ-

циональных ВЦД, а именно многомерных аналогов g   и J дробей 

возникла необходимость установления и строгого обоснования общих 

формул для числителя и знаменателя произвольной подходящей дроби ВЦД 
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с N  ветками ветвления. Поэтому в монографии [20] были доказаны 

соответствующие формулы для ветвящихся цепных дробей общего вида 

(1.1.9), являющиеся многомерными обобщениями известных в теории 

непрерывных дробей формул [180, 202] . 

 Пусть kn , 1,0k ; ...,2,1n , – трехдиагональные определители, 

составленные из элементов цепной дроби (1.2.1) 

n
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.  (1.2.10) 

Тогда для числителей nA  и знаменателей nB  n -й подходящей дроби непре-

рывной дроби (1.2.1) справедливы такие формулы [180]: 

nnnn BA 10 ,  ,  ...,2,1n  .   (1.2.11) 

 Так как подходящие дроби (1.1.11) и (1.1.15) ветвящейся цепной дроби 

(1.1.9) связаны соотношением 

lk ff ~ ,      (1.2.12), 

где kNNNl  ...2 , то с целью избежания громоздких выкладок и 

формулировок под k -й подходящей дробью ВЦД (1.1.9) в данном параграфе 

будем понимать фигурную подходящую дробь kf~ . 

 Аналогично (1.2.4) определим числитель kA~  и знаменатель kB~  k -й 

фигурной подходящей дроби (1.1.15). Имеем 
k

k
k B

Af ~
~~  , где 
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1,...,3,2  ssm ,   mpNip ,1,,1  , 
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    (1.2.15) 

Индексы skkk ,...,, 21  определяются из разложения числа k  по алгоритму 

(1.1.13), порядок на множестве индексов – согласно (1.1.14). 

 З амеч ание 1.2.2. Фактически алгоритм (1.2.13)–(1.2.15) вычисления 

подходящей дроби (1.1.15) эквивалентен сворачиванию этой дроби снизу 

вверх без каких-либо сокращений. Если же при этом вместо  mia  и  mib  (или 

 sia  и  sib ) взять числа  mia  и  mib  (или  sia  и  sib ), где 0  

только при одном допустимом наборе индексов, то, как легко подсчитать, 

получим    kkk BAf ~~~  . 

 Установим многомерные аналоги формул (1.2.10), (1.2.11). Пусть 

kkikik

kiiiii

kiiiii
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ccc
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 ,   ,...,2,1,1,0  ki  –   (1.2.16) 

матрицы, элементы которых связаны с компонентами ВЦД (1.1.9) следую-

щим образом. Если 

,...2
2

1
1 NjNjNjp m

mm    mnNjn ,1,1  , – (1.2.17) 

разложение числа p  по алгоритму (1.1.13), то 

 mjpp bс  ,  kp ,1 ,     (1.2.18) 

  1,
1


 qpimjpq caс

m
,     (1.2.19) 

если kpNiiNpq mm ,1,1, 11   ,  
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Nqcacbс qqq ,1,1,, 00000  ,    (1.2.20) 

0pqc   во всех остальных случаях. 

 Пр имер  1.2.1. В качестве иллюстрации рассмотрим случай 2N , 

7k . Тогда согласно (1.1.13) находим 121217 2   и  11177 bc  . и  
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 Отметим некоторые конструктивные особенности матриц kС0 , не-

посредственно следующие из определения. 

 Сво йс тво  1. Каждый q -й столбец матрицы kC0  (нумерация столбцов 

начинается с нуля) имеет выше главной диагонали самое большее один 

отличный от нуля элемент pqc , где p  находится из разложения 

NiipNq mm   11 1, .     (1.2.21) 

 Сво йс тво  2. Каждый q -й столбец матрицы kC0 , содержащий част-

ные знаменатели последних тупиковых звеньев kf~ , т.е. 

s
ss

s
ss kNkNkqkNkNk  


 ...... 2

2
1

11
3

2
2

1 , (1.2.22) 

имеет ниже главной диагонали все элементы равные нулю, где индексы 

skkk ,...,, 21  определяются из разложения (1.1.13). 

 Действительно, если ,pr   то pr 1  и NpNNr  . Поэтому 

NNripNq m  1  и 0rqc . Аналогично проверяется случай krp   и 

второе свойство. 

 Теор ема 1.2.2 [19,20]. Для числителей kA~  и знаменателей kB~  k -й 

фигурной подходящей дроби (1.1.15) ВЦД (1.1.9) с комплексными компо-
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нентами справедливы формулы 

...,2,1,det~,det~
10  kCBCA kkkk ,    (1.2.24)  

где 1,0, iСik , – матрицы вида (1.2.16). 

 До каз ательс тво . Используем метод математической индукции. При 

2,1k  с учетом (1.2.13)–(1.2.15) имеем 
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Предположим, что nn CA 0det~   и nn CB 1det~   для kn  . Докажем справед-

ливость соответствующих формул для 1 kn . Разложим по алгоритму 

(1.1.13). Тогда 

а) 1...1 2
2

1
1  

s
ss kNkNkk , если Nk s  ; 

б)    


 ms
m

ms
m

ss NkNkNkNkk 1...1 1
1

2
2

1
1  

 1...21   NNN msms , если существует m , такое, что 

 sksmpNk mp  ,,1, ; 

в) 1...1 1   NNNk ss , если spNk p ,1,  . 

До каз ательс тво  во всех трех случаях проводится аналогично. Для опреде-

ленности рассмотрим в техническом плане наиболее сложный случай а). 

Пусть 01,1  kkс . Введем обозначение    
 

  1,1

1,1
1

*
1




 

s

s

ksk

ksk
sksk b

a
bb . 

Рассмотрим ветвящуюся цепную дробь (1.1.15), у которой  1skb  заменены 

на  
*

1skb , все остальные элементы оставлены без изменения, и обозначим 

через *
kA  и *

kB  числитель и соответственно знаменатель данной дроби. 



 61 

 Аппроксиманту 1
~

kf  можно записать в виде (1.1.15), если вместо 

дроби  
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1 1
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1  взять ей равное отношение 
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*
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1,11 . 

Это сразу следует из алгоритма (1.2.13)–(1.2.15) вычисления ВЦД (1.1.15) и 

замечания 1.2.2. Поэтому 

   
*

1,11
*

1,11
~~,~~

kkskkkkskk BbBAbA
ss   ,   (1.2.25) 

так как по предположению   01,11,1   kkksk cb
s

. Для большей нагляд-

ности дальнейших рассуждений запишем 
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aa
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C  .  (1.2.26) 

Из свойств 1,2 матриц 1,0 kС  и 1,1 kС  следует, что их последний столбец 

содержит самое большее два отличных от нуля элемента   1,1  skska  и 

  1,1  skskb . Это же самое относится и к последней строке. Вынесем из по-

следнего столбца отличный от нуля множитель   1,1  skskb . Если к столбцу, 

содержащему элемент  1skb  прибавить последний столбец, предварительно 

разделенный на   1,1  skskb , и раскрыть полученный определитель 1,0 kС  

или 1,1 kС  по последней строке, то согласно предположению индукции полу-
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чим  
*

1,1
~

kksk Ab
s   или  

*
1,1

~
kksk Bb

s  , что соответственно равно 1
~

kA  или 

1
~

kB  в силу (1.2.25). 

 Если же   01,11,1   skskkk bс , то, свернув дробь 
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a
 по алгоритму (1.2.13)–(1.2.15), получим 

   
L
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j
jskksk








1
00

1
11,1

,  где    



s

s

k

j
jskksk baL

1
11,1 . 

 Предположим, что 0L . Пусть skkm  . Рассмотрим k -ю фигурную 

подходящую дробь mg~  ВЦД (1.1.9) в смысле определения (1.1.15), в которой 

  01 ska ,   11 skb  и обозначим mm DC ~,~  ее числитель и знаменатель 

соответственно, а через 1,0, iSim ,  матрицы вида (1.2.16), составленные из 

элементов данной дроби. Тогда, согласно замечанию 1.2.2, имеем 

mkmk DLBCLA ~~,~~
11   . С учетом предположения индукции ,det~

0mm SC   

mSD 1det~  . Поскольку  
  1

0

1

1 




sk

sk
b
a

 – последнее тупиковое звено ВЦД mg~ , то 

из свойств 1, 2 матрицы mS0  следует, что mmm SDSC 10 det~,det~  , где 

mm SS 10 ,   соответственно матрицы mm SS 10 ,  без строки и столбца, 

содержащих элемент   11 skb . Раскрывая определитель (1.2.26), где 

  01,1  skskb , по последнему столбцу, последней строке и оставшимся sk  

столбцам с учетом свойств 1,2 матрицы 1,0 kC , имеем 

101,0
~~detdet   kmmk ACLSLC . 

 Аналогичным образом устанавливается формула и для знаменателя kB~  

подходящей дроби (1.1.15).  
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 Если же      0
1

11,1  



s

s

k

j
jskksk baL , то, как легко заметить, ВЦД 

1
~
kf  не имеет смысла, т.е. 0~,0~

11   kk BA . В этом случае из (1.2.26) 

следует, что 0detdet 1,11,0   kk CC . 

 Если 1k  определяется согласно б) или в), то доказательство теоремы 

значительно упрощается. ■ 

 Следс твие 1.2.1.  Для числителей kA  и знаменателей kB  подхо-

дящей дроби (1.1.11) ВЦД (1.1.9) с комплексными элементами справедливы 

формулы 

lk CA 0det , lk CB 1det , ...,2,1k ,    (1.2.27) 

где ,...2 kNNNl    1,0, iCil , – матрицы вида (1.2.16). 

 В дальнейшем нам будут необходимы другие формулы для числителей 

и знаменателей подходящих дробей, которые удобно записать для ВЦД 
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i ki
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k k
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a
b D

1

2

1
0 ,      (1.2.28) 

где     0,, bba kiki , kpNik p ,1,,1...,,2,1   – произвольные комплексные 

числа. ВЦД (1.1.9) всегда можно записать в виде (1.2.28). 

 Рассмотрим симметричные матрицы 

kkikki

kiiiii

ikiiii

ik

ddd

ddd
ddd

D

...
............

...

...

1,

,11,1,1

1,







 , 10,i  ; ...,2,1k ,   (1.2.29) 

т.е. матрицы, удовлетворяющие условию kqpdd qppq ,1,,  , элементы ко-

торых связаны с компонентами ВЦД (1.2.28) следующим образом. Если p  – 

произвольное натуральное число kp 1 , и индексы mjjj ...,,, 21  опреде-

ляются из разложения числа p  по алгоритму (1.1.13), т.е. 

mnNjjNjNjp nm
mm ,1,1,...2

2
1

1   ,  (1.2.30) 
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то 
  ,,1,,000 kpbdbd mjpp      (1.2.31) 

  111
,0 


mimjpqii adad , если NiiiNpq mm   111 ,1, ,    (1.2.32) 

0pqd  во всех остальных случаях, когда pq  .  

 Пр имер  1.2.2. В качестве иллюстрации рассмотрим случай 

6,2  kN . Тогда 222 k , 2266 bd   и 
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1111

222122

121111

210
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  . 

 Теор ема 1.2. 3 [20]. Для числителя kA~  и знаменателя kB~  k -й 

фигурной подходящей дроби вида (1.1.15) ветвящейся цепной дроби (1.2.28) 

с комплексными элементами справедливы формулы 

...,2,1,det~,det~
10  kDBDA kkkk ,   (1.2.33) 

где ikD  – матрицы вида (1.2.29). 

 До каз ательс тво . Из теоремы 1.2.2 следует, что 

...,2,1,det~,det~
10  kCBCA kkkk , где в матрицах ,1,0, iCik  вида 

(1.2.16) вместо каждого  mja  положено  
2

mja  соответственно. Элементы 

матрицы ,1,0, iCik  в этом cлучаe обозначим  pqc . Покажем, что 

...,2,1,detdet 00  kCD kk .    (1.2.34)/ 

Пусть pqd  – произвольный фиксированный элемент матрицы kD0 , 

kqp 0 . Если rNpq   ни при каком Nrr 1, , то, согласно 

определению матриц kD0  и kC0 , имеем 0 qppqqppq ccdd . Предпо-

ложим, что rNpq   при некотором Nrr 1, , и 0pqd . Рассмотрим 
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квадратную матрицу kD0  порядка 1k , для элементов ijd   которой 

справедливы соотношения: ijij dd   при всех наборах индексов, кроме  

,pqpq cd   1 qpqp cd . Докажем, что kk DD 00 detdet  . С помощью 

элементарных преобразований матрицы kD0 , не изменяющих величины 

kD0det , осуществим в несколько этапов переход от kD0  к kD0 . 

 Предполагая, что нумерация строк и столбцов начинается с нуля, на 

первом шаге разделим q -ю строку и умножим q -й столбец матрицы kD0  на 

pqdd  . Если q  удовлетворяет условию (1.2.22), т.е. Nqkk s  , то в силу 

свойств 1,2 матрицы kD0 , имеющей такую же структуру, как и матрица kC0 , 

при этом сразу получим матрицу kD0 . Если же skkNq  , то получим мат-

рицу  1
0kD , элементы  1

ijd  которой совпадают с соответствующими элемен-

тами матрицы kD0 , кроме  

    ,1, 11  qppqpq dcd      ,,
1111

111
qrqrqrqr dddddd    

где 11 Ir   и  NikiNqrrI  11111 1,: . 

 На втором шаге умножим каждый 1r -й столбец и разделим каждую 1r  

строку матрицы  1
0kD  на d , где 11 Ir  . Получим матрицу  2

0kD , совпадающую 

с матрицей kD0 , если skkNqN 2 , так как в этом случае skkNr 1  для 

произвольного 11 Ir  . В противном случае, обозначив через  2
ijd  элементы 

матрицы  2
0kD , имеем  

ijij dd 2  при всех наборах' индексов, кроме 

    ,1, 22  qppqpq dcd      ,,
2222

122
qrqrqrqr dddddd    

где 22 Ir   и  NiNikiNiqNrrI  2121
2

222 1,1,: . 

Очевидно, что для произвольных элементов 2211 , IrIr   справедливо 

неравенство 12 rr  , если 2I . Определим 

 pmNikiiNiNqNrrI mp
ppp

ppp ,1,1,...: 2
2

1
1   . 
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Так как для произвольных элементов 11,   pppp IrIr  в предполжении, 

что 1pI , справедливо неравенство ...,2,1,1  prr pp , то для 

заданного числа k  существует номер n , что 1nI , nI . Тогда на n -м 

шаге, умножив все nr -е столбцы и разделив все nr -е строки матрицы  1
0
n

kD  

на d , где nn Ir  , получим матрицу kD0 . 

 Если же при некотором p  и NiiNpq  11 1, , 0 qppq dd , то, 

положив в kD0  вместо pqd  и qpd  некоторое число 0x , получим матрицу 

 xD k0 , определитель которой непрерывно зависит от x . Поэтому 

 xDD k
x

k 0
0

0 detlimdet


 . 

 Для  xD k0 , повторяя процедуру, описанную выше, получим матрицу 

 xD k0 , у которой    ijij dxd   для всех ji, , кроме     1,2  xdxxd qppq . 

Устремляя 0x , получим     10,0 2  qppq dxd . Проделав соответству-

ющую процедуру для каждого элемента kqpd pq 0, , матрицы kD0 , 

легко убеждаемся в справедливости (1.2.34).■ 

 Следс твие 1.2.2. Для числителей kA  и знаменателей kB  k -й под-

ходящей дроби ВЦД (1.2.28) с комплексными элементами справедливы 

формулы 

...,2,1,det,det 10  kDBDA lklk ,    (1.2.35) 

где kNNNl  ...2 ,  и матрицы 1,0, iDil , имеют вид (1.2.29). 

 В случае 1N  формулы (1.2.35) совпадают с известными. 

 Утвер ждение 1.2.1. Пусть компонентами ВЦД 

 

 








N

i ki

ki

k k
b
a

b D
11

0      (1.2.36) 

являются комплексные числа. Тогда 

 1) фигурная подходящая дробь ,...,2,1,~ kfk  вида (1.1.15) ВЦД (1.2.36) 

имеет смысл, т.е. не вырождается в отношение 00  тогда и только тогда, 
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когда 

0detdet 10  kk CC ;     (1.2.37) 
 2) подходящая дробь ,...,2,1, kfk  вида (1.1.11) данной дроби имеет 

смысл тогда и только тогда, когда 

0detdet 10  ll CC ,     (1.2.38) 

где ,...2 kNNNl   ...,2,1;1,0,  jiCij , – матрицы вида (1.2.16), 

составленные из элементов ВЦД (1.2.36). 
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§ 3. Формула разности двух подходящих дробей 

 Чтобы исследовать сходимость ВЦД, необходимо установить формулу 

разности двух ее подходящих дробей mn ff  . Эту формулу можно получить, 

используя рекуррентные соотношения для числителей и знаменателей подхо-

дящих дробей, рассмотренные в предыдущем параграфе. Однако этот путь 

ведет к очень громоздким выражениям, исходя из которых трудно получить 

эффективные признаки сходимости. Совершенно другой подход будет рас-

смотрен в настоящем параграфе. 

 Для ветвящейся цепной дроби 
 

 








N

i ki

ki

k k
b
a

b D
11

0       (1.3.1) 

введем рекуррентно сокращенные обозначения 
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где 1...,,2,1,...,2,1  ssps ,  0,,1,,1 0  iskNik . 

Пусть mn  , тогда, учитывая (1.3.2), на первом шаге получим 
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Аналогично для произвольного mr   устанавливается соотношение 
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Последовательно применяя соотношение  (1.3.3) и учитывая, что 
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после  1m -гo шага окончательно имеем 
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где суммирование ведется по всевозможным наборам индексов 121 ...,,, miii , 

каждый из которых независимо пробегает значения от 1 до N . При выводе 

формулы (1.3.4) естественно предполагается, что все  
  0s

riQ , ,, mns   

rkNisr k ,1,,1,,1  . Формула типа (1.3.4) впервые была опубликована в 

работе [4], хотя первыми посланными к печати были работы [39, 40]. Эта 

формула будет в дальнейшем существенно использоваться при исследовании 

сходимости ветвящихся цепных дробей. 

 Утвер ждение 1.3.1. Пусть элементами ВЦД (1.3.) являются 

действительные положительные числа. Тогда справедливо свойство вилки, 

выраженное системой неравенств  

1212222   jjkk ffff .    (1.3.5) 

 До каз ательс тво .  Так как все    
  0,0  s

riri Qa , ,,mns   sr ,1 , 

rkNik ,1,,1  , то, положив в формуле (1.3.4) kmkn 2,22   или 

12,12  jmjn , убеждаемся в том, что чётные подходящие дроби 

монотонно возрастают, нечетные монотонно убывают. Если в (1.3.4) 

положить kmjn 2,12   или 12,2  jmkn  в зависимости от того 

kj 212   или kj 212  , то убеждаемся в том, что kj ff 212   для 

произвольных натуральных j  и k .  ■ 

 Для оценок скорости сходимости ветвящихся цепных дробей с 

положительными компонентами, кроме свойства вилки, будем применять 

также следующее утверждение. 

 Утвер жд ение 1.3.2. Пусть  
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конечные ВЦД с действительными положительными элементами, такими, 

что при некотором    riri bbnrr  ˆ,1,  при всех допустимых наборах 

мультииндексов и    riri bb ˆ  во всех остальных случаях. Тогда  
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    0ˆ1  nn
r ff . 

 До каз ательс тво . Для дроби nf̂  аналогично (1.3.2) определим  
 n

piQ̂ .  
Тогда 
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Продолжая выкладки аналогично тому, как была доказана формула (1.3.4) и 
учитывая, что  
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откуда следует справедливость утверждения. ■ 



 71 

§ 4. Сходимость ВЦД. Максимантная и мажорантная ветвящиеся 
цепные дроби 

  Говорят, что ВЦД (1.3.1), элементами которой являются комплексные 

числа или функции, сходится, если существует и конечен предел последова-

тельности ее подходящих дробей mf  вида (1.1.11) при m . 

 Следуя О.Перрону [181], скажем, что ВЦД (1.3.1) сходится в широком 

смысле, если существует конечный или бесконечный m
m

f


lim . 

 Известно, что начальные члены ряда на его сходимость не влияют. Это 

неверно для цепных дробей и их многомерных обобщений. Поэтому будем 

говорить, что ВЦД (1.3.1) сходится безусловно, если сама дробь (1.3.1) и все 

ее m -е остатки, т.е. выражения вида 
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,     (1.4.1) 

mpNim p ,1,,1...,,2,1  , сходятся. Если же ветвящаяся цепная дробь 

(1.3.1) сходится, а некоторые ее остатки  mir  расходятся, то она называется 

условно сходящейся. 

 Утверждение 1.4.1 [20]. Для ВЦД (1.3.1) с действительными 

положительными элементами безусловная сходимость эквивалентна обычной 

сходимости. 

 До каз ательс тво . Необходимо только доказать, что из сходимости 

ВЦД (1.3.1) следует сходимость всех ее m -х остатков (1.4.1). Рассмотрим 

ВЦД 
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и обозначим ее n -е аппроксиманты   
 n

if 1 . Из свойства вилки (1.3.5) для ВЦД 

(1.4.2) следует, что существуют пределы  
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и выполняются неравенства 
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   11 ii FG  ,  Ni ,11  .    (1.4.3) 

Так как ВЦД (1.3.1) сходится, то   
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Следовательно, в силу (1.4.3) для произвольного Nii ,1, 11  ;    11 ii GF  , что 

эквивалентно сходимости ВЦД (1.4.2). Аналогично доказывается сходимость 

дроби (1.4.1) для произвольного мультииндекса  mi . ■ 

 Говорят, что ВЦД (1.3.1) абсолютно сходится, если сходится ряд 





 

1
1

k
kk ff ,     (1.4.4) 

составленный из ее апроксимант вида (1.1.11). 

 Пусть  k~  – некоторым образом упорядоченная последовательность 

произвольных фигурных подходящих дробей ВЦД (1.3.1). Обозначим km  

длину минимальной ветки k~ . Предполагается, что km  при k . 

Говорят, что ВЦД (1.3.1) сходится фигурно, если существует и конечен 

kk




~lim . 

 Утвер ждение 1.4.2 [20]. Если ВЦД (1.3.1) с действительными 

положительными компонентами сходится, то она сходится фигурно и к тому 

же пределу. 

 До каз ательс тво .  Пусть  k~  – произвольная последовательность 

фигурных подходящих дробей ВЦД (1.3.1) такая что минимальная длина 

веток ее k -х аппроксимант km  при k . Поэтому для каждого 

достаточно большого k  существует натуральное число p , что 

  22:min12  pknmp n  

и p  при k . Пусть Nn  такое, что kn  . Запишем n~  в виде 
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где    kiki bb  , если pk 2  и     1212   pipi bb  12,1,,1  pkNik . Из 
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свойства вилки (1.3.5) следует, что  pn f2
~  , а из утверждения (1.3.2) – что 

12
~

 pn f , где mf  – m -я аппроксиманта вида (1.1.11) ВЦД (1.3.1). Для 

завершения доказательства необходимо воспользоваться сходимостью 

ВЦД (1.3.1).■ 

 Обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Достаточно взять 

расходящуюся ВЦД, фигурные подходящие дроби которой совпадают с её 

частными аппроксимантами. Однако, если kk f~~  , ...,2,1k , где kf
~  опреде-

ляются согласно (1.1.15), то в этом случае для ВЦД с положительными 

членами фигурная сходимость эквивалентна обычной. 

 Пусть        zbzazb kiki ,,0 , kpNik p ,1,,1...,,2,1  , – комп-

лексные функции, определенные в области nD C ,  nzzzz ...,,, 21 . 

Рассмотрим функциональную ВЦД 
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 Говорят, что ВЦД (1.4.5) равномерно сходится на некотором множестве 

DE  , если последовательность ее подходящих дробей  zfn  вида (1.1.11) 

равномерно сходится на E . Если же (1.4.5) равномерно сходится на каждом 

множестве DE  , таком, что DE  , то будем говорить, что ВЦД (1.4.5) 

равномерно сходится внутри области D . 

 При исследовании сходимости ВЦД с комплексными компонентами 

существенно используются мажорантные ветвящиеся цепные дроби, впервые 

определенные в работе [13]. По существу, этот подход применялся ранее в 

работе [7]. 

 Опр еделение  1.4.1. Ветвящаяся цепная дробь 
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d D        (1.4.6)  

с числовыми комплексными компонентами называется максимантой (мини-

мантой) ВЦД (1.4.5), если для каждого Zk  справедливо соотношение 
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  kk gzf    (   kk gzf   ) 

где N1N  не обязательно равно N , kg  – k -я подходящая дробь ВЦД (1.4.6). 

 Пр имер  1.4.1. Несложно проверить, используя утверждение 1.3.2, что 

максимантой и соответственно минимантой ВЦД 
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b D
11

0
1      (1.4.7) 

с действительными положительными частными знаменателями являются 

цепные дроби  ( 11 N ) 




4321
0 

NNNNb ,   



4321

0 
NNNNb , 

где  N  – число веток ветвления дроби (1.4.7) и  

     kpNibkpNib pkikpkik ,1,,1:max,,1,,1:min    –  

минимальный и максимальный частные знаменатели на k -м этаже.

 Опр еделение 1.4.2. Ветвящаяся цепная дробь (1.4.6) называется ма-

жорантой (минорантой) ВЦД (1.4.5), если существуют Z0n  и действи-

тельная константа 0M , что для всех 0, nmn   справедливы неравенства 

       zgzgMzfzf mnmn    (        zgzgMzfzf mnmn  ), 

 где kg  – k -е аппроксиманта ВЦД (1.4.6). 

 Если в последних неравенствах вместо n  взять 1m  и под mf  и mg  

подразумевать частные суммы функционального и числового рядов соот-

ветственно, то определение 1.4.2 эквивалентно определению мажорантного 

ряда. Заметим, что в определениях 1.4.1 и 1.4.2 вместо функциональной 

дроби (1.4.5) можно рассматривать ВЦД (1.3.1). 

 Пр имер  1.4.2. Покажем, что мажорантной ВЦД для дроби (1.3.1) с 

комплексными элементами, удовлетворяющими условиям 

    1 kiki aNb , kpNik p ,1,,1...,,2,1  ,   (1.4.8) 

является ветвящаяся цепная дробь 
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Действительно, если для ВЦД (1.4.9) по аналогии с (1.3.2) ввести 

рекуррентно сокращенные обозначения,  
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...,2,1s ,  1...,,2,1  ssp , kpNip ,1,,1  , 
то методом математической индукции легко доказать, что 
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Действительно, при sk   имеем 
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Предполагая, что неравенство (1.4.10) справедливо при 1 kn , докажем его 

справедливость при 1 kn . Имеем 
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Следовательно,  
 

 
  0ˆ,0  s

ki
s
ki QQ . Поэтому для разности двух подходящих 

дробей ВЦД (1.3.1) и (1.4.9) mn ff   и mn gg   соответственно, где mn  , 

можно воспользоваться формулой (1.3.4). Имеем 
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§ 5. Эквивалентные ветвящиеся цепные дроби. 

 Непрерывные дроби (1.2.1) и 

*

*

1
0

k

k

k b
ab D




       (1.5.1) 

с n -и подходящими дробями nf  и *
nf  соответственно называются эквива-

лентными, если ...,2,1,*  nff nn . Известно (см.[81]), что непрерывные 

дроби (1.2.1) и (1.5.1), у которых все ...,2,1,0,0 *  kaa kk , эквивалентны 

тогда и только тогда, когда существуют отличные от нуля константы k , 

...,2,1k , и 10  , такие что 

kkkkkkk bbaa   
*

1
* , , ...,2,1k  .   (1.5.2) 

Кроме того, если nn BA ,  и ** , nn BA  – соответственно числитель и знаменатель 

n -й подходящей дроби (1.2.1) и (1.5.1), то 

...,2,1,...,... 21
*

21
*  nBBAA nnnnnn   . (1.5.3) 

 Легко проверить, что ВЦД 
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,     (1.5.4) 

где   100  i ,   0ki , kpNik p ,1,,1,...,2,1  , – произвольные 

комплексные числа, эквивалентна ветвящейся цепной дроби (1.3.1). 

 Если обозначить n -е подходящие дроби (1.3.1) и (1,5.4) через nf  и *
nf  

соответственно, то выполняются тождества 

 ...,2,1,0,*  nff nn  .     (1.5.5) 

Но не всякую ВЦД, эквивалентную (1.3.1), можно записать в виде (1.5.4) при 

некоторых  ki , если требовать только выполнения тождества (1.5.5). 

 В качестве контрпримера достаточно рассмотреть цепную дробь 
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 111
aaa , 

где 0a . Если каждое a  расписать в виде суммы aaa
3
2

3
1   или 

aaa
4
3

4
1

 , то получим две эквивалентные ветвящиеся цепные дроби с 

двумя ветками ветвления 
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Ни одну из этих дробей нельзя преобразовать в другую, используя эквива-

лентные преобразования (1.5.4) Действительно, в этом случае должны 

выполняться, например, противоречивые равенства 
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iaa    или   
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iaa  

где    0,100  ai  . 

 Поэтому необходимо уточнить понятие эквивалентности для ВЦД. 

Ветвящиеся цепные дроби (1.3.1) и  
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называются эквивалентными, если 
*~~

nn ff  , ...,2,1n  ,     (1.5.7) 

где *~,~
nn ff  – n -е фигурные подходящие дроби ВЦД (1.3.1) и (1.5.6) соот-

ветственно вида (1.1.5). 
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 Теор ема 1.5.1[20]. Ветвящиеся цепные дроби (1.3.1) и (1.5.6), у 

которых     kpNikaa pkiki ,1,,1...,,2,1,0,0 *  , эквивалентны 

тогда и только тогда, когда существуют отличные от нуля константы  ki , 

kpNik p ,1,,1...,,2,1  ,     100  i , такие, что 

             kikikikikikiki bbaa   
*

1
* , ,  kpNik p ,1,,1...,,2,1  .  (1.5.8) 

 До каз ательс тво .  Если элементы ВЦД (1.5.6) имеют  вид (1.5.8), то, 

выполняя постепенное сокращение сверху вниз или снизу вверх ее n -й 

фигурной подходящей дроби *~
nf  на отличные от нуля  числа  ki , получим 

nf
~ . Таким образом, выполняются равенства (1.5.7). 

 Докажем обратное, т.е. что элементы ВЦД (1.3.1) и (1.5.6) связаны 

соотношениями (1.5.8) при некоторых отличных от нуля  ki  в предполо-

жении, что выполняются равенства (1.5.7). Действительно, из равенства 

*
11

~~ ff   следует, что *
1

*
1

1

1
b
a

b
a

  или 1
1

*
1

1

*
1 

a
a

b
b , откуда 0

1

*
1

1 
a
a . Поэтому 

011
*
1 aa  , 11

*
1 bb  , где 0,1 10   . Из равенства *

22
~~ ff   и уже 

доказанного следует, что  212
*
2 aa  , 22

*
2 bb  , где 02  , и т.д. Таким 

образом, формулы (1.5.8) при  1k  справедливы . 

 Используем метод математической индукции. Предполагая, что 

соотношения (1.5.8) верны при nk  , докажем их справедливость при 

1 nk . Пусть nNNNm  ...2 ,  


m

...mI 111 . 

Рассмотрим фигурную подходящую дробь *
1

~
mf  и перепишем ее компоненты 

с учетом (1.5.8), где nk  . Выполняя постепенное сокращение сверху вниз на 

отличные от нуля числа  pi , ,,1,,1,...,,1 prNinp r   и используя 

равенство (1.5.7) при 1 mk , получим 
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Поэтому 

       ,11
*

1   mImImImI aa        11
*

1   mImImI bb  , где   01 mI . 

Учитывая равенство *
22

~~
  mm ff  и уже доказанные соотношения для  

*
1mIa  

и   
*

1mIb , аналогичным образом доказываются формулы 

        ,22
*

2 mImImImI aa          ,22
*

2 mImImI bb   

и т.д. Легко завершаем доказательство теоремы, убедившись в справед-

ливости (1.5.8), где  1 nk .■  

 Учитывая замечание 1.2.2 , несложно подсчитать, что для числителя 
*~
kA  и знаменателя *~

kB  k -й фигурной подходящей дроби вида (1.1.5) ВЦД 

(1.5.4) справедливы многомерные аналоги формул (1.5.3). 
     

k
s

k AA ~...~ 21*   ,         
k

s
k BB ~...~ 21*   ,    ...,2,1k , (1.5.9) 

где kA~ , kB~  – числитель и знаменатель дроби (1.1.15) и 
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pi
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sksi
sisk

s



  

причем skkks ...,,,, 21  определяются из разложения (1.1.13) и произведения 

берутся по всевозможным допустимым наборам индексов при каждом фик-

сированном spp ,1,  . В частности, из (1.2.12) следует, что для числителей и 

знаменателей k -й подходящей дроби ВЦД (1.5.4) справедливы соотношения 
     

k
k

k AA  ...21*  ,        
k

k
k BB  ...21*  ,   ...,,2,1k  (1.5.10) 

где  
 

 
.,1, kp

pi
pi

p   
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 Если в (1.5.4) числа  ki  подобрать специальным образом, то дробь 

(1.3.1) можно привести к более простому виду, не изменяя величин ее 

аппроксимант. 

 Так, если все   0kia , ,,1,,1,...,2,1 kpNik p   то, подставляя в 

(1.5.4)  ki , последовательно найденные из системы уравнений 

      11 kikikia  , ,,1,,1,...,2,1 kpNik p     10 i , (1.5.11) 

получим ВЦД, эквивалентную (1.3.1), все частные числители которой равны 

единице [45]. Решение системы уравнений (1.5.11) запишем в виде 
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p
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1 1
 , ,,1,,1,...,2,1 kpNik p   (1.5.12) 

Следовательно, если все   0kia , то, подставляя в (1.5.4)  ki , вычисленные 

по формулам (1.5.12), получим ВЦД, эквивалентную (1.3.1) 
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где   
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 ,,1,,1,...,2,1 kpNik p    (1.5.14) 

 Если же все   0kib , ,,1,,1,...,2,1 kpNik p   то, подставляя в 
(1.5.4) 

     1 kiki b , ,,1,,1,...,2,1 kpNik p    (1.5.15) 
преобразуем дробь (1.3.1) к эквивалентной ВЦД с частными знаменателями, 

равными единице 
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где  

       
1

1
1 


 kikikiki bbac ,   ,,1,,1,...,2,1 kpNik p    (1.5.17) 

  10 ib . 
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§ 6. Многомерный аналог тождеств Эйлера. 

 Одним из способов преобразования ряда в непрерывную дробь являет-

ся построение дроби, равноценной к заданному ряду [65,137]. Непрерывная 

дробь и ряд называется равноценными, если выполняются равенства nn Sf  , 

,...,2,1n  где nf  – n -я подходящая дробь, nS  - n -я частная сумма ряда. 

Соответствующие тождества 
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были установлены Эйлером [144]. Здесь ...,2,1,0  ii , – произвольные 

комплексные числа. 

 Для кратных рядов в работе [45] был рассмотрен весьма частный 

случай, следующий из (1.6.1), где вместо каждого i  положено  
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 Теор ема 1.6.1 [26, 32]. Пусть   kpNika pki ,1,,1...,,2,1, C . 

Тогда справедливы тождества 
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где каждое выражение в квадратных скобках обозначает среднее гармони-

ческое, т.е. 
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 До каз ательс тво .  Докажем (1.6.2) методом математической индук-
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ции. При 1n  в предположении, что все   NiNai ,1,01 11  , имеем 
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Если при некотором Nii  11 1, ,   ,011 iNa  а все остальные 

  ,011 jNa     11 ij  , то левая и правая части (1.6.2) в предположении, что 

1n , равны 0 . Во всех остальных случаях левая и правая части (1.6.2) при 

1n  не имеют смысла, т.е. вырождаются в неопределенность 00 . Формаль-

но и в этом случае можно говорить о справедливости равенства (1.6.2).  

 Предположим, что (1.6.2) имеет место для произвольного mn  . 

Докажем его справедливость при 1 mn . Последнее следует из тождества 
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. 

 Формула (1.6.3) доказывается аналогично. 

 В случае 1N  соотношения (1.6.2) или (1.6.3) эквивалентны 

тождествам Эйлера (1.61).■ 
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ГЛАВА 2. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ 
ДРОБЕЙ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫМИ 

КОМПОНЕНТАМИ 

§ 1. Неравенства типа средних гармонических 

 Пусть   nixxxxx i
n

n
n ,1,0:,...,, 21  RR  и cpx  – среднее 

гармоническое n  действительных чисел nxxx ,...,, 21 , т.е. 
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1 ...

  ncp xxxnx . 

 Теор ема 2.1.1[9,20]. Пусть nyx R , . Тогда справедливо неравен-

ство  cpcpcp yxyx  , которое можно записать в эквивалентной форме 
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 До каз ательс тво . Используем метод математической индукции. При 

1n  неравенство (2.1.1) очевидно, при 2n  оно проверяется непосредствен-

но. Пусть 11
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 Последовательно применяя (2.1.1), получим следующую теорему. 

 Теор ема 2.1.2 [9,20]. (Основное неравенство). 

 Пусть     kjxxxx n
njjj

j ,1,,...,, 21  R .  Тогда 
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 Утвер ждение 2.1.1. Пусть nx R . Тогда  
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 Теор ема 2.1.3 [20]. Пусть nx R, . Тогда 
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 До каз ательс тво . В основном неравенстве (2.1.2) заменим k  на n , n  

на 1n  и введем обозначения 
j

i
ij x

x
x  ,  nji ,1,  ,  1
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  jjnx  ,  nj ,1 . 

Используя неравенство (2.1.2) и разложение единицы (2.1.3), получим  
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 Следс твие 2.1.1 [20,40]. Пусть nx R  и   – неотрицательное 

действительное число. Тогда 
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 Теор ема 2.1.4 [11]. Пусть   – неотрицательное  действительное 

число, nx R . Тогда справедливо неравенство 
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 До каз ательс тво . Сначала непосредственной проверкой убеждаемся 

в справедливости неравенства 
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где 0 , 0A , 0,0  yx  – произвольные действительные числа. После 

несложных вычислений (2.1.7) приводится к виду  0222 



yx

xyA . 

Неравенство (2.1.6) докажем методом математической индукции. При 1n  

это неравенство очевидно, при 2n  оно следует из неравенства (2.1.7), где 

0A . Используя обозначение 11
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используя предположение индукции и неравенство (2.1.7), где 
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 Рассмотрим теперь вопрос об установлении оценки сверху для 

выражений 
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 , где  ,  – неотрицательные 

действительные числа, nyx R , . Трудности, которые здесь возникают, 

хорошо прослеживаются уже для 2n .  

 С помощью элементарных вычислений легко устанавливается  

 Утвер ждение 2.1.2 [20]. Справедливо неравенство 

        
 111111 1111 yxyx   
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если
если      ?(2.1.8) 

где 0,0,0,0  yx  – произвольные действительные числа. 

 Неравенство вида (2.1.8) рассчитано на многократное применение. Вид 
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параметров   и   очень громоздкий, и проверка условий 2  или 2  

для наших целей не представляется возможной. Так как двузначность правой 

части (2.1.8) для нас неприемлема, то необходимо ослабить это неравенство, 

не усложняя его вида, с целью добиться единого аналитического выражения 

для правой части (2.1.8). Полагая z , a   и обозначая обратную 

величину к левой части (2.1.8) через w , неравенство (2.1.8) запишем в виде 
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w     .(2.1.9)  

Если в плоскости  wz,  начертить область (2.1.9), то, исходя из геометри-

ческих соображений, ясно, что наиболее простой областью, имеющей единое 

аналитическое выражение и содержащей (2.1.9), является угловая область 

zaw
2
11 ,    0z . 

Возвращаясь к принятым ранее обозначениям, получим неравенство  

        1111111
2
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   yxyx . 

В следующей теореме рассмотрен многомерный аналог этого неравенства. 

 Теор ема 2.1.5 [20]. Для произвольных неотрицательных действи-

тельных чисел  ,,  и элементов nyx R ,  справедливо неравенство 
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 До каз ательс тво . В основном неравенстве (2.1.2) заменим k  на n , n  

на 4 и введем обозначения 
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Используя (2.1.2) и разложение единицы (2.1.3), получим   
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 При введении дополнительных ограничений можно усилить нера-

венство (2.1.10). 

 Теор ема 2.1.6 [20]. Пусть  ,,  – произвольные неотрицательные 

действительные числа и nyx R ,  такие, что выполняется одно из условий 

 а) nxxx  ...21  и nyyy  ...21  
или 
 б) nxxx  ...21  и nyyy  ...21 . 

 Тогда справедливо неравенство   
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 До каз ательс тво . Для определенности предположим, что выполня-

ется условие а). Покажем, что в этом случае имеет место неравенство 
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a 1,1  , ni ,1 . Из условия а) теоремы следует, что существует 

такой номер nrr 1, , что 
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Неравенство (2.1.12) запишем в эквивалентной форме  
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Так как 
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то из условия nbbb  ...21  немедленно следует (2.1.12). Повторяя 

доказательство предыдущей теоремы с учетом неравенства (2.1.12), легко 

убеждаемся в справедливости (2.1.11). ■ 

 З амеч ание 2.1.1.  Из доказательства теоремы 2.1.6 следует, что 

условие монотонности ib  в предположении, что последовательность ia  

монотонно убывает, можно заменить более слабым условием, а именно 

   nribrib ii ,1:min,1:max  , 

где r  определяется таким образом, чтобы выполнялось неравенство (2.1.13). 

Если же последовательности ii ba ,  одновременно монотонно возрастают или 

убывают, то неравенство (2.1.12) необходимо заменить на противоположное. 

 Как видно из доказательства теоремы 2.1.5, усиление неравенства 

(2.1.10) возможно за счет более точной оценки сверху выражения 
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Если 0,0  ii yx  – произвольные, то оценка сверху этого выражения 

единицей неулучшаемая. Усиление оценки возможно в предположении, что 

1n  и  nn yyyxxx ,...,,,,...,, 2121  принадлежит области  

 niYyyXxxD ii ,1,0,0 11   . 

Такие ограничения естественны для наших целей . 

 Найдем наибольшее значение функции 

 
  nn

nn
yyyxxx

yxyxyxzf
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2211 ,   nn yyyxxxz ,...,,,,...,, 2121 , 

  (2.1.14) 
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в замкнутой области 

 niYyyXxxD ii ,1,0,0     (2.1.15) 

в предположении, что 1n . Экстремальные точки  zf  внутри D  являются 

решением системы уравнений 
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где Xux  , Yvy  . Пусть 
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Квадратическая форма, составленная из этих производных, 
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не является знакоопределенной, так как, положив 0 ii  , ,,2 ni   

,111   получим   0, F ; если же  11  , 0i , ,,2 ni   0i , 2i , 

12  , то значение   0, F . 

 Таким образом, внутри области D  функция  zf  экстремума не имеет. 

 Для изучения поведения функции  zf на границе области D  рассмот-

рим наборы индексов 

 XилиxxгдеxxiI iiix  *N ,: * ,  

 YилиyyгдеyyiI iiiy  *N ,: * ,  NI ...,,2,1 , 
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     yxyxyyxxyx IIIIIIIIIIIIIII   3321 ,,, . 

Пусть yx IIk
##

 , где tI
#

 – количество элементов множества tI . Значение 

функции  zf  на  kn 2 -мерной грани n2 -мерного прямоугольного 

параллелепипеда D  (2.1.15) равно 
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Каждая точка Dz   принадлежит одной из граней 

  4321 ,: IIIDz , 

  3242 ,: IилиIIDz , 

  3243 ,,: IIIDz , 

  323244 ,,: IилиIIIIDz  , 

  4322 : IIIDz . 

 Пусть 1z . Тогда 
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 Как и раньше, решая систему уравненений 
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Аналогично проверяется, что квадратическая форма вида (2.1.16), составлен-

ная из вторых производных функции g , не является знакоопределенной. 

Поэтому внутри граней 1  функция g  не имеет экстремума.  
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 Пусть 2z  и для определенности 2I .Тогда для функции g  вида 

(2.1.17), где для сокращения записи индексы суммирования опущены, в 

предположении, что 2Ij  и 4Ik  , имеем 
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т.е. точка, подозреваемая на экстремум функции  zg , должна находиться на 

границе рассматриваемой грани. Мы же ищем максимум функции внутри 

грани. 

 К аналогичной ситуации приходим, рассматривая 3z . Действитель-

но, в этом случае 
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и для 2Ij  имеем  
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откуда находим, что  ,, 2
* Ijxx j   или 2

* , IjXx j  . 

Пусть для определенности 2
* , Ijxx j  . Тогда  
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Так как 0*  ixx  и 0 ixx , то xxi   для 3Ii .Следовательно, крити-

ческие точки, подозреваемые на экстремум  zg , принадлежат границе 

рассматриваемой грани. 

 Пусть теперь 4z  и для определенности 2I , тогда 
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откуда xx j 
* , 2Ij , или Xx j 

* , 2Ij .  

Пусть для определенности xx j 
* , 2Ij , тогда 

  

















2121

***

Ii
i

Ii
ii

Ii
i

Ii
i yxyxyyx  или   0**

1




i
Ii
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так как xxi 
* , то необходимо .,* Ijxx j   В этом случае  

n
zg 1 . Покажем, 

что в точках 5  функция  zf  принимает не меньшее? значение. Так как 

 zf  непрерывна в ограниченной области, то она достигает наибольшего 

значения в одной из вершин (2.1.15), т.е. в случае, когда 5z . 

 Найдем наибольшее значение функции дискретного аргумента 
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 , 

где *
ix  равно либо x , либо X , а *

iy  –  y  или Y . Пусть u  штук *
ix   равно x , v  

штук *
iy  – y  и w  –  количество индексов i , таких, что одновременно xxi 

*  

и yyi 
* . Тогда 

        
     YvnvyXunux

XYvuwnXywvxYwuwxyzf


*  
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или после несложных преобразований 

        
       XYnyYnvXxXnuYyYxXuv

nXYvyYXuxXYyYxXwzf 2
*




 . (2.1.18). 

Максимальное значение по w  последнего выражения достигается тогда, 

когда  vuw ,min . Рассмотрим функцию (2.1.18), где вместо w  взято 

 vuw ,min  и обозначим ее  vuh , . Фиксируем u . Докажем, что  

   vuhuuh ,,  , если uv   или uv  . При введении обозначений 

       nXYayYXaxXYayYxXa  4321 ,,,  

в случае uv   имеем 

   
   vauaanuva

n
uvv

a
nvauaanuva

vauaavavuh
3241

1
3241

3241 1,








 . 

Поэтому неравенство     vuhuuh ,,   эквивалентно неравенству 

     vauaanuva
n

uuuauaanua
n

vuv 3241

2

324
2
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 . 

Раскрывая скобки и производя сокращения, получим 

     0442
2

2  vunauanaua  

или с учетом принятых ранее обозначений 

      0 vuuxXnXunY , 

что всегда выполняется, так как nu 0  и uv  . Аналогичным образом 

получим неравенство  

     0 uxXnXyuv   в  случае uv  . 

 Таким образом, максимальное значение функции  vuh ,  в квадрате 

   nn ,0,0   достигается тогда, когда vu  . Пусть tvu  . Рассматривая 

      
  324

2
1

4321,
aatanta
ataaa

tthth



    (2.1.19) 

как функцию непрерывного аргумента ntt 0, , исследуем ее на максимум. 

После несложных вычислений находим, что условие 0
dt
dh  эквивалентно 

  02 44
2

132  natataaa , 
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откуда с учетом ранее принятых обозначений имеем  

XY
yx

nt



1

1    и    n

XY
yx

nt 



1

2 . 

Так как   
n

th 1   для  nt 0   и     
n

nhh 10  ,  то  1tt    является точкой 

максимума функции  th . Пусть  11 tn    и    112  tn , где   1t  – целая 

часть 1t . Максимум (2.1.19), как функции дискретного аргумента t , nt 0 , 

Zt ,  достигается либо в точке  1nt  ,  либо в точке  2nt  . Чтобы устано-

вить, в какой именно точке достигается максимум, рассмотрим неравенство 

    01  shsh , 

которое после несложных вычислений приводится к виду 

(       01122  XYnnsxyXYnsxyXY , 

откуда 21 sss  , где 

  XY
xynns 





 





,

1
41

2
1

2
1

1 2

2
2,1  . 

Очевидно, что    2
1

1 1 sns 


   и    1
1 11 sn 


 . 

 Следовательно,   th   как функция дискретного аргумента t , nt 0 , 

Zt ,  достигает наибольшего значения в точке n , являющейся наимень-

шим целым числом, удовлетворяющим неравенству 1sn  . 

 Таким образом , доказана  

 Теор ема 2.1.7 [27]. Справедливо неравенство 
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(2.1.20) 

где 1n , ,0 Xxx i   Yyy i 0 , ni ,1 , и n  – наименьшее целое 

число, такое, что 

 
  XY

xynnn 
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2
1

2
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1 2

2
.   (2.1.21) 



 95 

 Повторяя доказательство теоремы 2.1.5 с учетом неравенства (2.1.20), 

имеем 

 Теор ема 2.1.8. Для произвольных неотрицательных действительных 

чисел   ,,   и  niyx ii ,1,,  ,  принадлежащих области 

 niYyyXxxD ii ,1,0,0   ,   (2.1.22) 

справедливо неравенство 

1

1

1

1 111

11
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(2.1.23) 
где 

     
  xynXYnn

ynYnnxnXnnnD






 ,   (2.1.24) 

n  – наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству (2.1.21). 
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§ 2. Необходимые признаки сходимости ВЦД с положительными 

действительными компонентами. 

 Как и в одномерном случае, более компактно выглядят формулировки 

признаков сходимости ВЦД с частными числителями, равными единице 
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i kik k
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b D
11

0
1 .     (2.2.1) 

Произвольную ветвящуюся цепную дробь с положительными действитель-

ными элементами 
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0      (2.2.2) 

можно привести к виду (2.2.1), используя эквивалентные преобразования 

(1.5.4), где  ki определяются согласно (1.5.12). 

 Теор ема 2.2.1[17,20]. ВЦД (2.2.1) с положительными действитель-

ными частными знаменателями   0kib , ,...,2,1k   kpNip ,1,,1    расхо-

дится, если 
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1lim , (2.2.3) 

где N  – число веток ветвления дроби (2.2.1), 

  
   ,...,2,1

,,1,,1:max
,,1,,1:min





k
kpNib
kpNib

pkik

pkik



   (2.2.4) 

– минимальный и соответственно максимальный частный знаменатель этой 

дроби на k -м этаже,  

  ,12,2,
2

22, 



 mkkkmmkss     (2.2.5) 







2
k  – целая часть 

2
k . 

 До каз ательс тво . Из формулы (1.3.4) и рекуррентных соотношений 
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npNinkn p ,1,,1,1,1,...,2,1  , 
следует, что разность двух соседних подходящих дробей mm ff 212   равна 
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Здесь с учетом (2.2.6) расписаны все  
 12

2
m

riQ ,  
 12

12



m
riQ , а s  определено 

согласно (2.2.5). Пусть 

   
  kpNiQbL p
s
kikik ,1,,1:max 1   , . 12,2  mk . (2.2.7) 

Для получения оценки снизу разности mm ff 212   оценим снизу выражения  
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Используя неравенство (2.1.6), получим  
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Последовательно применяя (2.2.8), имеем 
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где C  – положительная константа, такая, что  
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. В частности, 
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как следует из свойства вилки (1.3.5), в качестве C  можно взять вторую 

подходящую дробь ВЦД (2.2.1) без свободного члена. 

 Вычислим максиманту (см. определение 1.4.1) для ВЦД. С учетом 

утверждения 1.3.2 и обозначений (1.1.8) имеем 
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 Таким образом, 
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Введем обозначение 
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Последовательность  12 m  монотонно возрастает, так как согласно (2.2.5) 

    22,1,  smksmks  и с учетом свойства вилки (1.3.5) 

skkk
k

skkk
k

NNNNNNNN












  3212321

, 

12,2  mk . Поэтому предел (2.2.9) при m  всегда существует. В силу 

условия (2.2.3) он конечен. Пусть  12lim 


 m
m

 , тогда 

  ,0exp212  Cff mm  

и поэтому ВЦД (2.2.1) расходится. ■ 
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 З амеч ание 2.2.1. Оценку (2.2.8) можно получить и без применения 

неравенства (2.1.6). Достаточно заметить, что 
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где 
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   (2.2.10) 

а kL  определяется согласно (2.2.7).  

 Теор ема 2.2.2. ВЦД (2.2.1) с действительными положительными 

частными знаменателями расходится, если ряд 




1k
k       (2.2.11) 

сходится, где ,...,2,1, kk  определяются согласно (2.2.4) [11,20]. 

 До каз ательс тво . Утверждение теоремы 2.2.2 является следствием 

теоремы 2.2.1. Достаточно доказать, что из сходимости ряда (2.2.11) следует 

выполнение условия (2.2.3). С учетом утверждения 1.3.2 имеем 
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Так как предел последовательности (2.2.9) всегда существует (см. конец 

доказательства теоремы 2.2.1), то отсюда следует, что он ограничен, т.е. 

выполняется условие (2.2.3). ■ 
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 Можно сформулировать необходимые признаки сходимости ВЦД 

общего вида (2.2.2), аналогичные теоремам 2.2.1 и 2.2.2, если пред-

варительно, используя эквивалентные преобразования (1.5.4), привести ее к 

виду (2.2.1). Однако, как показывают формулы (1.5.14), вид коэффициентов 

 ki  дроби (1.5.13), эквивалентной (2.2.2), с ростом k  очень усложняется. 

Поэтому целесообразно, используя другие подходы, сформулировать более 

простые признаки сходимости для ВЦД (2.2.2) общего вида. Аналогичная 

задача рассматривалась и в теории непрерывных дробей. Так, для цепной 

дроби общего вида (1.2.1) с положительными действительными элементами 

по сравнению с критерием Зейделя более эффективными является 

достаточные признаки сходимости Штольца, Прингсгейма, Арндта и др. 

 Теор ема 2.2.3. ВЦД (2.2.2) с положительными элементами расходит-

ся, если 
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где N  – число веток ветвления дроби (2.2.2),  
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   ,...,3,2k   (2.2.14) 

а s  определяется согласно (2.2.5). 

 Доказательство аналогично изложенному в теореме 2.2.1. Поэтому 

остановимся лишь на отличительных особенностях В нашем случае для 

разности двух соседних подходящих дробей ВЦД (2.2.2) согласно (1.3.4) 

справедлива формула 
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где s  определяется согласно (2.2.5). Пусть 
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Тогда используя эквивалентные преобразования (1.5.4) и (1.5.15), обозначе-

ния (2.2.13) и (2.2.14), получим 
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 Теор ема 2.2.4. Для ВЦД (2.2.1), где   0kib , ,...,2,1k  ,,1 Nip   
kp ,1 , независимо от того, сходится она или расходится 
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,      (2.2.16) 

где ,,...2,1,, kkk   определяются согласно (2.2.4), s  – согласно (2.2.5), 
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 До каз ательс тво .  Оценим снизу разность mm ff 222  . С учетом 

формулы (1.3.4) имеем 
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где mp 2 , если k  четное и 22  mp  в противном случае. Пусть, как и 
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раньше,    
  npNiQbL p
s
kikik ,1,,1:max 1   , 12,2  mk . Тогда, 

повторяя доказательство теоремы 2.2.1, получим 

.exp
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Из (1.3.5) следует, что 0222  mm ff  при m . Поэтому 
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,  mk ,2 . 

 Следовательно, выполняется условие (2.2.15).Аналогично, при оценке 

снизу разности 1212   mm ff  с учетом того, что нечетные подходящие дро-

би ВЦД (2.2.1) сходятся, получим условие (2.2.16). Таким же образом для 

ВЦД (2.2.2) общего вида устанавливается 

 Теор ема 2.2.5 Для ветвящейся цепной дроби (2.2.2) с положитель-

ными действительными элементами независимо от того, сходится она или 

расходится, выполняются условия 
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где kk  , , ...,3,2k , определяются согласно (2.2.14), s  – согласно (2.2.5), 

r   – согласно (2.2.17) и  
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§ 3. Достаточные признаки сходимости ветвящихся цепных дробей с 
положительными действительными членами 

 

 Теорема 2.3.1 [12,20]. Ветвящаяся цепная дробь 
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0
1       (2.3.1) 

с положительными действительными частными знаменателями   0kib , 

,...,2,1k   kpNip ,1,,1  , сходится, если 






















skkk
k

m

k
k

m

NNNN



321

12

2
1lim ,  (2.3.2) 

где N  – число веток ветвления дроби (2.3.1),  kk  ,  определяются согласно 

(2.2.4), s  – согласно (2.2.5). 

 До каз ательс тво . Повторяя начало доказательства теоремы 2.2.1, 

получим 
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где s  определяется согласно (2.2.5). Пусть 

   
  kpNiQbl p
s
kikik ,1,,1:min 1    ,  12,2  mk .  (2.3.3) 

Для оценки сверху разности mm ff 212   оценим сверху выражения 
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Используя неравенство (2.1.5), получим  
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Последовательно применяя неравенство (2.3.4), имеем 
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где С  – положительная константа, такая, что  
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. В частности, 

как следует из свойство вилки (1.3.5), в качестве С  можно взять первую 

подходящую дробь ВЦД (2.3.1) без свободного члена. 

 Вычислим миниманту (см. определение 1.4.1) для ВЦД  
 s

kiQ . С учетом 
утверждения 1.3.2 и обозначений (1.1.8) имеем 
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Пусть  
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1 ,  (2.3.5) 

тогда для разности двух соседних подходящих дробей ВЦД (2.3.1) получим 

оценку  

 



 


12

2
212

m

k k
mm mN

NCff
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 Рассмотрим два возможных случая: 

 а) существует бесконечное количество членов последовательности 

  12,2,...,2,1,  mkmmk , ограниченных снизу некоторым числом 0 ; 

 б)   0limlim 


mk
mk

 . 
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 В случае а) имеем   
 mg

mm N
NCff 










 212 , 

где   mg  при m . Следовательно, ВЦД (2.3.1) сходится. 

 В случае б) последовательность  mk  ограничена сверху некоторым 

числом 0 , так что 
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Тогда 
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Аналогично, как и при доказательства теоремы 2.2.1, легко убеждаемся в 

том, что последовательность  m
k

k


2
  монотонно возрастает. Поэтому пре-

дел (2.3.2) всегда существует. Из условия (2.3.2) теоремы и свойства вилки 

(1.3.5) следует, что ВЦД (2.3.1) сходится. ■ 

 З амеч ание 2.3.1. Оценку (2.3.4) можно получить и без применения 

неравенства (2.1.5). Действительно, используя аналогичные, как в замечании 

2.2.1, соображения, имеем 
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где 
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,  (2.3.7) 

а kl  определяются согласно (2.3.3). 

 Теор ема 2.3.2 [12,20]. Ветвящаяся цепная дробь (2.3.1) с положитель-

ными действительными частными знаменателями сходится, если расходятся 

ряды 
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    (2.3.10) 

где ,...,2,1,, kkk   определяются согласно (2.2.4). 

 До каз ательс тво . В силу критерия Зейделя (теорема В.2) условия 

(2.3.8) и (2.3.9) являются  необходимыми и достаточными для того, чтобы 

члены ряда (2.3.10) имели смысл, т.е. соответствующие непрерывные дроби 

сходились. Покажем, что расходимость ряда (2.3.10) эквивалентна 

выполнению условия (2.3.2) теоремы 2.3.1. Для этой цели введем 

сокращенные обозначения 












 321
1

kkk
kkk

NNN


 ,   (2.3.11) 
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где    222, kkmkmss  . 

 Пусть выполняется условие (2.3.2). Тогда на основании утверждения 

1.3.2 имеем 
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Поэтому ряд 


2k
k  расходится, откуда следует, что расходятся ряды (2.3.8) и 

(2.3.9), и члены ряда (2.3.10) имеют смысл. Учитывая свойство вилки (1.3.5), 
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получим    12,2,  mkm kk  . Таким образом, ряд (2.3.10) расходится. 

 Наоборот, из расходимости ряда (2.3.10) следует, что для произвольно-

го индекса 20 r  и произвольной как угодно большой положительной 

константы 0M  существует номер 0n , что M
n

rk
k 



0

0

 . 

 Из сходимости цепных дробей  00 ,, nrkk    следует, что для произ-

вольного как угодно малого 0  существует номер m  такой, что 02 nm   и . 

    mkk , 00 ,nrk  . Следовательно, 

       MrnMmm
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 , 

если   достаточно малое ( 
 002 rn

M


  ). Поэтому  
2

12

2

Mm
m

k
k 




 , откуда в 

силу произвольности M  заключаем, что выполняется условие (2.3.2). 

Поэтому в силу теоремы 2.3.1 ВЦД (2.3.1) сходится. ■ 

 Повторяя доказательство теоремы 2.3.1 с учетом особенностей, изло-

женных в теореме 2.2.3, получим 

 Теор ема 2.3.3. ВЦД 
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с положительными дейсвительными элементами сходится, если 
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, (2.3.14) 

где ...,3,2,, kkk  , определяются согласно (2.2.14), s  – согласно (2.2.5). 

 Оставляя в сумме (2.3.14) только по одному слагаемому, получим 

аналог теоремы Штерна (теорема В.4). 

 Следс твие 2.3.1[20]. ВЦД (2.3.13) с положительными действи-

тельными компонентами сходится, если расходится ряд 
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где 
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 Повторяя доказательство теоремы 2.3.2 для ВЦД (2.3.13), получим 

 Те о  р  е м а 2.3.4. ВЦД (2.3.13) с положительными действительными 

элементами сходится, если сходятся цепные дроби 
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и расходится ряд  
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где ...,2,1,, kkk  , определяются согласно (2.2.14). 

 Теор ема 2.3.5[20,27]. Ветвящаяся цепная дробь 
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где   kpNikb pki ,1,,1,...,2,1,0  , сходится, если   ma1  при 
m  и 

 ma
N

f
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 ,     (2.3.21) 

где kf  – k -я аппроксиманта ВЦД (2.3.20),  ma1  – первая компонента 

вектора  
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 (2.3.22) 

ii  ,  определяются согласно (2.2.4), 
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in  - наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 
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 12,2  mms .  (2.3.25) 

s  равно s , если  is   – четное и s  в противном случае, 
s

ss
s 


 * , 

mi 2,2 .  

 До каз ательс тво .  Учитывая формулу разности двух подходящих 

дробей (1.3.4), имеем 
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Предполагая, что везде в дальнейшем 1221 ,...,, miii  – произвольный 

фиксированный табор индексов, 12,1,1  mkNik , введем сокращенные 

обозначения 
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Используя метод математической индукции, докажем, что произведения 
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1
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s

k
i msQ
k

, являются полиномами от переменных 12,1,  mk
ki , и 
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параметра 
12 siQ  вида 

12122
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k
i LQLQ ,  ms ,1    (2.3.29) 

где   
sss iiiii LL

23222
,...,,  ,  

12431212
,...,,




sss iiiii LL   – полиномы 

от соответствующих переменных, удовлетворяющие рекуррентным 

соотношениям 
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     ms ,1    (2.3.30) 

при начальных условиях 

1,0
01
 ii LL .      (2.3.31). 

Действительно, при 1s , учитывая (1.3.2), получим 
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Предполагая, что соотношения (2.3.29), (2.3.30) выполняются при ns  , 

докажем их справедливость при  1 ns . Имеем 
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Аналогично можно доказать, что 
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где  
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sss iiiii LL  ,  

22542222
,...,,




sss iiiii LL   – 

полиномы от соответствующих переменных, удовлетворяющие 
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рекуррентным соотношениям 
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 при начальных условиях 

 .0,1
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 ii LL     (2.3.34) 

 Пусть 
kil  и  

kil  –  это те же 
kiL и 

kiL  соответственно, для которых в 
рекуррентных соотношениях (2.3.30) и (2.3.33) вместо каждого 

sib  взято s , 

12,1  ms , где  
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Тогда, учитывая формулы (1.3.2), получим  
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и, следовательно, 
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Расписав 
12 mi , используя обозначения (2.3.27) и применив к последней 
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сумме неравенство (2.1.5), получим 
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Введем обозначения 
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где  mpmk 2,2,,1  ,   pppp dcba ,,,  – сокращенная запись соответству-

ющих координат вектора 
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 Таким образом, (2.3.37) после элементарных преобразований примет 
вид 

  1
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1
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QNff .   (2.3.39) 

Для оценки сверху выражения 



N

i
m

m 1

1
2

2

 применим неравенство (2.1.23). 

Предварительна запишем значения 
mil 2

 и 
mil 2
   на основании формул (2.3.35) 

и (2.3.36), а также 
mi2  и 

mi2   согласно обозначениям (2.3.27) и (2.3.28). 
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Фигурирующие в неравенстве (2.1.23) переменные jj yx ,  в данном случае 

равны  
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Поэтому параметры YXyx ,,, , определяющие область D  (2.1.22), имеют вид 
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С целью избежания громоздких записей проследим, во что преобразуется 

каждое слагаемое в 
mi2

  после применения неравенства (2.1.23). Выражение 
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после применения (2.1.23) к сумме 
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Аналогично, 
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или с учетом обозначений (2.3.38)  

mmm gGg 2212  . 

 Перегруппировав слагаемые в знаменателе дроби, образовавшейся 
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после применения неравенства (2.1.23) к сумме 



N

i
i

m
m

1

1

2
2

, на первом шаге 

получим оценку 1

1

1
12

12
2











m

m
m i

N

i
i . 

 Пусть  
 12

22

 m

jmij Qx ,  
 m

jmij Qy 2
22  , Nj ,1 , 

,

12
2

12








m
m

m N
Nx




  ,

12
2

12








m
m

m N
NX




  

,
2

12
m

m
Ny


     
m

m
NY
2

12 
   . 

Повторно применяя (2.1.23) к сумме 
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i , где  

mmmmmm gGGgGg 2212121222      и т.д.    

 Методом математической индукции легко доказать, что последователь-

но применяя неравенство (2.1.23), получим оценку 
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С учетом начальных значений   kil  и  kil   (см. (2.3.35) и (2.3.36) ) имеем 

   
0221011122122 121222 iiiiiiiiiiiii lllldllllcllblla   

  212212 ca   . 

Для оценки сверху выражения 
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или 
 m
N

f
f

m

m

12

12 1


 . ■ 

 Если вместо матриц pG  рассматривать более простые матрицы с не 

большими, чем в pG , соответствующими элементами, то получим частные 

случаи теоремы 2.3.5. 

 Теор ема 2.3.6.  Ветвящаяся цепная дробь (2.3.1) с положительными 

действительными элементами сходится, если 
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lim  ,   (2.3.40) 

где 1
0

1

2 
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ir
N

N , mN  и m  определяются согласно (2.3.23) и (2.2.4), N  – 

число веток ветвления ВЦД (2.3.1). 

 До каз ательс тво . В теореме 2.3.5 вместо матриц mpGp 2,2,  , 

рассмотрим матрицы 
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Пусть 
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, 12,1  mk . 

Вычислим компоненты вектора 1q . Для этого используем рекуррентные 

соотношения 

11  ppp qLq , 1,...,22,12  mmp , 

записанные в эквивалентной форме  
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откуда с учетом значений компонент вектора mq2  имеем 
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 1,...,22,12  mmp .  (2.3.41) 

Методом математической индукции легко доказать, что 
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где mp ,1 , и произведение, у которого верхний индекс меньше нижнего, 

считаем равным единице. Следовательно, 
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Для завершения доказательства теоремы достаточно воспользоваться 

оценкой (2.3.21). ■ 

 Фиксируя в (2.3.40) n  и устремляя  m , получим  

 Следс твие 2.3.2 [20]. ВЦД (2.3.1) с положительными действитель-

ными компонентами сходится, если существует такое целое неотрицательное 

число n ,  что ряд 





1
12

r
nrr  расходится. 

 Исходя из определения in  (2.3.24), легко проверить, что 

  11
2
1

 NnN i . Из (2.3.23) следует, что ii nNN  . Поэтому 1iN . 
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 Следс твие 2.3.3.  ВЦД (2.3.20) с положительными действительными 

элементами сходится, если   ma*
1 , где  ma*

1  – первая компонента векто-

ра, определенного согласно (2.3.22) в предположении. что 2,1  iN i . 

 Положив в формулировке теоремы 2.3.6 вместо каждого iN  единицу, 

получим 

 Следс твие 2.3.4 [9] ВДЦ (2.3.1), частными знаменателями которой 

являются положительные действительные числа, сходится, если 
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N  .   (2.3.42) 

 Перегруппировав слагаемые в суммах под знаком предела в (2.3.42), 

приходим к условию, эквивалентному (2.3.42). 
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kk S      (2.3.43) 

где rk
r

kkkk NNNS 24
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2
1 ... 







   ,  





 


2

1kr  – целая часть 
2

1k . 

 З амеч ание 2.3.2.  В случае 1N  следствие 2.3.4 эквивалентно 

достаточности критерия Зейделя. Действительно, при 1N  
 

  





















4

1
32

22

1
3

2

1
1

1

0

2

1
12 ...

r
mrr

m

r
rr

m

r
rr

m

n

nm

r
nrr   

    


 ......... 24232421
2

1
12 mm

r
mrr   

    mmmm 242123124212 .........    . 

Тогда условие (2.3.42) эквивалентно расходимости ряда 


1k
k . 

 Теор ема 2.3.7 [20,27]. Пусть для ВЦД (2.3.20) с положительными 

действительными частными знаменателями выполняется условие: существу-

ет натуральное число  M , что для всех  i  и m  таких, что   Mim 2 , 
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   (2.3.44) 

где i ; определяются согласно (2.2.4), iN  – согласно (2.3.23).  

 Тогда дробь (2.3.20) сходится, если ряд 




1i
i        (2.3.45) 

расходится. 

 До каз ательс тво .  Используя обозначения (2.3.38), предложенные 

при доказательстве теоремы 2.3.5, приходим к рекуррентному соотношению, 

связывающему компоненты векторов  pg  и 1pg . 
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 ,1...,,12,2  mmp     (2.3.46) 

при начальных условиях 

NdNcba mmmmm   1212121212 ,,0,0  .  (2.3.47) 

Вычитая из первого уравнения системы (2.3.46) второе, умноженное на p , 
получим 

1 pppp aba  ,    (2.3.48) 
откуда 

i

m

pi
ip ba 




2
 .     (2.3.49) 

Из последнего уравнения системы (2.3.46) с учетом формулы (2.3.49) 

находим 

NaNbd p

m

pi
iip  


 1

2

1
 .     (2.3.50) 

Подставляем (2.3.50) в третье уравнение системы (2.3.46) 

    1111111 ppppppppppp bNdbNdbc   



 119

ppppp NbNa    111 . 

Из второго уравнения (2.3.46) следует, что 111   pppp aNbc  . Под-

ставляя это выражение в предыдущее и учитывая (2.3.48), получим систему 

уравнений 
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 ,  (2.3.51) 

2,...,12,2  mmp  

при начальных условиях 

12212 ,0   mmm bb  ,    (2.3.52) 

причем предполагается, что сумма, у которой верхний индекс меньше 

нижнего, равна нулю.  

 Решения уравнений (2.3.51) представим в виде 

,1212,22 
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kii Ab    k

m
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kii Ab 2

1
12,1212 


  . (2.3.53) 

Учитывая начальные условия (2.3.52), имеем 

112,2 mmA .     (2.3.54) 

Подставляя (2.3.53) в (2.3.51), находим 
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Если привести аналогичные выкладки для 22 ib , то окончательно получим 

рекуррентные соотношения 
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pimmpi  ,2,...,1,, ,    (2.3.55) 

,2
1212,212

1

2,12
2

2,12
12

2,12 












 










  k

m

pk
kpk

p

ik
pk

i
pi

i
pi AA

N
A

N
NA 

  

pimmp  1,2,...,1,  

при начальных условиях (2.3.54). Как и раньше считаем, что сумма, у 

которой верхний индекс меньше нижнего, равна нулю. 

 Если существует такое действительное число 0 , не зависящее от m , 

что    pipi AA 2,1212,2 ,  для произвольных натуральных i  и p , таких, 

что ip  , то из (2.3.53) следует, что 
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1
212122 ,  , 

откуда с учетом (2.3.49) имеем 

     

 125322421
2

1
1 ...... mm

m

i
iiba   

      ......... 127542643 mm   

   mmmmmm 2421231122212 ......    . 

 Таким образом, если ряд (2.3.45) расходится, то   ma1  при m . 

Поэтому ВЦД (2.3.20) сходится, причем с учетом (2.3.21) справедлива оценка 
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 Остается доказать ограниченность снизу некоторой положительной не 

зависящей от m  константой решений системы рекуррентных уравнений 

(2.3.55) в предположении, что справедливо условие (2.3.44) теоремы. Так как 

miN i 2,2,1  , то из (2.3.55) следует, что 11, iiA , ,1
3,


  NA ii  

2
5,


  NA ii  и т.д. Поэтому для заданного в условиях теоремы числа 0M  

существует число  , не зависящее от m , что 

 12, kiiA , если mkiMk 22,121  .    (2.3.56) 

 Пусть индексы pi,  таковы, что   MMip  012  и MM  20 . 

Тогда, учитывая условие (2.3.44), оценки (2.3.56), из последнего уравнения 

системы (2.3.55) находим  

  


 






  


 123212
212

2,12 ...
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pi NN
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A , 

так     .1212 Mipim   Из третьего уравнения системы (2.3.55) при 

тех же ограничениях относительно индексов i  и p  следует, что 

  


 






  


 mii
ii

pi NN
N

A 24222
1222

12,2 ...
2

. 

 На втором шаге, взяв индексы 1i  и 1p  такие, что 

  212 011  Mip , где 0M  определено выше, аналогичным образом 

приходим к оценке  11 2,12 piA ,  12,2 11 piA   и т.д. 
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§ 4. Необходимые и достаточные признаки сходимости ВЦД с 

положительными действительными элементами. 

 Рассмотрим непрерывную дробь 

kk b
b D 1

1
0




 ,      (2.4.1) 

где kb ,  ...,2,1k , – положительные действительные числа. Применяя для 

дроби (2.4.1) теоремы 2.2.1 и 2.3.1, получим критерий сходимости, эквива-

лентный критерию Зейделя (теорема В.2 ). 

 Теор ема 2.4.1 [20]. Цепная дробь (2.4.1) с положительными дейст-

вительными частными знаменателями сходится тогда и только тогда, когда 
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1 ,   (2.4.2) 

где 
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22 kkms ,  




2
k  – целая часть 

2
k . 

 Сравнивая критерий Зейделя и теорему 2.4.1, имеем  

 Следс твие 2.4.1.  Расходимость ряда 


1k
kb  с положительными 

действительными членами эквивалентна выполнению условия (2.4.2). 

 Применяя утверждение теорем 2.2.3 и 2.3.3 к цепной дроби 

k

k

k b
ab D






1
0       (2.4.3) 

получим 

 Теор ема 2.4.2.  Непрерывная дробь (2.4.3) с положительными 

действительными компонентами сходится тогда и только тогда, когда  
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где 
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22 kkms ,  




2
k  – целая часть 

2
k . 
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 Теор ема 2.4.3 [14,20] . Если для ВЦД 

 








N

i kik k
b

b D
11

0
1      (2.4.5) 

с положительными действительными частными знаменателями существует 

константа 0M , такая, что 

kk M    ,...,2,1k     (2.4.6) 

где k  и k  определяются согласно (2.2.4), то эта дробь сходится тогда и 

только тогда, когда расходится ряд 




1k
k .       (2.4.7) 

 До каз ательс тво .  Расходимость ряда (2.4.7) является необходимым 

условием сходимости ВЦД (2.4.5) в силу теоремы 2.2.2. Остается доказать 

достаточность. Из неравенств (2.4.6) и утверждения 1.3.2 следует, что для 

произвольных натуральных чисел i  и inn , ,  
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2322212

2 ... 
 ,  (2.4.8) 

где в последнем равенстве использованы эквивалентные преобразования 

(1.5.1), (1.5.2) и 1
2212 , 

  MM kk  ,  1,  nik , 12 i . Цепная дробь 

...
1111

43
1

21
10 

   NN
b     (2.4.9) 

в силу условий теоремы и критерия Зейделя сходится. Легко проверить, что 

непрерывная дробь 

...4321
0 



NNNNb     (2.4.10) 

эквивалентна (2.4.9). Применяя теорему 2.4.2 к цепной дроби (2.4.10), имеем 
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 . (2.4.11). 

Из неравенств (2.4.6) и (2.4.8) следует, что выражение, стоящее под знаком 

предела в (2.4.11), оценивается сверху выражением 
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k
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...3211
1 , 

где s  определяется согласно (2.2.5). Поэтому из условия (2.4.11) следует 

условие (2.3.2) и в силу теоремы 2.3.1 сходимость ВЦД (2.4.5). ■ 

 Теор ема 2.4.4[14,20]. Пусть      NNNKn ,0...,0,0   – n -мер-

ный гиперкуб и  ,n
n tb   n

n tttt ,...,, 21 , ,...,2,1n  – положительные 

непрерывные функции, заданные в nK , такие, что 

     ninn
n

n biiibib  ,...,, 21 , ,...,2,1n  npNip ,1,,1  , 
и 

       


n

nn
nn

nn
n

n
KttbKttb :max:maxlim 1 .  (2.4.12). 

Тогда ВЦД (2.4.5) с положительными элементами сходится, если интеграль-

ная цепная дробь 

 





N

n
n

n

n tb
dtb D

01
0      (2.4.13) 

сходится. 

 До каз ательс тво .  По аналогии с теоремой 2.2.2 для интегральной 

цепной дроби (2.4.13) с положительными компонентами установлен необхо-

димый признак сходимости, утверждающий о том, что если ряд 

  





1
:max

n
n

nn
n Kttb     (2.4.14) 

сходится., то дробь (2.4.13) расходится [88]. Из условия (2.4.12) следует, что 

существует константа M , для которой выполняются неравенства 
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     n
nn

nn
nn

n KttbMKttb  :min:max , ...,2,1n . 

 Если n  и n  определены согласно (2.2.4), то, очевидно, 

   nn
nn

n Kttb :max ,    nn
nn

n Kttb :min  

и, следовательно, выполняются неравенства (2.4.6). Пусть интегральная 

цепная дробь (2.4.13) сходится, тогда ряд (2.4.14) расходится. Из условий 

теоремы и установленных в процессе доказательства неравенств следует, что 

ряд 


1k
k  расходится. Так как kk   , ...,2,1k , то ряд (2.4.7) расходится. 

Сходимость ВЦД (2.4.5) следует из теоремы 2.4.3. ■ 

 Теор ема 2.4.5[11,20]. Если для ВЦД (2.4.5) с положительными 

действительными элементами существует константа 0M ,такая что 

,1 kk M  kk M 1 , ,...,2,1k   (2.4.15) 

где k , k  определяются согласно (2.2.4), то ВЦД (2.4.5) сходится тогда и 

только тогда, когда ряд (2.4.7) расходится. 

 До каз ательс тво . Необходимость следует из теоремы 1.2.2. Доказа-

тельство достаточности основано на применении теоремы 3.5.2, Рассмотрим 

последовательности 
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1
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1 
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 ,  (2.4.16) 

...
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43
1

21
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kkkk
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 ,  (2.4.17) 

имеющие смысл в силу условий теоремы и критерия Зейделя сходимости 

цепных дробей. 

 Возможны два случая: 0lim 


k
k

t  и 0lim 


k
k

t . В первом случае 

последовательность  kt  ограничена снизу положительной константой. 

Учитывая условие (2.4.15), заключаем, что расходимость ряда (2.4.7) 

эквивалентна расходимости ряда (2.3.45). Из ограниченности снизу 

последовательности  kt  и расходимости последнего ряда следует выполне-
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ние условия (2.3.10). Поэтому в силу теоремы 2.3.2 ВЦД (2.4.5) сходится. 

 Покажем методом от противного, что второй случай в условиях 

теоремы не имеет места. Пусть 0lim 


k
k

t  и  
nkt  – подпоследовательность, 

стремящаяся к нулю. Поэтому для произвольного как угодно малого действи-

тельного числа 0  существует номер 0n , что для всех 0nn   имеем 


nkt . Так как 

n
nn

k
kk T

Nt  , то  


1lim
nk

n
T . 

 Следовательно, для произвольного как угодно большого числа K  

существует номер 1n , что KT
nk 1  для всех 1nn  . Пусть  102 ,max nnn    

и skn 
2

. Тогда для 2nn  .имеем  KtT
nn kk 1 , в частности, 

 KtT ss 1 .    (2.4.18) 
Обозначим    pTpt ss 2,2 1  – p2 -е аппроксиманты цепных дробей (2.4.16) 

и (2.4.17) соответственно. В силу сходимости дробей (2.4.16) и (2.4.17) для 

уже выбранного   существует такое p , что  

       ptTptt ssss 2,2 11 . 

Таким образом,  

          ptpTpttpTTtT ssssssss 2222 1111  

   ptpT ss 222 1    

Учитывая утверждение теоремы , где 1N , 3
1

21
1 ,,, 





ssss NN  , 

, ps 2,...  – точные, a 124
1
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 psssss NN   – соответ-

ственно приближенные значения частных знаменателей цепной дроби, имеем  
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С учетом (2.4.18) приходим к противоречивому неравенству 

 31   MtTK ss  .■ 
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§ 5. Признаки сходимости ветвящихся цепных дробей с 

неотрицательными компонентами 

 Признаки сходимости непрерывных дробей с положительными компо-

нентами легко переносятся на случай, когда элементами дроби являются не-

отрицательные действительные числа. Методика доказательства соответству-

ющих теорем аналогична. Однако в этом случае в формулировки некоторых 

теорем необходимо ввести дополнительные условия. Так, критерий схо-

димости Зейделя справедлив и для непрерывной дроби с неотрицательными 

эле-ментами, если дополнительно потребовать, чтобы не все нечетные 

частные знаменатели были равными нулю. 

 При исследовании сходимости ВЦД с неотрицательными действитель-

ными членами возникают и другие трудности: дроби  
 n

kiQ , фигурирующие в 

основной формуле (1.3.4), могут быть равными нулю, бесконечности или не 

иметь смысла. Поэтому, вообще говоря, мы не можем, как это делалось в 

предыдущих параграфах настоящей главы, использовать свойство вилки 

(1.3.5) или формулу (1.3.4). 

 Дополним множество неотрицательных действительных чисел элемен-

том  , но при этом будем рассматривать ВЦД, компонентами которых явля-

ются действительные (конечные) числа. Рассматривая арифметические 

операции на данном множестве, будем учитывать замечание 1.2.1. 

 Сначала установим условия, при выполнении которых все подходящие 

дроби ВЦД принимают конечные значения. Для этой цели можно воспользо-

ваться формулами для числителей и знаменателей подходящих дробей в виде 

определителей (1.2.27). 

 Утвер ждение 2.5.1. Подходящие дроби ,...,2,1, kfk  ветвящейся 

цепной дроби  

 
 









N

i ki

ki

k k
b
a

b D
11

0 ,      (2.5.1) 
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элементами которой являются неотрицательные действительные числа, 

а) имеет смысл тогда и только тогда, когда 

0detdet 10  ll CC ; 

б) принимают конечные значения тогда и только тогда, когда  

0det 1 lC , 

где kNNNl  ...2  и матрицы ll CC 10 ,  определяются согласно  (1.2.16). 

 Рассматривая ВЦД (2.5.1) как композицию многомерных дробно-

линейных преобразований (1.1.5), мы естественно предполагали, что все 

  0kia , kpNik p ,1,,1,...,2,1  . В этом случае дробь (1.5.1), используя 

эквивалентные преобразования (1.5.4), (1.5.12), можно привести к виду 

(1.5.13). Поэтому рассмотрим ВЦД 

 








N

i kik k
b

b D
11

0
1 ,     (2.5.2) 

где R0b ,   0kib ,  kpNik p ,1,,1,...,2,1  . 

 Пусть  NI ...,,2,1 . Впредь, рассматривая индексы kp , kk rq , , kj , 

Iik  ,  ...,2,1k  , будем предполагать, что kp , kk rq , , kj  фиксированы, а ki  

– произвольный элемент множества I . 

 Утвер ждение 2.5.2. Если частными знаменателями ВЦД (2.5.2) 

являются неотрицательные действительные числа, то   

 а) ее четные подходящие дроби ...,2,1,2 nf ; 

 б) n2 -я подходящая дробь не имеет смысла, т.е. ,
0
0

2 nf  тогда и  

только тогда, когда существует номер nmm 1, , индексы 

kj , 12,1  mk , mmmm qpqp 2222 ,,  , принадлежащие множеству 

 NI ...,,2,1 , что для произвольного набора индексов Ii k 12 , 1,  nmk , 

 и некоторых наборов индексов IqIp kk  22 , , nmk ,1 , выполняются 

условия 
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  nms , ,  (2.5.3) 

причем равенства (2.5.3) при каждом фиксированном наборе индексов 

Ii k 12 , 1,  nmk , выполняются только при одном наборе индексов 

,2 Ip k   nmk ,1 , и Iq k 2 , nmk ,1 . 

 До каз ательс тво .  

 а) Методом математической индукции с учетом обозначений (1.3.1) 

легко проверить, что для произвольных наборов индексов  
  02

12 
n
kiQ , 

1...,,1,  nnk ,   12,1,,1  kpNi p , откуда 
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i
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Q
bf
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1 . 

 б) Используем метод математической индукции. При ,2,1n  условия 

(2.5.3) легко проверяются. Предполагая, что пункт б) справедлив для 

произвольных ВЦД 22 nf , докажем его справедливость для nf2 . Имеем 
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Так как  
  02
1 n

iQ , Ii 1 , то nf2  не имеет смысла тогда и только тогда, когда 

существует индекс  1j , такой, что дробь 
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2 2

1  

не имеет смысла. Последнее эквивалентно существованию индекса  2j  

такого, что  
 n
jQ 2

2  не имеет смысла либо существованию индексов Ip 2 , 

Iq 2 , 22 qp  , таких, что   
 

 
  02

1
2
1 22

 n
qj

n
pj QQ . Используя предположение 

индукции, получим:  
 n
jQ 2

2  не имеет смысла тогда и только тогда, когда 

выполняются условия (2.5.3), где nm 2 . Так как 
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то  
  02

1 2
n

pjQ  тогда и только тогда, когда   0
21 pjb , и  для каждого Ii 3  

существует только один индекс 4p , что  
  02

1 432
n

pipjQ . 

 Последовательно применяя последнее утверждение, приходим к тому, 

что равенство  
 

 
  02

1
2
1 22

 n
qj

n
pj QQ  эквивалентно выполнению условия 

(2.5.3) при 1m . ■ 

 Утвер ждение 2.5.3 Если частными знаменателями (2.5.2) являются 

неотрицательные действительные числа, то 

 а) нечетная подходящая дробь ...,2,1,0,12  nf n  ,  тогда и только 

тогда, когда существует единственный индекс 1r , принадлежащий множеству 

 NI ,...,2,1 , что для произвольного набора индексов nkIi k ,1,2  , и 

некоторого набора индексов nkIr k ,1,12  , выполняются условия 

0
12254321 ... 
ssriririrb ,  ns ,0 ,  (2.5.4) 

причем равенство (2.5.4) при каждом фиксированном наборе индексов ki2 , 

nk ,1 , выполняется только при одном таборе индексов 12 kr , nk ,1 ; 

 б) ( 12 n )-я подходящая дробь, ...,2,1,0n , не имеет смысла, т.е. 

0
0

12 nf , тогда и только тогда, когда существует целое число nmm 0, , 

индексы Ijk  , ,2,1 mk   0j , 12121212 ,,   mmmm qpIqIp , что 

для произвольного набора индексов ki2 , nmk ,1 , и некоторых наборов 

индексов ,, 1212 IqIp kk    nmk ,1   выполняются условия 

 
 











,0
,0

12242322212

12242322212

...2

...2

ssmmmm

ssmmmm

qiiqiqmj

piipipmj
b
b

  nms , ,  (2.5.5) 
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причем равенства (2.5.5) при каждом фиксированном наборе индексов ki2 , 

nmk ,1 , выполняются только при одном наборе индексов 12 kp , 

nmk ,1  и  12 kq , nmk ,1 . 

 До каз ательс тво .  

 а) Равенство 
 
   




N

i
n

i
n

Q
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1  возможно только тогда, 

когда существует единственный индекс 1r , что  
  012

1 n
rQ . Так как 
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3 321
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1 1
1  

то  
  012

1 n
rQ , тогда и только тогда, когда 0

1
rb , и для каждого Ii 2  

существует только один индекс 3r , что    012
321

n
iirQ . Продолжая аналогичным 

образом, приходим к условию (2.5.4). 

 Пункт б) доказывается аналогично соответствующему пункту предло-

жения 2.5.2. При этом необходимо учитывать , что при всех допустимых 

наборах индексов  
  012

2 n
kiQ . ■ 

 Для ВЦД (2.5.2) с неотрицательными действительными частными зна-

менателями с учетом только что доказанных утверждений легко переносятся 

различные признаки сходимости , установленные ранее в §§ 2–4 в предполо-

жении, что ее компонентами являются положительные действительные 

числа. 

 Теор ема 2.5.1 ВДЦ (2.5.2) с неотрицательными действительными 

частными знаменателями расходится, если выполняется хотя бы одно из 

условий (2.5.3), (2.5.4), (2.5.5) для бесконечной последовательности чисел n  

или условие (2.2.3), где k , k  определяются согласно (2.2.4), s  – согласно 

(2.2.5).  

 До каз ательс тво . Если для бесконечной совокупности чисел n  вы-
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полняется одно из условий (2.5.3), (2.5.4) или (2.5.5), то существует беско-

нечная подпоследовательность подходящих дробей, не имеющих смысла или 

равных  . 

 Пусть существует такое число 0n , что для всех 0nn   условия (2.5.3), 

(2.5.4) и (2.5.5) не выполняются. Тогда все nf  для 0nn   принимают конеч-

ные значения. Вместе с ВЦД (2.5.2) рассмотрим ветвящуюся цепную дробь 
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i kik k
b

b D
11
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, (2.5.6) 

где –   некоторое положительное действительное число. Подходящие дроби 

(2.5.6) обозначим через  kf . Пусть 02 nm  . Для дроби (2.5.6) применима 

методика доказательства теоремы 2.2.1, из которой следует оценка 

         ,exp 12012212    mmmm bfff   (2.5.7) 

где 

    





















  


skk

k
m
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NNN
221

12

2
112 ... . 

Так как для 0nn   существуют конечные пределы  nf  и   12 m  при 

0 , то, устремляя   к нулю в (2.5.7), получим 

       0exp0exp 1212012212   mmmmm Cbfff  . 

В качестве константы C  достаточно взять 02 0
bf m  , где 02m  – наименьшее 

четное число, такое, что 002 nm  . Это следует из свойства вилки 

1212222   jjkk ffff ,    (2.5.8) 

справедливого для произвольных натуральных чисел k  и j , таких, что 

00 12,2 njnk  . Неравенства (2.5.8) являются следствием неравенств 

(1.3.5), записанных для ВЦД (2.5.6), к которым применен предельный пере-

ход при 0 . Как и при доказательстве теоремы 2.3.1, легко устанавливает-

ся, что последовательность  012 m  монотонно возрастает. Поэтому в силу 

условий теоремы существует конечный предел    00lim 12   mm
. Из 
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оценки   0exp212  Cff mm  следует расходимость ветвящейся цепной 

дроби (2.5.2). ■ 

 Аналогичным образом для ВЦД (2.5.2) или (2.5.1) с неотрицательными 

действительными частными знаменателями и положительными частными 

числителями устанавливаются признаки сходимости, изложенные в §§2–4, 

если дополнительно потребовать, чтобы условия (2.5.3), (2.5.4) и (2.5.5), 

начиная с некоторого номера 0n , не выполнялись. 

 В дальнейшем нам понадобится  

 Теор ема 2.5.2 [20, 23]. Пусть компонентами ВЦД (2.5.1) являются 

неотрицательные действительные числа     0,0  kiki ab , ...,2,1k , 

Nip ,1 , kp ,1 . 

 Тогда ВЦД (2.5.1) сходится, если выполняется одно из условий: 

либо существует такой номер k , что все   0kia , Nip ,1 , kp ,1 , либо 

расходится ряд 




1k
k ,      (2.5.9) 

где 

    
  














 1,1,,1:min
1

1 kpNi
a

bb
p

ki

kiki
k ,  (2.5.10) 

причем наборы индексов, при которых   01 kia , при минимизации (2.5.10) 

не учитываются. 

 До каз ательс тво . Легко проверить, что с учетом обозначений (1.3.1) 

для произвольных допустимых значений индексов все  
 n

kiQ  отличны от нуля 

и принимают конечные значения. Поэтому все n -е аппроксиманты ,...,2,1n  

конечны и для них выполняется свойство вилки (2.5.8). 

 Рассмотрим s -ю подходящую дробь. Если при некотором наборе ин-

дексов   0kia , то, так как   
  0s

kiQ , имеем  

 
  0s

ki

ki

Q

a
. Тогда s -ю аппрокси-
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манту sf  ВЦД (2.5.1) можно записать в виде 
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k
s b

a
bf D ,     (2.5.11) 

где   Nn ki  10 ;   0kia , причем предполагается, что если верхний индекс 

суммирования больше нижнего, то сумма равна нулю. Числа  1kin  не 

зависят от s . 

 Если при некотором m  все   0mia  Nip ,1 , mp ,1 , то для 

произвольного ms   1 ms ff , и сходимость ВЦД (2.5.1) очевидна. 

 Пусть при каждом ...,2,1k , существует набор индексов  kiii ...,,, 21 , что 

  1kin . Тогда обозначения (2.5.10) имеют смысл, так как набор индексов, по 

которым происходит минимизация, является не пустым множеством. Пусть в 

(2.5.11) 12  ms . Тогда, используя (1.3.4), получим 
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Повторяем доказательство теоремы 2.3.3. Для оценки сверху выражений 
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где   11 kin , s  равно 12 m  или m2 , применяем неравенство (2.1.5). Так 

как  kkL   и 
N

N
n

n



 

,  где Nn 0 , 0 , то окончательно получим 

оценку 





 


12

2
212

m

k k
mm N

NCff


, 

откуда с учетом расходимости ряда (2.5.9) следует сходимость ВЦД (2.5.1). ■ 
 



 136

ГЛАВА 3. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ВЦД С КОМПЛЕКСНЫМИ 
ЧИСЛОВЫМИ КОМПОНЕНТАМИ 

§ 1. Исследование сходимости ветвящихся цепных дробей с частными 

числителями, равными единице 

 Рассмотрим ВЦД вида 
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i kik k
b

b D
11

0
1 ,     (3.1.1) 

где   Ckib , kpNik p ,1,,1,...,2,1  . Именно для таких дробей оказались 

более компактными формулировки признаков сходимости в случае, если 

  0kib  (см. гл.2). 

 Следующая теорема является многомерным аналогом теоремы Ван 

Флека (теорема В.10). 

 Теор ема 3.1.1 [16,20]. Пусть все частные знаменатели ВЦД (3.1.1) 

принадлежат области 







  


 2

arg,0: zzzG C ,   (3.1.2) 

где   – произвольное как угодно малое положительное действительное число 

2
0 

  0. Тогда 

 1) каждая m -я аппроксиманта ,...,2,1, mfm ВЦД (3.1.1) принадлежит 

области (3.1.2); 

 2) существуют конечные пределы четных nf2  и нечетных  12 nf  

подходящих дробей при n ; 

 3) ВЦД (3.1.1) сходится, если при введении обозначений  

  
  ,,1,,1:max

,,1,,1:min
kpNib
kpNib

pkik

pkik








    (3.1.3) 

выполняется одно из условий : 

 а) расходится ряд 
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1kr  – целая 
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 , (3.1.5) 

где 




2

22 kkms . 

 До каз ательс тво . Если   mkGb ki ,1,   , то, очевидно, 
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1  и т. д. 

Следовательно, пункт 1) выполняется при произвольном 
2

0 
  . 

 Рассмотрим ВЦД 
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i kik k
zbD

11

1 ,     (3.1.6) 

где             1,,arg,exp  izbzibzb kikikikiki C . 

Пусть 




2
1Re


z .     (3.1.7) 

Тогда 

     








 


















 

222
1

2
Rearg zzb kiki . 

 Следовательно,    Gzb ki  , где 2  , если z  принадлежит области 

(3.1.2). Поэтому в силу пункта 1) заключаем, что все подходящие дроби ВЦД 

(3.1.6)   ...,,2,1, mzfm  являются голоморфными функциями z  в области 

(3.1.7). Рассмотрим область   1Im,2Re: 1   zzCzD  . Для 

Dz  и последовательности голоморфных функций   zf m  выполняются 
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условия теоремы Стилтьеса-Витали (теорема В.18), где, например, 1a , 

2b . Пусть  1Im,0Re:  wwCw  и z . Тогда ВЦД (3.1.6) 

запишется в виде 
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i kik k
bD

11
ˆ
1 ,     (3.1.8) 

где        0Imexpˆ  zbb kikiki  . Из свойства вилки (1.3.5) следует, что для 

ВЦД (3.1.8) всегда существуют пределы четных и нечетных подходящих 

дробей. Поэтому в силу теоремы Стилтьеса-Витали существуют пределы 

 12nf  и  112 nf  при n ,т.e. выполняется пункт 2) теоремы. 

 Докажем пункт 3) в предположении, что выполняется условие а). Пусть 

z  фиксировано и 

  
  ,,1,,1:ˆmaxˆ

,,1,,1:ˆminˆ
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Так как kkkk 
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expˆ,

2
expˆ , то 
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    . 

В силу следствия 2.3.4, эквивалентности условий (2.3.42), (2.3.43) и 

предположения (3.1.4) теоремы ВЦД (3.1.6) сходится для каждого z . 

Учитывая теорему Стилтьеса-Витали, заключаем,что ВЦД (3.1.6) сходится на 

каждом компакте области D , в частности, в точке 1z , что равносильно 

сходимости ВЦД (3.1.1). 

 Пункт б) доказывается аналогично с учетом теоремы 2.3.1, теоремы 

Стилтьеса-Витали и неравенства 
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 Теорема 3.1.1 неверна, если предположить, что 0 . В качестве 

контрпримера достаточно взять ВЦД (3.1.1), у которой     Nibib kiki  122 , , 

kpNik p ,1,,1...,,2,1  . В этом случае все нечетные подходящие дроби 

равны  . 

 Теор ема 3.1.2 [20]. Пусть все частные знаменатели ВЦД (3.1.1) 

принадлежат области (3.1.2). Тогда дробь (3.1.1) сходится, если интегральная 

цепная дробь 

 




N

k
k

k

k tb
dt

D
01

      (3.1.10) 

сходится, где  r
r tb ,   rtttt r ,...,, 21 , ,...,2,1r  – непрерывные поло-

жительные функции в гиперкубе      NNNKr ,0...,0,0   такие, что 

   ri
r

r bib  , ....,2,1,,1.  rNir    (3.1.11) 

и выполняются условия (2.4. 12). 

 До каз ательс тво  аналогично тому, которое применялось в предыду-

щей теореме, с использованием теорем 2.4.4 и В.18.■ 

 Рассмотрим вопрос об аналоге теоремы В.12 для ВЦД. Если все 

частные знаменатели дроби (3.1.1)   0kib , то, как следует из теоремы 2.2.2, 

расходимость ряда 




1k
k ,      (3.1.12) 

где k  определяются согласно (2.2.4), будет необходимым условием сходи-

мости дроби (3.1.1). По аналогии с теоремой В.12 можно предположить, что 

аналогичное утверждение справедливо для ВЦД (3.1.1), где все   Ckib , k  

определяются согласно (3.1.3). Построим контрпример, показывающий, что 

это не верно, хотя часть теоремы Кох справедлива и для ВЦД. 
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 Теор ема 3.1.3. Пусть для ВЦД 
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i kik k
bD

11

1 ,     (3.1.13). 

где   Ckib , ,...,2,1k  Nip ,1 , kp ,1 , ряд (3.1.12) сходится, k  опреде-

ляются согласно (3.1.3). Тогда справедливы оценки 

,, mmmmmm QKBPKA      (3.1.14) 

где mA  и mB , mP  и mQ  – соответственно числитель и знаменатель m -й 

подходящей дроби (3.1.13) и цепной дроби 

......21  k

NNN


     (3.1.15) 

    ,,
121

1
12

11
1


  NNNN

mm
pm

CNCCCK   

    




 


1

1
2 1,

122

k
k

NN CCNC     (3.1.16) 

и p  равно 1, если m  – четное или 2 в противном случае. 

  Из полученных оценок следует, что 0lim,0lim 


m
m

m
m

BA . 

 До каз ательс тво .  Вместе с ВЦД (3.1.13) рассмотрим ветвящуюся 

цепную дробь 
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i kik k
bD

11
~

1 ,     (3.1.17) 

где    kiki bb ~  и обозначим через mm BA ~,~  – соответственно числитель и 

знаменатель ее m -й подходящей дроби. Очевидно, что mA  и mB  являются 

полиномами от переменных  kib , nk  . Поэтому 

mm AA ~
 ,  mm BB ~ .     (3.1.18) 

Пусть 
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rnNjkr
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k AA

n

rrj
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 , 

где r  определяются согласно (3.1.3). Тогда очевидно, что 

 mm AA  ,...,,~~
21 ,   mm BB  ,...,,~~

21 .   (3.1.19) 

Методом математической индукции докажем, что 

  mmm PKA ~,...,,~
21  ,   mmm QKB ~,...,,~

21  ,  (3.1.20) 

где 

1
,1,1, ...~ 211 
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mmm QQQK

mmmm
    (3.1.21) 

и mkP , , mkQ ,  обозначают соответственно числитель и знаменатель цепной 
дроби 

mkk
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   ...1
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Так как 
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то справедливы рекур-рентные соотношения 
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  mk ,1 ,  (3.1.23) 

откуда  
mkmkkmk NQQQ ,2,1,      mk ,1 ,  (3.1.24) 

причем 0,1,, ,2,1,1,1   mmmmmmmm QQPPQQ . Имеем 
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  . 

Следовательно,   ,~ 1
1,11

1
11

  NN QPNA   1
1,11

~  NQK , т.е. справедливы 

(3.1.20) и (3.1.21) при 1m . Пусть эти равенства выполняются при 1 nm . 

Тогда 
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Используя предположение индукции и учитывая, что  nn NQP ,2 , nn QQ ,1 , 

имеем 
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откуда 
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Аналогично,  
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Следовательно, 
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 . 

Аналогичным образом доказывается, что 

  nnn QKB ~,...,,~
21  . 

С учетом (3.1.24) оценим сверху nkQ , , 1...,,1,  nnk . Имеем 

,, nnnQ   

     ,111 111,1   nnnnnnnn NNNQ   

      ,11111 2112,2   nnnnnnnnn NNNQ   
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        1
2

213,3 11111 nnnnnnnn NNQ 

     321
2 1111   nnnnN    

и т.д. 





 

 2
1

,, ,
kn

nknnn CQQ  ,  nk 1 ,   (3.1.25) 

где  C  определяется согласно (3.1.16), 



 

2
1kn  – целая часть 

2
1 kn . 

Применим (3.1.25) для оценки сверху выражения (3.1.21) 
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где ,1p  если n  – четное, 2p , если n  – нечетное, и 21, СС  определяются 

согласно (3.1.16). Так как 0n  при n , то 0~ nK  при n . Из 

оценки (3.1.25) и того, что nn QP ,2  и nn QQ ,1 , следует, что 

1
2

1
2 ,





 









n

n

n

n CNPCNQ . 

Учитывая полученные оценки, заключаем, что при выполнении условий 

теоремы 0nA  и 0nB  при n . ■ 

 Если бы для ВЦД существовал аналог детерминантной формулы в 

следующей формулировке 

011   nnnn ABBA ,    (3.1.26) 

где   – некоторая константа, не зависящая от n , то из утверждения теоремы 

3.1.3 немедленно получили бы необходимый признак сходимости: ВЦД 

(3.1.13) расходится, если ряд (3.1.12) сходится. 

 Как показывает построенный ниже контрпример, оценка (3.1.26) и 

предполагаемая формулировка необходимого признака сходимости для ВЦД 

(3.1.13) с комплексными элементами, вообще говоря, неверны. 

 Рассмотрим ВЦД (3.1.13) с комплексными частными знаменателями 
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 kib , такими, что ряд (3.1.12) сходится и для произвольного мультииндекса 

 1ki  
 

01

1




N

i kik
b

. Тогда 

 
...,2,1,01

11
 


n

b
f

N

i ki

n

k
n

k

D  . 

 Следовательно, ВЦД (3.1.13) сходится. 
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§ 2. Признаки сходимости ВЦД с частными знаменателями, равными 
единице  

 Рассмотрим последовательности непустых множеств   ki  и   kiV , 
...,2,1,0k , kpNii p ,1,,1,00  , где все   C kiV  и   CC ki , 

C  – расширенная комплексная плоскость. Последовательность   ki  
называется последовательностью областей элементов,   kiV  – последова-
тельностью областей значений, соответствующих   ki , для ВЦД 

 
 

1

1
00

















 

N

i ki

ki

k
b
a

ba ,     (3.2.1) 

если 
 
 

 ki
ki

ki V
b
a

       (3.2.2) 

для произвольных      kikiki ba , , ...,2,1,0k ,  kpNii p ,1,,1,00  , и  

 

   
 kiN

i
kiki

ki V
vb

a

k



 



 1

1
1

     (3.2.3) 

для произвольных    11   kiki Vv  и      kikiki ba , , ...,2,1,0k , ,00 i  

kpNip ,1,,1  . Условие (3.2.3) с учетом обозначений (1.3.3), (1.1.4) будем 

записывать в виде    
    kikiki VVt 1 . 

 Если   kiV  – последовательность областей значений, соответ-

ствующих последовательности областей элементов   ki , и если для 

каждой последовательности   kiV   областей значений, соответствующих 

  ki , имеем 

   kiki VV  ,  ...,2,1,0k ,  ,00 i   kpNip ,1,,1  , 

то   kiV  называется наилучшей последовательностью областей значений. 

Аналогично,   ki  называется наилучшей последовательностью областей 

элементов, соответствующих последовательности областей значений   kiV , 
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если для произвольной последовательности областей элементов   ki , 

соответствующих   kiV , выполняются условия  

   kiki  , ...,2,1,0k , ,00 i  kpNip ,1,,1  . 

 Области элементов для ВЦД  
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1
00 1
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ba      (3.2.4) 

обозначим  kiE , т.е. предполагается, что     C kiki Ea , ...,2,1,0k , 
kpNii p ,1,,1,00  . 

 Аналогично, через  kiG  будем обозначать области элементов ВЦД 
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b .     (3.2.5) 

 В работе [46] установлено, что последовательность областей 

 
 

 
       













 Nimkpba
Q

a
W ppipipim

ki

ki
ki ,1,,,,: ,  (3.2.6) 

...,2,1,0k , kpNii p ,1,,1,00  , km   – произвольное, является после-

довательностью наилучших областей значений, соответствующих   ki . 

Таким образом, в случае, если    ki ,   VV ki   для всех допустимых 

наборов индексов, наилучшей областью значений V  является множество, 

совпадающее со значениями всех подходящих дробей ВЦД (3.2.1). Так как 

области значений – это, как правило, замкнутые области, то в случае сходи-

мости ВЦД (3.2.1) к наилучшей области значений V  присоединяем также 

значения бесконечной дроби (3.2.1). 

 Исследуем сходимость ветвящихся цепных дробей вида  
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      (3.2.7) 

или 
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,      (3.2.8) 

где   Ckiс , ,...,2,1k  kpNi p ,1,,1  . 

 Следующая теорема является многомерным аналогом признака сходи-

мости Ворпицкого (теорема В.8 ). 

 Теор ема 3.2.1 [7,10,20]. Если для ВЦД (3.2.8), где все  kiс  – 

комплексные числа, выполняются условия 

 
 

2
10,1  t

N
ttc ki  , ,...,2,1k  kpNi p ,1,,1  , (3.2.9) 

то 
1) ВЦД (3.2.8) абсолютно сходится; 

2) справедливы неулучшаемые оценки скорости сходимости 
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 mmnn
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tttttff   если  ,

2
10  t   (3.2.10) 

или 
 

  11
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mn
mnff mn , если 

2
1

t ,  (3.2.11) 

где mn  ,  kf  –k -я подходящая дробь ВЦД (3.2.8); 

3) наилучшей областью значений, соответствующей области элементов 

(3.2.9) является круг 

22 11
1

t
t

t
z





 ;     (3.2.12) 

 4) предельная константа 
N4
1 , является наилучшей, ее нельзя 

увеличить, сохранив при этом сходимость ВЦД (3.2.8). 

 До каз ательс тво . Рассмотрим периодическую непрерывную дробь 

   
...1

1
1

1
1
1








tttt      (3.2.13) 

и обозначим mmm gQP ,,  ее m -й числитель, m -й знаменатель и m -ю аппрок-

симанту соответственно. Используя метод математической индукции с уче-
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том рекуррентных формул (1.2.2), легко доказать, что 1 mm QP , ,...,2,1m и 

  ...,2,1,
21

1 


 m
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ttQ
mm

m ,  если 
2
10  t ,  (3.2.14) 

...,2,1,
2

1



 mmQ mm ,   если   

2
1

t .  (3.2.15) 

Из (3.2.14), (3.2.15) следует, что 0mQ  и 0mg  для 
2
10  t  и ...,2,1m  . 

 Покажем, что при выполнений условия (3.2.9) цепная дробь (3.2.13) 

является мажорантой ВЦД (3.2.8) (см. определение 1.4.2). Для ВЦД (3.2.8) 

аналогично (1.3.1) определим  
 s

kiQ , sks  1,...,2,1 , kpNip ,1,,1  , и 
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 Используя метод математической индукции, докажем, что при 

выполнение условий теоремы 
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Фиксируем s . При sk   имеем  
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11  gQ s
si . При 1 sk  получим  
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Пусть неравенство (3.2 16) выполняется при 1 nk . Докажем его справед-

ливость при nk  . Имеем 

 
   

 
   

11 1

1 1111
1 


 

  
 ns

ns
N

i
s
ni

nis
ni g

gtt
Q

c
Q

n

. 

Пусть mn  . Так как все   
  0s

kiQ , то для разности двух подходящих дробей 

mn ff   ВЦД (3.2.8) по аналогии с (1.3.3) легко устанавливается формула 
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mn
m QQ

c
ff

1,...,,

0

1

0

11

1

1

1
,    (3.2.17) 

где   
    1,1,00  mnsQQ ss
i .  

Запишем формулу (3.2.17) для непрерывной дроби (3.2.13) 

  0
11

1

0

1

0






 




 

m

k

m

k kmkn

mm
mn

gg

ttgg , mn  .  (3.2.18) 

Из неравенств (3.2.16) следует, что  mnmn ggff  . 

Так как периодическая цепная дробь (3.2.13), где 
2
10  t , сходится (см. 

теорему В? ), и ее подходящие дроби монотонно возрастают, то ВЦД (3.2.8) 

абсолютно сходится и справедлива оценка  

    








1

00
1

m

k
km

m

k
kn

mm
mn ggttff .     

 Учитывая, что ,...,2,1,1   k
Q

Qg
k

k
k получим  

 
mn

mn
mm

mn QQ
Qttff  1 .    (3.2.19) 

При 
2
1

t  имеем ,...,2,1,
2

1



 kkQ kk  и оценка (3.2.19) преобразуется в 

(3.2.11). Если же 
2
10  t , то, используя (3.2.14), получим неравенство 

(3.2.10). Оценки (3.2.10) и (3.2.11) точные. Они достигаются для ВЦД (3.2.8), 

у которой  
 

N
ttc ki

 1 , ...,,2,1k  kpNip ,1,,1  . Заметим также, что 

правая часть неравенства (3.2.11) получается из правой части неравенства 

(3.2.10) путем предельного перехода при  
2
1

t .     

 В случае 
2
10  t  справедливо неравенство  
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        121111 1

1
11

121










mmmnn

mnmn

ttttt
ttt ,   (3.2.20) 

кoтopoe легко устанавливается, если ввести замену 
t

ty



1

и учесть, что 

10  y . Действительно, в этом случае (3.2.20) сводится к очевидному 

неравенству       11 1111   nmmn yyyy . 

 Из (3.2.20) следует более прозрачная, но и более грубая оценка 

 m
m

mn
t

tff



1

,  если  
2
10  t .    (3.2.21) 

 Докажем пункт 3). m -ю аппроксиманту ВЦД (3.2.8) запишем в виде  

     

 
  wQ

c
z

N

i
m

i

i





















 1

11

1

1
1

1

1

1

.    

 Из оценки (3.2.16) и условия (3.2.9) следует, чтo 

 

 
    1

1
1

1

1

1

1 


  m

N

i
m

i

i gtt
Q

c
w . 

Обозначим через g  значение бесконечной цепной дроби (3.2.13). Так как 

  gtt
g




11
1 , тo, решая квадратное уравнение относительно g , получим 

t
g




1
1 . Из формулы (3.2.18) следует, что последовательность  mg  

монотонно возрастает. Следовательно,   tgttw  1  и tw
z

z


1 , откуда 

после несложных вычислений получим (3.2.12).  

 Покажем, что наилучшая область значений ВЦД (3.2.8) совпадает с 

этим кругом. Рассмотрим ветвящуюся цепную дробь (3.2.8), у которой 

  cNсi
1

1
 , Ni ,11  ,    ttNc ki   11 , Nik p ,1,...,3,2  , kp ,1 . Её 

значение равно    1111
 tcz . Произвольное z , принадлежащее 

области (3.2.12), легко получается подбором c , такого, что  ttc  1 . 
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 Для доказательства пункта 4) заметим, что согласно теореме В.13 ВЦД 

(3.2.8), у которой   cс ki  , где c  – произвольное действительное число, 

такое, что 
N

c
4
1 , расходится. ■ 

 Теор ема 3.2.2 [20]. Пусть для ВЦД (3.2.7), где 0b ,  kic , ...,2,1k , 

Nip ,1 , kp ,1 , – комплексные числа, выполняются условия 

      1
1 1 
  kikiki ggNc , ...,2,1k , Nip ,1 , kp ,1 ,  00 i ,    (3.2.22) 

где 
      0,10, 00  gggg ikiki R ,  ...,2,1k , Nip ,1 , kp ,1 ,   (3.2.23) 

или 
      0,10, 00  gggg ikiki R ,  ...,2,1k , Nip ,1 , kp ,1 .   (3.2.24) 

 Тогда ВЦД (3.2.7) абсолютно сходится и ее наилучшей областью 

значений является круг  

10 bz .       (3.2.25) 

 До каз ательс тво . Покажем, что мажорантой ВЦД (3.2.7) является 

ВЦД 

    











N

i

kiki

k k

ggN
b D

1

1
1

1
0 1

1
.   (3.2.26) 

Для дроби (3.2.26) введем рекуррентно сокращенные обозначения, анало-

гичные (1.3.2) 

 
 

 
      

 
 

 









N

i
s
pi

pipis
pi

s
si

p
Q

ggN
QQ

1 1

1
1

1
ˆ

1
1ˆ,1ˆ ,  (3.2.27) 

где ,1,1,...,2,1  sps  pkNi k ,1,,1  . Методом математической 

индукции докажем справедливость неравенств 

 
 

 
  ,ˆ s

ki
s
ki QQ   kpNisks p ,1,,1,,1,...,2,1  ,  (3.2.28) 

и  

 
 

 ki
s
ki gQ ˆ ,  kpNisks p ,1,,1,,1,...,2,1  ,  (3.2.29) 
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если выполняются ограничения (3.2.23), или 

 
 

 ki
s
ki gQ ˆ ,  kpNisks p ,1,,1,,1,...,2,1  ,  (3.2.30) 

если выполняются ограничения (3.2.24). 

 При sk   неравенства (3.2.28)-(3.2.30) очевидны. При 1 sk имеем 

 
 

        
 s

sisi
N

i
si

N

i
si

s
si QggNcQ

ss
11

1

1

1
1

ˆ111 





   . 

Заменяя  sig  единицей, получим (3.2.29) или (3.2.30), где 1 sk . 

 Пусть неравенства (3.2.28) – (3.2.30) выполняются при spk  1 . 

Докажем их справедливость при pk  . Имеем 
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. 

Учитывая, что в силу оценок (3.2.29) и (3.2.30) все  
  0ˆ

1 
s
piQ  и заменяя 

 1pig  на  
 s

piQ 1
ˆ

 , получим (3.2.29), (3.2.30) при pk  . 

 Следовательно, все  
 

 
  0ˆ,0  s

ki
s
ki QQ . Воспользовавшись формулой 

(1.3.4) для разностей подходящих дробей ВЦД (3.2.7) и (3.2.26) mn ff   и 

соответственно mn gg ˆˆ   где mn  , имеем 
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Таким образом, 
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nmmn ggff ˆˆ  , mn  .    (3.2.31) 

Последовательность  nĝ  монотонно убывает и в силу неравенств (3.2.29), 

(3.2.30) ограничена снизу, так как 

 

 
 









N

i
n

i

i
n b

Q

gN
bg

1
0

1

1
1

0
1

1
ˆ

ˆ . 

Поэтому предел n
n

gg ˆlimˆ


  существует и конечен. Абсолютная сходимость 

ВЦД (3.2.7) следует из неравенства (3.2.31). Учитывая (3.2.29) или (3.2.30) и 

условия (3.2.22), имеем 

 

 
  1

1 1

1
0

1

 


N

i
n

i

i
n

Q

c
bf . 

Поэтому наилучшая область значений ВЦД (3.2.7) принадлежит кругу 

(3.2.25). Покажем, что она совпадает с этим кругом. ВЦД (3.2.7), у которой 

      N
cNicNc kii 4

1,,1,2 1
1

1   , kpNik p ,1,,1,...,3,2  , удовлетво-

ряет ограничениям (3.2.22), если 1c . В данном случае   ,,1,
2
1

11 Nicg i   

  2
1

kig , kpNik p ,1,,1,...,3,2  , и значение дроби равно cb 0 . ■ 

 Рассмотрим ВЦД (3.2.8), где  kiс  – комплексные числа, удовлетво-

ряющие условиям (3.2.22) и ограничениям (3.2.23) или (3.2.24) относительно 

 kig . Так как согласно теореме 3.2.2 значение дроби, обратной к (3.2.8), 

может быть равно нулю, то без дополнительных ограничений можно лишь 

говорить о сходимости в широком смысле ВЦД (3.2.8) 

 Теор ема 3.2.3 [20,31]. ВЦД (3.2.8) с числовыми комплексными эле-

ментами  kiс , kpNik p ,1,,1,...,2,1  , абсолютно сходится, если справед-

ливы условия (3.2.22), где   10 00  ggi  и   10  kig  или   10  kig , 

kpNik p ,1,,1,...,2,1  . Наилучшей областью значений этой дроби явля-

ется круг 
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   00

0

00 2
1

2
1

gg
g

gg
z







 .     (3.2.32) 

 До каз ательс тво . Аналогично, как и при доказательстве теоремы 

3.2.2, легко устанавливается, что мажорантой ВЦД (3.2.8) является ВЦД  

    
1

1

1
1

1 1
1

1




















 
 

N

i

kiki

k k

ggN
D .   (3.2.33) 

Если бесконечную ВЦД (3.2.33) или ее n -ю аппроксиманту записать в виде 

 wg
z

011
1


 ,  

    
















N

i N

i

ii

i

ggN

gN
w

1

1

21
1

1
1

1

2
1
1

1



, 

то в силу утверждения теоремы 3.2.2 1w  и поэтому 0111 g
z

 , откуда с 

помощью элементарных вычислений получим (3.2.32). Абсолютная 

сходимость ВЦД (3.2.8) следует из того, что аппроксиманты мажорантной 

ВЦД (3.2.33) образуют монотонно возрастающую и ограниченную сверху 

последовательность. ■ 

 Теор ема 3.2.4 [13,20]. Пусть для ВЦД (3.2.8), где  kiс , ,...,2,1k  

Nip ,1 , kp ,1  – комплексные числа, выполняются условия (3.2.22) и 

ограничения (3.2.23) относительно  kig . 

 Тогда дробь (3.2.8) сходится, если существует такое натуральное число 

n  и набор индексов  niii ,...,, 21 ,  Nik 1 ,  ,,1 nk   что    0nig  или 

      11  ninini ggNc .    (3.2.34) 

 До каз ательс тво . ВЦД 

 
 








N

i

ki

pk
pi

k

c
Q D

11
,

1
1  

где pkNiip k ,1,,1,0,...,2,1,0 0  , согласно теореме 3.2.2 

сходится и принимает значение, принадлежащее кругу  pigz  11 . 
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Элементы  kic  запишем в виде  

        kikikiki xggNc 1
1 1 
  , 

где   1kix  в силу условия (3.2.22). Если ВЦД (3.2.8) расходится, то 

необходимо 

   

 






N

i i

ii

Q
xgN

Q
1 1

11
1

0
1

01 .    (3.2.36) 

Так как   11 ix  и согласно (3.2.29)    11 ii gQ  , то равенство (3.2.36) 

равносильно тому, что 

            ,1,1,1 1
111

1
111  

iiiiii QxgQgx     Ni ,11  .       (3.2.37) 

Из условия    11 11 ii gQ   и (3.2.37) следует, что 

      1, 111  iii xgQ , Ni ,11  .    (3.2.38) 
 Поскольку 

        

 
,11

1 2

22
1

11
2







N

i i

ii
ii Q

xgN
gQ  

то, учитывая (3.2.38), имеем  

   

 
01

1 2

22
1

2




N

i i

ii

Q
xgN

, 

откуда, повторяя те же рассуждения, получим  

      1, 221  iii xgQ , 2,1,,1  kNik   и т.д. 

 Расходимость дроби (3.2.8) эквивалентна выполнению условий 

   kiki gQ  ,     1kix      (3.2.39) 

при всех возможных наборах индексов. Поэтому выполнение условия (3.2.34) 

гарантирует сходимость ВЦД (3.2.8).  

 Пусть   1kix ,  kpNik p ,1,,1,...,2,1  , и   0 njg  при некото-

ром наборе индексов. С учетом (3.2.29) имеем 
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N
Ng
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gN
gQ n j

N

i
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in j

in j
n j

s
n j

n  n

 n 11111 1
1 1

1
1

)1(1


 
 




  . (3.2.40) 

Если 1 n , то    11    n j n j gQ , и условие (3.2.39) не выполняется. При 

1 n  из неравенства (3.2.40) следует, что 1
0

 NQ . Поэтому ВЦД (3.2.8) 

сходится.  ■ 

 Теор ема 3.2.5 [20]. ВЦД (3.2.8) с комплексными частными числи-

телями сходится, если для произвольного натурального  n  и произвольного 

набора индексов niii ,...,, 21  выполняются условия 

  kpNinNc p
n

k
ki ,1,,1,...,2,1,1

1
 


 .  (3.2.41) 

 До каз ательс тво . Покажем, что существуют такие действительные 

числа   10  kig ,  kpNik p ,1,,1,...,2,1  ,   000  gg i , что 

      1
1 1 
  kikiki ggNc      (3.2.42) 

Действительно, так как  
1

1
 Nci , то можно положить    11 ii gcN  . 

Тогда   10 1  ig , Ni ,11  . Пусть   nkNig kni ,1,,1,  , уже найдены. 

Учитывая (3.2.42), имеем 

               








 
n

k
kikii

n

k
kiki

n

k
kini gggggNcNc

2
11

1
1

1
1 11111  

                  





 
n

k
kikii

n

k
kikiii ggggggg

3
12

3
121 11111  

                  





 
n

k
kikii

n

k
kikiii ggggggg

4
13

4
132 ...11111  

        ninini ggg   111 1 . 

Поэтому существует такое действительное число    10 1  nig , что 

      ninini ggсN   111 . 

Если некоторые  niс  равны нулю, то, значит,   0nig , и сходимость 
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ВЦД (3.2.8) следует из теоремы 3.2.4. Пусть все   0kiс , ,...,2,1k  Nip ,1 , 

kp ,1 . Тогда, положив, 

    












 



 1
1,,1:sup1

kp
rpiki krNiсNg ,   (3.2.43) 

   0,...,2,1,0 0  ik ,  Nip ,1 , kp ,1 ,  

имеем  

         


























 










1
1 sup1sup1

kp
pi

kp
pikiki сNсNgg

      


























 







 11
sup1sup

kp
pi

kp
piki сNсNсN

       ki
kp

pi
kp

piki сNсNсNсN 












 







 11
sup1sup . 

Учитывая (3.2.43), получим     10,10 00  kii ggg , ,...,2,1k  
kpNip ,1,,1  . Поэтому 

     10
1

1 1 ii ggNc   , Ni ,11  , 

      kikiki ggNc 1
1 1 
  , ,...,3,2k  kpNip ,1,,1  . 

Если 00 g , то ВЦД (3.2.8) сходится согласно теореме 3.2.3. Если же 00 g , 

то сходимость ВЦД (3.2.8) следует из теоремы 3.2.4.■  

 Нам будут необходимы некоторые сведения о цепных последователь-

ностях, более подробно изложенные в монографии [202]. 

 Последовательность действительных неотрицательных чисел  ka  

называется цепной, если существуют такие действительные числа 10  ng , 

,...,2,1,0n  что   kkk gga 11  , ...,2,1k . Числа ng , ...,2,1,0n , называ-

ются параметрами цепной последовательности. Параметры определяются 

неоднозначно. Однако для каждой цепной последовательности  ka  всегда 

существуют так называемые минимальные параметры ,...,1,0, nmn  и 

максимальные параметры ,...,2,1,0, nM n  такие, что   kkk mma 11  , 
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  kkk MMa 11  , ...,2,1k . Для всех других значений параметров данной 

цепной последовательности  ka  справедливы неравенства 

nnn Mgm  , ...,2,1,0n . 

Минимальные и максимальные параметры определяются однозначно по 

формулам  

,00 m   








 


 ,1,1

1,0
1

1
1

ppp

p
p mеслиma

mесли
m   ...,2,1p , 


 

111
1 321 ppp

p
aaa

M ,  ...,2,1p . 

Если  ka  – цепная последовательность, у которой ...,2,1,0  kak , то 

pp Mm  , ...,2,1p , тогда и только тогда, когда расходится ряд  

 


  1 1 1k

k

i i

i
m

m
. 

Последовательность  2
k  является цепной тогда и только тогда, когда для 

всех действительных значений ,...,2,1, ii  неотрицательно определены 

квадратические формы 02
1

1
1

1

2  







n

p
ppp

n

p
p  , ...,3,2n . 

 Теор ема 3.2.6 [20,31]. Пусть элементами ВЦД (3.2.8) являются 

комплексные числа  kic , kpNik p ,1,,1,...,2,1  , такие, что последо-

вательность 

  kpNicNa pkik ,1,,1:max  ,  ,...,2,1k   (3.2.44) 

является цепной последовательностью с минимальными параметрами pm , 

...,2,1,0p , удовлетворяющими условиям 

10  pm ,  ...,2,1p .    (3.2.45) 

 Тогда ВЦД (3.2.8) абсолютно сходится, если сходится ряд 

  1

1 1
11 



 
  i

k

k

i
i mmT .    (3.2.46) 
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Значение ВЦД (3.2.8) и всех ее аппроксимант принадлежит области 

 
 12

1
12 







T
TT

T
Tz ,      (3.2.47) 

 где T  – сумма ряда (3.2.46). 

 До каз ательс тво . Аналогично, как и при доказательстве теоремы 

3.2.2, легко проверить, что цепная дробь 

   









1

1
1

1
11

1 32211 mmmmmf    (3.2.48) 

является мажорантой ВЦД (3.2.8). Пусть nP  и nQ  – соответственно n -й 

числитель и n -й знаменатель цепной дроби 11  f , где f  – непрерывная 

дробь (3.2.48). На основании рекуррентных формул (1.2.2) легко доказать 

(см. [202]), что 
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Поэтому  11  nnn TQP , где nT  – n -я частная сумма ряда (3.2.46). Запи-

сывая ВЦД (3.2.8) или ее аппроксиманту в виде 
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с учетом оценки типа (3.2.28) в данном случае имеем 11  Tw  или 
11 11   Tz , откуда с помощью элементарных вычислений получим 

(3.2.47). ■ 
 Следс твие 3.2.1 [20]. ВЦД (2.2.2) с комплексными элементами 

абсолютно сходится, если существуют такие действительные числа   1kiq , 

kpNik p ,1,,1,...,2,1  , что выполняются неравенства 
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 , kpNik p ,1,,1,...,3,2  .  (3.2.50) 

 До каз ательс тво .  Используя эквивалентные преобразования (1.5.4), 

(1.5.15), дробь (2.2.2) приведем к виду (3.2.7). Пусть   000  gg i  и 

   
11  kiki qg , kpNik p ,1,,1,...,2,1  . Тогда неравенства (3.2.49), 

(3.2.50) эквивалентны условиям (3.2.22) теоремы 3.2.2 с ограничениями 

(3.2.23) для  kig . Для завершения доказательства остается применить 

теорему 3.2.2. ■ 

 Другие следствия, а также некоторые усиления рассмотренных здесь 

теорем будут изложены в дальнейшем. 

 В заключение отметим, что теоремы 3.2.2–3.2.6 являются многомер-

ными аналогами признаков сходимости цепных дробей, восходящих от Ван 

Флека [199] и в наиболее полном объеме изложенных в монографии 

Уолла [202]. Теорема 3.2.6 является обобщением теоремы Ван Флека, 

следствие 3.2.1 – многомерный аналог теоремы Перрона [181], 

теорема 3.2.5 – обобщение признака сходимости Кох [170]. Остальные 

теоремы, изложенные в настоящем параграфе, являются многомерными 

аналогами признаков сходимости дробей Скотта–Уолла и Пейдона –

Уолла [202]. 
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§ 3. Многомерные аналоги параболических теорем 

 Ниже рассмотрим аналоги параболических теорем для ВЦД. 

Предварительно с учетом обозначений, предложенных в начале §2 данной 

главы, докажем лемму, являющуюся многомерным обобщением известного 

утверждения в теории цепных дробей [168]. 

 Лемма 3.3.1 [20]. Пусть   kiV  – последовательность полуплоскостей 

       kikki piwwV  expRe: ,   Iki  ,  (3.3.1)  
и 

               1expRe:, kkkikikikiki iaaba   

            Ikipibp kikkiki   ,expRe2 *
1 ,  (3.3.2) 

где   0kip  – некоторые действительные числа,    ,
1

1
*

1
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  k , ,...,1,0k  и 

  1,,1,0,...,2,1,0: 0  pNiikkiI p .  (3.3.3) 

 Тогда   kiV  является последовательностью областей значений, 

соответствующих последовательности областей элементов   ki  для ВЦД 
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ba D      (3.3.4) 

с комплексными числовыми элементами.  

 До каз ательс тво . Условия 

      
*

1expRe kikki pib   ,    Iki  ,   (3.3.5) 

являются необходимыми для того, чтобы обозначения (3.3.2) имели смысл. 

Если справедливо (3.3.5), то неравенства (3.3.2) выполняются, когда все 

  0kia , и поэтому    ki . Пусть 

      
*

1expRe kikki pib   . 
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Тогда, учитывая обозначения (1.1.3), (1.1.4), имеем 

   
        0argexpRe: 1
1   kikkiki aiwwVt  .  (3.3.6) 

При выполнении равенства в (3.3.5) область (3.3.2) будет непустым множе-

ством лишь в том случае. если   1arg  kkkia  . Выполнение последнего 

равенства с учетом (3.3.6) гарантирует включение (3.2.3). Так как  10  kiV , 

то отсюда следует справедливость (3.2.2). Пусть 

      
*

1expRe kikki pib   . 

Легко проверить, что в этом случае  

   
       kikikiki cwwVt  :1 C , 

где 

 
 

       *
1expRe2 kikki

ki
ki

pib

a





 , 

       1argexp  kkikiki aic  . 

Тогда условие (3.2.3) будет выполняться, если    kiki Vc  , и для расстояния 

от точки  kic  до границы области  kV  справедливо неравенство 

          kikikikiki Vvvc  ,min . 

Подставляя значение для  kic  в (3.3.1), получим 

               *
11 expReexpRe kikkikikkki pibpia    . 

Это неравенство следует из (3.3.2). Обозначим  kid  точку из  kiV , для 

которой 

            kikikikikiki Vvvccd  ,min . 

Несложно проверить, что  

           kkikikki icipid   expImexp  
и 

          kikkkikikiki pacd  1argcos  . 

Неравенство       kikiki cd   эквивалентно (3.3.2).  ■  
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 Следс твие 3.3.1 [20]. Множества 

      






   cos

2
1expRe:
N

iwwVV ki , 

      






   2cos

2
12expRe:
N

iwwwEE ki ,  

где  
22

, 



 Iki , I  определяется согласно (3.3.3), является соответ-

ствующими областями значений и областями элементов ВЦД (3.3.4). 

Множество  E  является параболической областью, ограниченной 

параболой, проходящей через точку 
N4
1  с осью вдоль луча 2arg w  и 

фокусом в точке  i
N

 2expcos
4
1 2 . 

 Теор ема 3.3.1 [20]. Пусть элементами ВЦД 
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D     (3.3.7) 

  kpNikc pki ,1,,1,...,2,1,   являются комплексные числа, принадле-
жащие области 

       12Re: 1NzzzP C  ,   (3.3.8) 

где   – как угодно малое действительное число,  10   , N  – число веток 

ветвления ВЦД (3.3.7). 

 Тогда 

 1) существуют конечные пределы четных nf2  и нечетных 12 nf  

подходящих дробей; 

 2) ВЦД (3.3.7) сходится, если выполняется одно из двух условий: либо 

существует такой номер k ,что все   0kic , kpNip ,1,,1  , либо 

расходится ряд 




1k
k ,      (3.3.9) 
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где 
   













 kpNi

zc p
ki

k ,1,,1:1min , причем те наборы индексов, при 

которых   0kic , при минимизации не рассматриваются; 

 3) область значений ВЦД (3.3.7) принадлежит кругу 

.11 z       (3.3.10) 

 До каз ательс тво .  Заметим, что границей области P  является 

парабола с фокусом в начале координат с осью вдоль луча  0arg z  и с 

вершиной в точке 
N4

1  . 

 Каждый отличный от нуля элемент  kic  ВЦД (3.3.7) представим в виде 

      kikiki icc exp , 

где     ki  и 1i . В области 

   1Re,Im: zzz C ,   (3.3.11) 

где   – произвольное действительное число, такое ,что 

      12 1exp1   .    (3.3.12) 

Рассмотрим функции 

  
 

      










,0,exp
,0,0

kikiki

ki
ki cеслиzic

cесли
zc


 

,...,2,1k   ,,1 Nip   kp ,1 . Покажем, что    0Pzc ki  , когда z , где 0P  

определяется согласно (3.3.8), если положить 0 . Если   0ki , то, 

очевидно,   0Pc ki  . Пусть   0ki  и iyxz  . Тогда, опуская индексы с 

целью сокращения записей, получим 

     xeczczc y  cos1Re   . 

Так как  
N

c
2

1cos1   |, то    

 

cos1
cos1

2
1Re


 xe

N
zczc . 

 Исследуем на экстремум выражение 
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 , 

где   1,0, x . Достаточно ограничиться случаем 

 0 ,  10 x . Если  






1

0 , то функция  xM ,  по 

аргументу x  монотонно возрастает и поэтому 
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 M  – монотонно убывающая функция по  , так как 
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если   110   . Следовательно, 
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Если же   






10,

1
x , то 
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12
sin

1

2
sin

2
sin x

, так как 

xx 
2

sin  , где  10  x . 

Таким образом, выбирая   согласно (3.3.12), имеем    
N

zczс
2
1Re  . 

 Рассмотрим ВЦД 
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Учитывая следствие 3.3.1, где 0 , убеждаемся в том, что область значений 



 166

ВЦД   
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zc D  принадлежит полуплоскости 

N
z

2
1Re  , 

откуда следует, что областью значений ВЦЦ, обратной к (3.3.13), является 

полуплоскость 
2
1Re z . Поэтому значения подходящих дробей ВЦД (3.3.13) 

принадлежат области 11 z . 

 Обозначим через  zfn  n -ю аппроксиманту ВЦД (3.3.13). Очевидно, 

что  zfn  – голоморфные функции в области  . Для этой последователь-

ности выполняются условия теоремы Стилтьеса-Витали, где, например, 

2,1  ba . 

 Пусть   zzz Im,0Re:C  и z . Тогда ВЦД (3.3.13) 

запишется в виде 

  
1

11 1
ˆ
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D ,    (3.3.14) 

где 
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Для установления сходимости ВЦД 
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ki

k k

zc
D

11 1
ˆ

1 ,     (3.3.15) 

обратной к (3.3.14), воспользуемся теоремой 2.5.2. Условия этой теоремы 

выполняется очевидным образом. 

 Если существует такой номер k , что все   0kic , Nip ,1 , kp ,1 , то 

все   0ˆ kic , Nip ,1 , kp ,1 , поэтому ВЦД (3.3.15) сходится и принимает 

отличные от нуля значение. Следовательно, ВЦД (3.3.14) сходится. 

 Так как 

       exp,1,,1:ˆminˆ 1
kpkik kpNic , 
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то в силу условия (3.3.9) ряд 


1

ˆ
k

k  расходится, и ВЦД (3.3.14) сходится. 

 Из теоремы Стилтьеса-Витали следует, что ВЦД (3.3.13) сходится на 

каждом компакте области (3.3.11), в частности, в точке 1z , что равно-

сильно сходимости ВЦД (3.3.7). 

 Из свойства вилки (1.3.5) следует, что всегда существуют конечные 

пределы четных и нечетных подходящих дробей ВЦД (3.3.14). Как и раньше, 

применяя теорему Стилтьеса-Витали, легко убеждаемся в справедливости 

пункта 1). ■ 

 Следующая теорема является обобщением только что доказанной на 

случай повернутой параболической области. 

 Теор ема 3.3.2 [20,23]. Пусть элементы ВЦД (3.3.7)  kiс , ,...,2,1k  

kpNip ,1,,1  , принадлежат области 
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, cos
2

12expRe:
N

izzzP C ,  (3.3.16) 

где 
22





 ,   – как угодно малое действительное положительное число, 

10   , N  – число веток ветвления дроби (3.3.7).  
 Тогда 

 1) существуют конечные пределы четных и нечетных подходящих 

дробей ВЦД (3.3.7); 

 2) ВЦД (3.3.70 сходится, если выполняется одно из двух условий: либо 

существует такой номер k , что все   0kic , kpNip ,1,,1  , либо ряд 

(3.3.9) расходится; 

 3) область значений ВЦД (3.3.7) принадлежит кругу 
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cos
2
11

2
1expcos
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   iz .  (3.3.17) 

 До каз ательс тво . ВЦД (3.3.7) запишем в виде 
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,     (3.3.18) 

т.е. положим    ,
2

kiki ac   ,...,2,1k  kpNip ,1,,1  . С учетом того, что 

   222 Im2Re zzz  , область (3.3.16) в терминах w , где 2wz  , пре-

образуется к виду 

  






   cos1

2
1expIm:, N

iwwG C .  (3.3.19) 

Каждый элемент  kia  ВЦЦ (3.3.18), принадлежащий области (3.3.19), 

представим в виде        kikiki idiba  exp , где     Rkiki db ,  и 

  N
d ki




1
2
1 . Фиксируем 

2
: 
  . Пусть   – положительное действи-

тельное число, 10  , такое, что 
2


  . В области 














.0,arg
,0,arg

,11:



 еслиz
еслиz

zzS C  (3.3.20)  

определим функции 

        kikiki idizbza  exp ,  ,...,2,1k   Nip ,1 , kp ,1 . 

Очевидно, что    *,,Gza ki   где  zarg*    и 
2

* 
  . 

 Учитывая следствие 3.3.1, убеждаемся в том, что область значений 
ВЦД 
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принадлежит полуплоскости  

  






  *cos

2
1*expRe: 
N

iwwV C . 

Отсюда следует, что область значений ВЦД, обратной к (3.3.18), принадле-

жит области 
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  *cos

2
11*expRe: iwwW C .  

Поэтому значения подходящих дробей ВЦД (3.3.18), как легко подсчитать, 

принадлежит кругу 
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1*exp*cos
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   iz .  (3.3.31) 

 Обозначим  zfn –n -е аппроксиманты ВЦД (3.3.18). Для последова-

тельности   zfn  голоморфных функций в области S  выполняется усло-

вия теоремы Стилтьеса-Витали, где, например, 1a , 2b  и 

   zSz arg: . Если z , то    Pza ki 2 , где P  определяется 

согласно (3.3.8). Расходимость ряда (3.3.9) эквивалентна для каждого z  

расходимости ряда 

  



 
















1
2

,1,,1:1min
k

p
ki

kpNi
za

. 

Так как 1z  – компакт области S , то сходимость ВЦД (1.3.7) следует из 

теоремы Стилтьеса-Витали .■ 
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§ 4. Аналог признаков сходимости Прингсгейма для ВЦД 

 В качестве следствия теоремы 3.2.2 получим два признака сходимости, 

которые являются многомерными обобщениями теоремы Слешинского – 

Прингсгейма (теорема В 9). 

 Теор ема 3.4.1 [20]. Ветвящаяся цепная дробь 

 

 










11
0

ki ki

ki

k b
a

b D       (3.4.1) 

с комплексными числовыми элементами, удовлетворяющими условиям 

    1 kiki aNb , ,...,2,1k  kpNip ,1,,1  ,  (3.4.2) 

абсолютно сходится, и ее наилучшей областью значений является круг 

 10 bz .      (3.4.3) 

 До каз ательс тво . Из условия (3.4.2) следует, что   0kib , 

. ,...,2,1k kpNip ,1,,1  . Используя эквивалентные преобразования (1.5.4), 

(1.5.15), приведем ВЦД (3.4.1) к виду 
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где  
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  ,...,3,2k   kpNip ,1,,1  . 

Пусть  

 
 

 
,
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ki aN

aN
g  ,...,2,1k  kpNip ,1,,1  . 

Тогда   10  kig  и в силу (3.4.2)  

 
 

 
 1

1

1
1

1
1 i

i

i
i g

NaN

a
c 


 , 

 
 

        1
1

11
11 





 kki
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ki gg

NaNaN

a
c . 

Поэтому на основании теоремы 3.2.2 ВЦД (3.4.1) абсолютно сходится, и ее 
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область значений содержится в круге (3.4.3). 

 Докажем, что наилучшая область значений дроби (3.4.1) совпадает с 

областью (3.4.3). Если c  – произвольное комплексное число, такое, что 

1c , то первая аппросиманта 1f  ВЦД (3.4.1), у которой    cN
cai 


11 , 

  1
11 



c

c
bi , Ni ,11  ,    kiki ba , , ,...,3,2k  kpNip ,1,,1  , – произ-

вольные комплексные числа, удовлетворяющие условиям (3.4.2), принимает 

значение cb 0 . Пусть iec  ,   . Рассмотрим ВЦД, у которой 

  ,11 csai     111  Nsbi , Ni ,11  ,   kki sa  ,   1 kki Nsb , ,...,3,2k  

kpNip ,1,,1  , где 0is , и ряд 






k

i
i

k

k sN
11

 расходится. Она эквивалентна 

непрерывной дроби 
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1
1

1
1

23121
0

ggggcg
b ,   (3.4.5) 

где   11  kkk NsNsg . Как следует из доказательства теоремы 3.2.6, 

значение дроби (3.4.5) равно cb 0 . ■ 

 Теор ема 3.4.2 [20,91]. ВЦД (3.4.1) с комплексными числовыми 

компонентами удовлетворяющими условиям 

    Nab kiki  , ,...,2,1k   kpNip ,1,,1  ,  (3.4.6) 

абсолютно сходится и ее наилучшей областью значений является круг 

Nbz  0 .      (3.4.7) 

 До каз ательс тво  аналогично доказательству предыдущей. В данном 

случае  
 

 
,

Na

a
g

ki

ki
ki 
  ,...,2,1k  kpNip ,1,,1  . Первая подходящая 

дробь 1f  ВЦД (3.4.1), у которой   cN
cN

ai 
1 ,   N

cN
cN

bi 


1 , Ni ,11  , а 

остальные элементы удовлетворяют условию (3.4.6), принимает значение c , 
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где Nc  . Если же iNec  , то ВЦД (3.4.1). у которой   ,11
i

i esa   

  Nsbi  11 , Ni ,11  ,   kki sa  ,   Nsb kki  , ,...,3,2k  kpNip ,1,,1  , 

где 0is , и ряд  







k

i
i

k

k sN
11

 расходится, принимает значение cb 0 . ■ 

 Н.А.Недашковский в [91] установил, что при выполнении усло-

вий (3.4.6) ВЦД (3.4.1) абсолютно сходится, и ее область значений 

содержится в круге (3.4.7). Теорема 3.4.2 является усилением этого 

результата. 

 На основании следствия 3.2.1 имеем 

 Следс твие 3.4.1 [13,20]. ВЦД  

 








N

i kik k
b

b D
11

0
1       (3.4.8) 

с числовыми комплексными элементами  kib , ,...,2,1k  kpNip ,1,,1  , 

абсолютно сходится, если 

  11
2

1
12


  NN kk  ,  ,...,2,1k   (3.4.9) 

где N  – число веток ветвления ВЦД (3.4.8) и 

  kpNib pkik ,1,,1:min  .   (3.4.10) 

 До каз ательс тво . Неравенство (3.4.9) следует из условий (3.2.54), 

(3.2.55), если положить 

      1,2212  kikkiki aqq   ,...,2,1k    kpNip ,1,,1  . 

 Следс твие 3.4.2 [20]. ВЦД (3.4.8) с комплексными частными 

знаменателями абсолютно сходится, если 

   ...,2,1,0,11
12

1
2  


 kNN kk  ,   (3.4.11) 

где k  определяются согласно (3.4.10) и 10   . 

 До каз ательс тво . Неравенства (3.4.11) следуют из условий (3.2.54), 

(3.2.55), если положить 

        1,, 1112212   kiikkiki aqqq  ,  ,...,2,1k   kpNip ,1,,1  . 
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 Следствия 3.4.1 и 3.4.2 являются также многомерными аналогами 

признаков сходимости Прингсгейма [185] . 

 Более общие результаты в этом направлении можно получить либо 

переходом в действительную область, либо более тщательным изучением 

ВЦД, значения которых принадлежат границе области значений. Обозначим 

через I  множество мультииндексов 

    kpNikiiikiNII pk ,1,,1,...,2,1,,...21  , (3.4.12) 

где NN  фиксировано. Рассмотрим ВЦД (3.4.1) с действительными 

элементами, такими что все     Ikia ki  ,0 . Используя преобразования, не 

изменяющие величин подходящих дробей, ВЦД (3.4.1) всегда можно 

привести к виду 
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b DD ,  (3.4.13) 

где     Ikib ki  ,0ˆ ,    ,,1,0ˆ 1 kikki nia      ,,1,0ˆ 1 Nnia kikki    и 

    .,0 001 nnNn iki    Предполагается, что сумма, у которой верхний 

индекс меньше нижнего, равна нулю, и для каждого мультииндекса  ki  

существует мультииндекс  kj , что    kjki aa ˆ ,     kjki bb ˆ . 

 Действительно, положив в (1.5.4)   1ki , если   0kib , и   1ki , 

если   0kib , преобразуем ВЦД (3.4.1) к эквивалентному виду 
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*

1
0 ,      (3.4.14) 

 где       Ikibb kiki  ,* .  

 Переход от n -й подходящей дроби ВЦД (3.4.14) *
nf  к n -й подходящей 

дроби (3.4.13) nf̂  осуществляется путем переобозначения элементов 

ВЦД (3.4.14). Если для ВЦД (3.4.14) ввести обозначения аналогичные (1.3.1), 

то ее n -ю аппроксиманту можно записать в виде 



 174

 

 
 

 

 
 

 

 
 




N

ni
n

i

i
n

i
n

i

iN

i
n

i

i
n

Q

a

Q

a
b

Q

a
bf

1 1

1

1 1

1
0

1 1

*
1

0
*

01

0

11
~
~

~
~

, 

где в первой сумме собраны все те слагаемые, у которых   0*
1 ia , и введены 

соответствующие переобозначения элементов. Тогда 

       1111
ˆ~,ˆ~
iiii bbaa  , Ni ,11  . 

Аналогичным образом поступим с каждым 
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ˆ~
,  Ni ,11  , 

и т.д. Так как процедура переобозначения элементов ВЦД (3.4.14) происхо-

дит сверху вниз, то при её выполнении для ( 1n )-й подходящей дроби 

(3.4.14) все элементы 1
~
nf , входящие в nf~ , остаются без изменения. 

 Таким образом, не ограничивая общности, считаем, что ВЦД (3.4.1) 

уже приведена к виду (3.4.13). 

 Пусть выполняются неравенства  

            01   kikikikikiki anb  ,   Iki  ,  (3.4.15) 

где    kiki aa  ,  kin  – число отрицательных элементов  1kia , Nik  11 , 

  00 nni  , 
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Пусть ВЦД (3.4.1) имеет вид (3.4.13). Каждое её звено 
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где 0k  или   0kia  при 1k , 00 i , заменим тождественно равным ему 

выражением  
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Аналогичную процедуру проделаем для всех новообразованных звеньев  

   
 

 

 







N

i ki

ki
kiki

k
b
a

anb
1 2

2
11

2
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При этом ВЦД (3.4.1) преобразуется в ВЦД с неотрицательными членами 

вида 
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, (3.4.17) 

где  ki  определяются согласно (3.4.15). При 1N  ВЦД (3.4.1) и (3.4.17) 

вырождаются в непрерывные дроби, вторая из которых является растяже-

нием первой, т.е. аппроксиманты (3.4.1) образуют подпоследовательность 

подходящих дробей (3.4.17). Поэтому в этом случае из сходимости дроби 

(3.4.17) следует сходимость (3.4.1). При 1N  в последовательностях 

аппроксимант ВЦД (3.4.1) и (3.4.17), вообще говоря, нет даже совпадающих 

элементов. Исключение составляет лишь случай, когда все     Ikia ki  ,0 . 

Однако и для ветвящихся дробей справедливо аналогичное утверждение о 

сходимости. 
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 Лемма 3.4.1 [32]. Пусть 
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0 ˆ
ˆ  – 

две ВЦД с неотрицательными действительными компонентами, причем 

первая принимает конечное значение и при некотором r  и всем допустимым 

наборам индексов    riri dd ˆ , а также    riri dd ˆ  во всех остальных случаях. 

Тогда значение второй дроби конечно и     0ˆ1  mm
r FF . 

 До каз ательс тво . При рассмотрении ВЦД с неотрицательными 

элементами учитываем замечание 1.2.1. По аналогии с (1.3.1) введем 

обозначения  
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i ki
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pk
pi
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dQ D
11

ˆ
ˆˆ . Так 

как mF  конечно, то дроби  
 m

riQ  и  
 m

riQ̂  принимают одновременно либо 

конечные, либо бесконечные значения, причем в первом случае  
 

 
 m

ri
m
ri QQ ˆ . 

В силу того, что mF  конечно и  
  01 
m
riQ , тогда, и только тогда, когда 

 
  0ˆ

1 
m
riQ , имеем:  

 m
riQ 2   и   

 m
riQ 2

ˆ
  одновременно либо конечны, либо 

бесконечны и  
 

 
 m

ri
m
ri QQ 22

ˆ
   в первом случае и т.д. Учитывая, что  

  01 m
iQ , 

Ni ,11  , легко завершаем доказательство леммы.■ 

 Теор ема 3.4.3 [32]. Пусть элементами ВЦД (3.4.1) являются действи-

тельные числа, удовлетворяющие условиям: все   0kia ,   Iki  , справед-

ливы неравенства (3.4.15), где I  определяется согласно (3.4.12). Если 

преобразованная ВЦД (3.4.17), построенная согласно описанному выше 

алгоритму, сходится, то дробь (3.4.1) сходится и к тому же пределу. 

 До каз ательс тво .  Конструкция ВЦД (3.4.17) предполагает, что дробь 

(3.4.1) приведена к виду (3.4.13). В противном случае, используя рассмот-

ренные выше эквивалентные преобразования, приведем ВЦД (3.4.1) к требуе-

мому виду. Тогда в ветвящейся цепной дроби (3.4.17) вместо каждого из эле-
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ментов  kia ,  kib  следует взять  kiâ ,  kib̂  соответственно. Не ограничивая 

общности, будем предполагать, что ВЦД (3.4.1) имеет вид (3.4.13).  

 Обозначим kf  и kg  – k -е подходящие дроби ВЦД (3.4.1) и (3.4.17) 

соответственно. Рассмотрим фигурную подходящую дробь kg~  

преобразованной ВЦД (3.4.17), содержащую только те звенья, размер 

мультииндексов которых не больше k . Методом математической индукции 

легко доказать, что ,~
kk fg   ...,2,1k  . При 1k  имеем N  
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Так как с учетом равенств 
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 , ВЦД 1
~

kg  можно 

привести к виду kg~ , у которой последними тупиковыми звеньями являются 

выражения  
 ki

kia



, если   0kia  или    

     kikiki

kiki
an

an








1

1


, если   0kia , где 

 ki  имеет вид (3.4.16). После несложных вычислений получим дробь kg~ , у 

которой вместо  kib  положено  
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1

, что равно 1kf  в силу 

предположения индукции. 

 Из определения сходимости ВЦД (3.4.17) следует, что, начиная с 

некоторого номера 0k , значения всех kg  конечны. Пусть km  – минимальная 

длина веток kg~ , 



 


2

1kms  и 0kk  . Очевидно, что kmk  . Дробь kg~ , 

0kk  , можно записать в виде 12 sg , если вместо частных знаменателей 

последних тупиковых звеньев  12 sid  в 12 sg  взять некоторые числа 
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   1212
ˆ

  sisi dd  или  . Заметим, что   0
0ˆ

12 sid  тогда и только тогда, когда 

 

  
0
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N

ni ki

ki

kik
b
a

. Если p  обозначает номер этажа ВЦД kg~ , на котором 

расположена эта сумма, то, очевидно, kp   и 
0
0pg , что в силу выбора k  

невозможно. Используя лемму 3.4.1, справедливую, как легко заметить, и в 

случае, когда некоторые   rid̂ , если mr   нечетное и 1mF  конечно, 

заключаем что 12
~

 sk gg . На основании свойства вилки (2.5.8) имеем 

sk gg 2
~  . Из этих неравенств следует утверждение теоремы. ■ 

 Используя признаки сходимости ВЦД с неотрицательными компонен-

тами и предыдущую теорему, имеем 

 Теор ема 3.4.4 [32]. Пусть для ВЦД (3.4.1), элементами которой 

являются действительные числа, выполняются условия: все   0kia ,   Iki  , 

справедливы неравенства (3.4.15), причем для всех ...,2,1k    0ki , если 

Nin kk 1 , и I  определено согласно (3.4.12). Тогда ВЦД (3.4.1) сходится, 

если расходится ряд 


2k
kz , где  kkkkz  ,,min 11  , 
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и r
mI  обозначает множество всех мультииндексов  mi , r  индексов которых 

удовлетворяют неравенствам   Nin ssi 1 , остальные rm   индексов – не-

равенствам  11  sis ni ,  r
NmI ,  – подмножество r

mI , у которого заранее из-
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вестно, что последний индекс mi  удовлетворяет неравенству   Nin mmi 1 , 

а r
Nm

r
mnm IIrI ,,  , причем каждое из указанных множеств индексов является 

пустым, если хотя бы одно из характеризующих его неравенств 

противоречиво. 

 До каз ательс тво .  ВЦД (3.4.1) приведем к виду (3.4.17). Из условий 

теоремы следует, что все подходящие дроби (3.4.17) принимают конечные 

значения. Рассмотрим ветвящуюся цепную дробь вида (3.4.17), где вместо 

каждого  ki ,   kpnik pip ,1,1,...,2,1 1   , положено        kiki , 

0  – произвольное. Для этой дроби обозначим     nn zf , , ,...,2,1n  ее 

n -ю аппроксиманту и соответствующее выражение, определенное для ВЦД 

(3.4.1) в условиях теоремы. Можно считать, что  nf  уже приведена к виду 

(2.5.11), так так все ее частные числители отличны от нуля. Применяем 

методику доказательства теоремы 2.5.2. Каждое из выражений, стоящее под 

знаком минимума в (2.5.10) в нашем случае принимает один из трех видов 

  
   mimi

mi
an 1


,     mimi n ,       

 mi

mimi
a

  1  

при соответствующем значении мультииндексов. Учет последних и приводит 

к определению множеств мультииндексов  r
mI , r

NmI , , rI nm, . Из оценки, 

приведенной в конце теоремы 2.5.2, следует, что 

       



 


12

2
212

m

k k
mm zN

NCff


 . 

Переходя к пределу при 0  в последнем неравенстве, учитывая условия 

теоремы и то, что подходящие дроби ...,2,1, nfn , ВЦД (3.4.17) принимают 

конечные значения, легко завершаем доказательство теоремы. ■ 

 Теор ема 3.4.5 [32]. Пусть элементами ВЦД (3.4.1) являются 

вещественные числа, удовлетворяющие условиям: все   0kia ,   Iki  , 

справедливы неравенства (3.4.15), причем   0ki  для каждого значения 
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мультииндекса  ki , для которого   0kia . Тогда, если ВЦД (3.4.1) сходится, 

то для ее значения z  справедливы оценки 0bz   в предположении, что 

  Niai ,1,0 11  , или 10  bz  в случае существования индекса 1i , Ni  11 , 

такого, что   01 ia . Причем 10  bz  тогда и только тогда, когда все 

    Ikia ki  ,0 ,     1 kiki aNb  и  

             


kikiii
k

aNaNaNaN 1...111lim 121 ,  (3.4.18) 

где каждое выражение в квадратных скобках обозначает среднее 

гармоническое (1.6.4). I  определяется согласно (3.4.12). 

 До каз ательс тво . Сохраняя обозначения, предложенные при доказа-

тельстве теоремы 3.4.3 и учитывая приведенные в конце этой теоремы 

оценки, имеем 01 gfg n  , ...,2,1n  . 

 Таким образом, 0bz  , если   Niai ,1,0 11  , и 10  bz , если 

существует индекс 1i , что   01 ia . Исследуем возможность равенства 0bz   

в первом случае. Из условия 
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с учетом обозначений (1.3.1) и того, что все  
  01 m
iQ , Ni ,11  , следует , что 

для каждого 1i , Ni ,11  ,  
  



m
im

Q 1lim . Последнее возможно лишь тогда, 

когда для каждого 1i , Ni ,11  , существует индекс 2i , Nii  22 1 , что 

  02 ia  и  
  0lim 2 



m
im

Q . Так как  
 

   222 ii
m

i bQ  , то необходимо 

      0222  iii b  , что противоречит условиям теоремы. 

 Исследуем возможность равенства 10  bz  во втором случае. Пусть 
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Тогда mmm BA  1 , где 0m  при m . Если Nn 0 , то для 2m  
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существует константа 0K , не зависящая от m , что KBm  .Следовательно, 

mm KA 1 . 

 С другой стороны, 1mA , так как  
 

   1011 ii
m

i anbQ  , 01 ,1 ni  . 

Полученные оценки для mA  при достаточно большом m  противоречивы. 

Поэтому Nn 0 . В этом случае  
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 возможно только тогда, когда для каждого 1i , Ni ,11  , 
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Если все   ,02 ia  Ni ,12  , то       ,0111  iii aNb  что невозможно. 

Поэтому для каждого 1i , Ni ,11  , существует  22 1, ii N , что   02 ia . 

Тогда с учетом неравенств (3.4.15) и оценки       ,10 111  iii aNb  имеем, 

что для каждого 1i , Ni ,11  ,     ,111  ii aNb  и  
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Повторяя аналогичные соображения, приходим к ВЦД  
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В силу (1.6.2) она принимает значение 1  тогда и только тогда, когда 

выполняется условие (3.4.18). ■  

 Следующая теорема является обобщением теоремы 3.4.1 

 Теор ема 3.4.6 [26,32]. Пусть члены звеньев ВЦД  
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     (3.4.19) 

являются комплексные числа, удовлетворяющие условиям  

    1 kiki aNb .     (3.4.20) 

Тогда 

 1) ВЦД (3.4.19) абсолютно сходится, и множеством, содержащим 
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значения этой дроби и всех ее аппроксимант, является круг 1z ; 

 2) 1z  тогда и только тогда, когда выполняется условие (3.4.18), где, 

как и раньше,    kiki aa  , существует  , , что 

       
i

iiii eabab 
 1

1
1
111 , Ni ,11  ,     1 kiki aNb ,   Iki  , и 

      01
1

1
1  




 kikiki bba ,   Ikik  ,...,2,1 . 

При выполнении этих условий имеем iez  . 

 До каз атель с тво .  1) следует из теоремы 3.4.1. Исследуем возмож-

ность равенства 1z . Введем обозначения 
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где    kiki b ,   10 ib . Имеем 
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Так как     111  iiQ  , то      111 1 iii aNQ   , и поэтому равенство 

(3.4.21) имеет место только тогда, когда  

   11 ii aNQ   и        
i

iiii eabab 
1

1
111 , Ni ,11  . 

Так как 
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то с учетом (3.4.20) имеем 

    111  ii aNb  и  
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Это возможно только тогда, когда для всех допустимых наборов индексов 

   22 ii aNQ    и        02
1
2

1
1 

iii abb   и т.д. Учитывая (1.6.2), легко завершаем 

доказательство теоремы. ■ 

 Аналогичным образом устанавливается сходимость ВЦД (3.4.1) с 
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действительными компонентами , удовлетворяющими условиям:   0kia  и 

          0 kikikikiki nab  ,   Iki  ,  (3.4.22) 

где параметры имеют тот же смысл, что и в неравенствах (3.4.15). Здесь 

необходимо применить алгоритм, предложенный в [42], только, начиная с 

первого этажа ВЦД (3.4.1), предварительно приведенной к виду (3.4.13). 

Каждое звено дроби (3.4.13) 
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где 0k  или    0kia   при 1k , 00 i , заменим ему тождественно равным 

выражением 
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Аналогичную процедуру проделаем и для всех новообразованных звеньев 
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При этом ВЦД (3.4.1) преобразуется в ветвящуюся цепную дробь с 

неотрицательными компонентами вида 
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.  (3.4.23) 

В данном случае также справедливы аналоги теорем 3.4.3 – 3.4.6 
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 Теор ема 3.4.7 [26]. Пусть элементами ВЦД (3.4.1) являются действи-

тельные числа, удовлетворяющие условиям: все     Ikia ki  ,0 , справедли-

вы неравенства (3.4.22), где I  определяется согласно (3.4.12). Если преобра-

зованная ВЦД (3.4.23) с неотрицательными компонентами, построенная 

согласно описанному выше алгоритму, сходится, то дробь (3.4.1) сходится и 

к тому же пределу. 

 Теор ема 3.4.8 [26]. Пусть для ВЦД (3.4.1), элементами которой 

являются действительные числа, выполняются условия: все   0kia ,   Iki  , 

справедливы неравенства (3.4.22). причем для всех ...2,1k    0 ki , если 

  Nin kki 1 . Тогда ВЦД (3.4.1) сходится, если расходится ряд 


2k
kz , 

где  kkkkz  ,,min 11  , 
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r
nm III ,, ,,  определены при формулировке теоремы 3.4.4. 

 Теор ема 3.4.9 [26]. Пусть элементами ВЦД (3.4.1) являются 

вещественные числа, удовлетворяющие условиям: все   0kia ,   Iki  , 

справедливы неравенства (3.4.22), причем    0 ki  для каждого значения 

мультииндекса  ki , для которого   0kia . 

 Тогда, если ВЦД (3.4.1) сходится, то для ее значения z  справедливы 

оценки: 0bz   в предположении, что   Niai ,1,0 11  , или Nbz  0  в 

случае существования индекса 1i , Ni ,11  , такого, что   01 ia . Причем 

Nbz  0  тогда и только тогда, когда все   0kia ,   Iki  ,     Nab kiki    и 
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1...111lim 121 , (3.4.24) 

где каждое выражение в квадратных скобках означает среднее гармони-

ческое (1.6.4). 

 Теор ема 3.4.10 [26]. Пусть компонентами ВЦД (3.4.19) являются 

комплексные числа, удовлетворяющие неравенствам 

    Nab kiki  ,    Iki  .   (3.4.25)  
 Тогда 

 1) ВЦД (3.4.19) абсолютно сходится, и множеством, содержащим 

значения этой дроби и всех ее подходящих дробей является круг Nz  ; 

 2) Nz  / тогда и только тогда, когда выполняются условия (3.4.24), 

где , как и раньше,    kiki aa  , существует  ,   , что 

        


1
1

1
1
11 iiii baba ,  Ni ,11  . 

    Nab kiki  ,   Iki  , 
и 

      01
1

1
1 




 kikiki bba ,   Ikik  ...,,2,1 . 

При выполнении этих условий имеем iez  . 

 Следующая теорема является усилением теоремы 3.4.1.  

 Теор ема 3.4.11 [26]. Пусть элементами ВЦД (3.4.1) являются 

комплексные числа, удовлетворяющие условиям 

  ,11 ib  Ni ,11  ,     1 kiki aNb ,   Ikik  ,2 . (3.4.26) 

Тогда дробь (3.4.1) сходится, если для каждого Nii ,1, 11  , хотя бы одно из 

неравенств (3.4.26) строгое.  

 До каз ательс тво . Для каждого Nii ,1, 11  , рассмотрим ВЦД 

   
 

 








N

i ki

ki

k
ii

k
b
a

bQ D
12

11 .    (3.4.27) 
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Из теоремы 3.4.6 следует, что дробь (3.4.27) сходится и   01 iQ . Таким 

образом, ВЦД (3.4.1) сходится. ■ 

 Вместе с ВЦД (3.4.1) рассмотрим ей эквивалентную дробь 
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, 

где       Ikikii  ,0,10  , – произвольные комплексные числа. Если 

 ki  подобрать так, чтобы выполнялись неравенства 

    111 ii b , Ni ,11  ,           11   kikikikiki aNb  ,   Ikik  ,2 , 
(3.4.28) 

причем для каждого Nii ,1, 11  , хотя бы одно из этих неравенств строгое, то 

согласно предыдущей теореме ВЦД (3.4.1) сходится. Подбирая специальным 

образом  ki , получим многомерные аналоги известных признаков 

сходимости непрерывных дробей.  

 Теор ема 3.4.12 [26]. ВЦД (3.4.1), элементами которой являются 

комплексные числа, сходится, если для всех допустимых наборов индексов 

выполняется одно из условий: 

1)   NiNbi ,1, 11  ,        Nab kiki  ,   Ikik  ,2 ; 

2)         11
2 4,2   NcNc kii ,    ...,3,2,,3  pIpik ; 

3)    
 

 14
411

,
8
3

2 



kNk

kk
c

N
c kii ,    ...,3,2,,3  pIpik ; 

4)      Nk
kc

N
c kii

14
,

5
2

2

2

2


 ,   ...,3,2,,3  pIpik ; 

5)           1
1

1
2 2,2 


  NccNc kikii ,   ...,3,2,,2  pIpik , 

причем все   02 kia , ,...,2,1k    Iki 2 ; 

6)    
2121

1
21 

  Ncc kiki ,   Ikik  ,2 , причем все   0kia , 

  Ikik  ,2 ; 
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7)     Niab
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  Ikik  ,2 , где для произвольного Nii ,1, 11  , хотя бы одно из неравенств 

в каждом условии строгое и        
1

1
1 


 kikikiki bbac . 

 До каз ательс тво  осуществляется выбором  ki  в неравенствах 

(3.4.28). Условия 1) или 7) следуют из (3.4.28), если взять соответственно 
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  Ikik  ,2 , получим 2), 3) или 4) соответственно. 

 Если же   22 kip ,       
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(3.4.28) эквивалентно  
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Условие 5) является достаточным для выполнения неравенств (3.4.29). Под-

ставляя в (3.4.28)       
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Условие 6) гарантирует выполнение этих неравенств. ■ 
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 Перечисленные выше условия, кроме 3) и 5) являются аналогами при-

знаков сходимости Прингсгейма, условие 5) – многомерный аналог теоремы 

Арвина (см. [181] ). Из теоремы 3.3.1 следует, что круг 
N

z
4
1  ни при 

каком 0  не является областью сходимости ВЦД (3.2.2). Однако условия 

2), 3) последней теоремы показывают, что если взять 

 






  kki N

zzc 
4
1:C , kpNik p ,1,,1,...,2,1  , 

где 0k  (значение k  определяется из условий 2) или 3) ), то ВЦД (3.2.2) 

сходится. 

 Рассматриваемые ранее теоремы 3.4.6, 3.4.10 и 3.4.11 являются 

многомерными аналогами признаков сходимости Прингсгейма, теоремы 

3.4.3, 3.4.5, 3.4.7, 3.4.9 – многомерные обобщения теорем Тице [181]. 
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§ 5. Области сходимости и области устойчивости ветвящихся цепных 
дробей 

 

 Рассмотрим ВЦД (3.3.4) с комплексными элементами и обозначим 

через I  набор индексов (3.3.3). Последовательность элементов   ki , 

  Iki  , определенных в начале §2 настоящей главы, называется 

последовательностью областей сходимости ВЦД (3.3.4), если условие 

     kikiki ba , ,   Iki  , обеспечивает сходимость этой дроби. Аналогич-

но определим последовательность областей сходимости   kiE  для ВЦД 

(3.2.4) или   kiG  для ВЦД (3.2.5). Можно рассматривать и дроби, обратные 

к (3.3.4), (3.2.4) или (3.2.5). Если    ki  (или   EE ki  , или   GG ki  ) при 

всех возможных наборах индексов, то назовем   (или E , или G ) простой 

областью сходимости. Если же        kiki 212 ,  (или   EE ki 12 , 

  EE ki 2 , или     GGGG kiki  212 , ) при всех возможных наборах 

индексов, то назовем  ,  (или EE , , или GG , ) спаренными 

областями сходимости. 

 Например, в силу теоремы 3.1.1 простой областью сходимости ВЦД 

обратной к (3.2.5), является произвольный компакт K  области 







 

2
0,

2
arg,0: 


zzz C  . 

Простой областью сходимости ВЦД (3.2.4) является круг 






 

N
zz

4
1:C , 

что следует из теоремы 3.2.1. 

 Круговые области сходимости для ВЦД рассмотрены также в работах 

[20, 22, 46–48]. Следует отметить, что теорема Лейтона–Уолла, как теорема о 

спаренных областях сходимости, в принципе не переносится на ветвящиеся 

цепные дроби. 

 Круг  razzK  :C  называется окрестностью сходимости 
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точки Ca , если K  – простая область сходимости ВЦД (3.2.4) или (3.2.5). 

 Теор ема 3.5.1 [20, 22|. Если   - комплексное число такое, что 

 aarg , 
N

a
4
1      .(3.5.1) 

то область 

 






  21Re

2
1: aa
N

razzE C    (3.5.2) 

является окрестностью сходимости ВЦД (3.2.4). Если же 

N
a

4
1 ,      (3.5.3) 

то окрестностью сходимости точки a  для этой дроби является круг 















 

N
arazzE

4
1:C .   (3.5.4) 

Если Ra  и 
N

a
4
1 0, то окрестности сходимости точки a  ни каком r  не 

существует.  

 До каз ательс тво  основано на свойствах парабол и утверждении 

теоремы 3.3.2. Если 0a , то утверждение теоремы следует из многомерного 

аналога признака сходимости Ворпицкого (теорема 3.2.1). Если же 0a , то, 

взяв aarg
2
1

 , построим параболическую область 0P  вида (3.3.16), где 

0 . Остается отыскать радиус круга, касающегося границы 0P  с центром 

в точке a , используя методику, рассмотренную в [65]. Утверждение теоремы 

3.3.2 гарантирует сходимость ВЦД (3.2.4) в каждом компакте K  области P . 

Поэтому, учитывая произвольность  , возьмем несколько меньшими ради-

усы полученных кругов. Для завершения доказательства воспользуемся 

пунктом 4 теоремы 3.2.1. ■ 

 Одним из важных свойств непрерывных дробей и их многомерных 

обобщений является свойство вычислительной устойчивости. Наряду с 

многочисленными публикациями, посвященными сходимости, имеется 

сравнительно немного работ, где излагаются результаты по данному вопросу 
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(см., например [45, 122, 169], а также [5, 93, 97, 150] и др.) При исследовании 

вычислительной устойчивости ВЦД на ЭВМ используется метод обратного 

анализа [122, 133]. 

 Рассмотрим конечные ветвящиеся цепные дроби 
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N

i ki
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k k
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для которых область CC  является областью элементов, т.е. 

    kiki ba , ,       kiki ba ˆ,ˆ ,    nkIki  , , (3.5.7) 

где I  определяется согласно (3.3.3). Пусть компоненты ВЦД (3.5.5) и (3.5.6) 

связаны соотношениями  

      kikiki aa  1ˆ ,       kikiki bb  1ˆ ,   nkIki  , , (3.5.8) 

или 
      kikiki aa ˆˆ1  ,       kikiki bb ˆˆ1  ,   nkIki  , . (3.5.9) 

Дробь (3.5.6) будем интерпретировать как приближенную относительно ВЦД 

(3.5.5). Числа        kikikiki  ˆ,ˆ,,  называются относительными погреш-

ностями , а числа 

     ,ˆ kikiki aaa        ,ˆ
kikiki bbb   –   (3.5.10) 

абсолютными погрешностями элементов  kia  и  kib  соответственно. Мы, 

естественно, предполагаем, что в соотношениях (3.5.8) все   0kia  и 

  0kib , а в соотношениях (3.5.9) все   0ˆ kia  и   0ˆ kib . 

 Пусть  

,f̂ff     ff  1ˆ ,  ff ˆˆ1     (3.5.11) 

с естественными ограничениями 0f  или 0ˆ f , где это необходимо. 
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 Пусть 

      
          ,,:ˆ,ˆ,,max

,,:,max

nkIki

nkIkiba

kikikiki

kiki






,  (3. 5.12) 

где I  определяется согласно (3.3.3). Область элементов   называется 

областью абсолютной (относительной) устойчивости ВЦД (3.5.5), если 

существует действительная положительная константа C , зависящая от   и 

не зависящая от n , что 

 Cf  (  C  ).    (3.5.13) 

 Теор ема 3.5.2.[ ?, ?] Область   ,0G  является областью относи-

тельной устойчивости ВЦД 
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причем 
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,:ˆ,max 122
nkIkikiki      (3.5.15) 

и   0ˆ
12 si , если sn 2 .  

 До каз ательс тво .  Сначала отметим некоторые свойства относитель-

ных погрешностей [70]. Для удобства их формулировки обозначим 

относительную погрешность числа a  через  a  или  â , т.е.    a  или 

   ˆˆ a  (см. (3.5.8), (3.5.9) ). Справедливы соотношения 
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    (3.5.16) 

       11ˆ  aaa  ,        1ˆ1ˆ 
 aaa  ,  (3.5.17) 

      baa
b
a

 ˆ1





 ,       baa

b
a

 ˆ1ˆˆ 





 ,  (3.5.18) 

где предполагается, что 0ˆ,0ˆ,0ˆ,0,0,0  ii abaaba , ni ,1 . 



 193

Действительно, 

      nia
a

a
aaaaa i

n

i
n

j
j

i
i

n

j
j

n

i
ii

n

i
i ,1:maxˆ

1

1

1

111





































 . 

Аналогично проверяется второе неравенство в (3.5.16). Далее, 
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в частности, 
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b
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 1ˆ,ˆ1 .    (3.5.19) 

Относительную погрешность при вычислении ВЦД  
 n

kiQ  (см. (1.3.2) ) 

обозначим  ki . Тогда, последовательно применяя соотношения (3.5.16), 

(3.5.17), (3.5.19), получим 

     Niii ,1:ˆ,max 1100 

      ...2,1,,1:ˆ,ˆ,max 210 kNikii   

    






 



  kpNiink pkiki ,1,,1,0,

2
:ˆ,max 0122  . ■ 

 Теор ема 3.5.3. Область 

 






 




2
10,1: t

N
ttzzE C    (3.5.20) 

является областью абсолютной устойчивости ВЦД 

    
1

11 1
1

















 

N
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kin

k k

c
f D , 

т.е.  Cf , причем      12 211   ttNC . 

 До каз атель с тво .  Используя рекуррентные обозначения (1.3.2) для 

ВЦД (3.5.5) и (3.5.6) и предполагая, что все  
 

 
  ,0ˆ,0  n

ki
n
ki QQ  0,,0 0  ink , 
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npNip ,1,,1  , установим формулы для абсолютной погрешности f . На 

первом шаге имеем  
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 Последовательно применяя рекуррентное соотношение 
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с учетом того, что  
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окончательно получим 
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(3.5.22) 

В частности, для ВЦД (3.5.21) эта формула примет вид 
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 Применяя оценку (3.2.16) для  
 n

kiQ  и  
 n

kiQ̂ , учитывая условие (3.5.20) 

и соотношение 1
1


 kkk QQg , где kg  и kQ  – k -я подходящая дробь (3.2.13) и 

знаменатель этой дроби соответственно имеем 
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  2
1

1
1

11 1 





  n
n

m
mnmn

mm QQQttN . (3.5.24) 

Из формулы (3.2.14) для mQ  следует неравенство 

  kpp
k QQt 1   Npk , .   (3.5.25) 

Применяя (3.5.25) к (3.5.24), получим оценку 

   tt
Nf

211 2 


 . 

Если же 
2
1

t , то, подставляя в (3.5.24)  
pp

pQ
2

1
  (см. (3.2.15) ), имеем 

 
  




23

18
n

nnNf . ■ 

 Как видно из доказательства предыдущей теоремы для оценки абсо-

лютной погрешности ВЦД важную роль играет формула (3.5.22). Впервые 

формула такого типа была установлена в работе [5]. Она выражала абсолют-

ную погрешность ВЦД через относительные погрешности ее компонент и 

была использована для оценки относительной погрешности ВЦД (3.5.21), 

удовлетворяющей условиям (3.5.20). Н.А.Недашковский [91, 93, 122] исполь-

зовал некоторые модификации этой формулы для оценки абсолютной 

погрешности ВЦД (3.5.5) с положительными и комплексными элементами, 

удовлетворяющими условиям несколько более сильным, чем (3.4.6). 

Используя эту же методику, Т.Н.Одноволова [97] выразила абсолютную 

погрешность интегральной цепной дроби через абсолютные  погрешности ее 

компонент и применила эту формулу при исследовании вычислительной 

устойчивости интегральных цепных дробей, удовлетворяющих условиям, 

гарантирующим геометрическую скорость их сходимости. 
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ГЛАВА 4. HЕКОТОРЫЕ ТИПЫ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ВЕТВЯЩИХСЯ 

ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 

§ 1. Равномерная сходимость функциональных ВЦД. Многомерный 
аналог теоремы Стилтьеса–Витали 

 Предметом наших обсуждений будут ВЦД вида  
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ki ki
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k zb
za

zb D    (4.1.1) 

или вида 
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ki ki

ki

k zb
za

zbza D ,    (4.1.2) 

где         Ikizbza kiki ,, , – комплексные функции, определённые в 

области , nD C ,  nzzzz ...,,, 21 , I  определяется согласно (3.3.3). 

 Методика исследования сходимости числовых ВЦД в принципе пере-

носится и на общие функциональные ветвящиеся цепные дроби. В качестве 

иллюстрации приведём некоторые достаточные признаки равномерной 

сходимости ВЦД (4.1.1) или (4.1.2). 

 Т еор ема 4.1.1 [20]. Пусть компонентами ВЦД (4.1.1) являются 

неотрицательные действительные функции        0,0  zbza kiki , ...,,2,1k  

Nip ,1 , kp ,1 , определённые в области nD C . 

 Тогда дробь (4.1.1) равномерно сходится в области D , если существует 

константа 0M  такая, что для всех NiDz  11, ,    
  

M
zb
za

i

i 
1

1 , 

и выполняется одно из двух условий: либо существует такой номер k , что 

все    0za ki  ( Nip ,1 , kp ,1 ), либо расходится ряд 




1k
k ,      (4.1.3) 

где 
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 DzkpNi
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zbzb
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kki
k ,1,1,,1:inf

1

1 , 

причем те наборы индексов и те значения z , при которых    01  za ki , при 

минимизации не рассматриваются. 

 Справедлива оценка 

    
 


m

k k
m N

NMzfzf
1 

,    (4.1.4) 

где  zf  – значение бесконечной ВЦД (4.1.1),  zfm  – её m -я 

аппроксиманта. 

 До каз ательс тво  следует из теоремы 2.5.2.  

 Теорема 4.1.2 [20, 83]. Пусть элементами ВЦД (4.1.1) являются 

действительные функции, заданные в некоторой области nD C  и 

удовлетворяющие условиям: 

i) существует константа 0M , что для всех Dz    
  

M
zb
za

i

i 
1

1 , Ni ,11  ; 

ii)    0zb ki  ( ...,,2,1k  DzkpNip  ,,1,,1 );  

iii) существует неотрицательные константа ,
2
10,  tt  такая, что для 

всех Dz   

  
  01

1  N
ttzd ki , ...,,2,1k  kpNip ,1,,1  .    (4.1.5) 

 Тогда ВЦД (4.1.1) равномерно сходится в области D , если 

выполняется одно из двух условий: либо либо существует такой номер k ,что 

все    0za ki , Nip ,1 , kp ,1 , Dz , либо расходится ряд (4.1.3), если 

2
10  t , либо 
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 , если 
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t ,    (4.1.6) 

где 
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  , 

причем те наборы индексов и те значения z , при которых    01  za ki , при 

минимизации не рассматриваются.  

 До каз ательс тво .  Учитывая обозначения (1.3.2) для ВЦД (4.1.1), 

покажем, что при выполнении условий теоремы справедливы утверждения  
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kiQ  kpNisks p ,1,,1,,1...,,2,1  ,   (4.1.7) 

существуют действительные константы ...,,2,1,0  kk  такие, что  
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kpNisks p ,1,,1,1,1...,,3,2  . 

. Тогда из формулы (1.3.4) следует, что для mn   
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k
kmn zfzf  ,     (4.1.10) 

где  zfk  – k -я аппроксиманта дроби (4.1.1). Подобрав соответствующим 

образом числа ...,,2,1, kk  можно установить равномерную сходимость 

ВЦД (4.1.1).  

 Используя метод математической индукции по s   при фиксированном 

k  с учетом соотношения  
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легко доказать, что  
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  (4.1.11) 
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где  kg  – k -я аппроксиманта непрерывной дроби (3.2.13). При доказатель-

стве теоремы 3.2.1 было установлено, что  sg  монотонно возрастает и 

 tgs
s 


 1

1lim .  Из сказанного следует, что 
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Таким образом,  t
MN



11 . Остальные ...,,3,2, kk  ищем в виде 

k
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1 . Тогда неравенство (4.1.9) эквивалентно неравенству 
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Выражение, стоящее слева, оценим сверху, стоящее справа – снизу. Срав-

нивая полученные выражения, найдём формулу для .L  

 В случае, когда все    01  za ki , имеем 
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Если же некоторые    01  za ki , то, так как все  
  01 
s
kiQ , заменяем выра-

жения     
 s

kiki Qza 11  , где    01  za ki , нулями и перегруппировывая 

оставшиеся отношения, получим (4.1.12), где вместо N  необходимо взять 

NN 1 . Если же 01 N , то суммы в (4.1.12) исчезают, и это неравенство 

остаётся справедливым при 0L . В общем случае в качестве L  достаточно 

взять выражение (4.1.13). 

 Если же при некотором k  все      01  za ki  в области D , то, так как 

все  
  01 
s
kiQ , ks  , имеем    zfzf ks 1 , ...,,1,  kks  и сходимость ВЦД 

(4.1.1) в этом случае очевидна. 

 Пусть 
2
10  t , тогда, учитывая монотонное возрастание последова-

тельности  kg  и что   11lim 


 tgk

k
, в качестве L  достаточно взять число 

   tt
NL




121
.      (4.1.14) 

Равномерная сходимость ВЦД (4.1.1) в этом случае следует из оценки 

(4.1.10) 

      mn
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L
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MNzfzf
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k k
mn 
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1 1 
, 

если учесть, что L  определяется согласно (4.1.14), и ряд (4.1.13) расходится. 

Пусть 
2
1

t . Учитывая, что mmm QQg 1 , где nQ  определяется согласно 

(3.2.15), выражение (4.1.13) для L  преобразуется к виду  ksNLL ks  2, . 

Неравенство (4.1.9) с учетом выбора 1k  запишем в виде 
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Применяя оценки (4.1.15) в формуле разности подходящих дробей (1.3.4), в 

случае rm 2  получим 
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если же 12  rm , то получим 
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(4.1.17) 
Условие (4.1.6) эквивалентно выполнению, по крайней мере, одного из двух 

условий: 
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      (4.1.18) 

или 
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k
m km

 .     (4.1.19) 

Пустъ для определенности справедливо соотношение (4.1.18). Тогда при 

rm 2  из оценки (4.1.16) в силу произвольности n  сможем заключить, что  

ВЦД (4.1.1) равномерно сходится в области D . Действительно, если p  и n  – 

произвольные натуральные числа такие что, mpn  , то 

           zfzfzfzfzfzf mpmnpn  .■ 

 Теорема 4.1.3. ВЦД (4.1.2), элементами которой являются комплекс-

ные функции, заданные в области nD C , равномерно и абсолютно сходится 

в области D , если 

і)    0zb ki ,  0...,,2,1,0 0  ik ,   DzkpNi p  ,,1,,1 ; 
і і) существуют действительные константы 0M  и 210  t , что 

   

     
 

N
tt
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za

kiki

ki 




 1

1

1
 , 0...,,2,1 0  ik ,  DzkpNi p  ,,1,,1 , 

 
 

DzM
zb
za

 ,
0

0 . 

 До каз ательс тво  следует из оценок (3.2.10), (3.2.11), если предвари-

тельно ВЦД (4.1.2) привести к виду (3.2.8), используя эквивалентные преоб-

разования (1.5.4), (1.5.15). ■ 
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 По аналогии с непрерывными дробями в следующих параграфах будут 

рассмотрены различные типы функциональных ВЦД. Здесь    za ki ,   zb ki  – 

полиномы не выше первой степени. При исследовании сходимости части из 

них будет применен многомерный аналог теоремы Стилтьеса-Витали. Сама 

теорема В.18 была использована ранее при доказательстве теорем 3.1.1, 3.1.2 

и  3.3.1, 3.3.2. 

 Рассмотрим вопрос о многомерном аналоге теоремы Стилтьеса-Вита-

ли. Пусть D  – некоторая область в nC . Будем говорить, что множество K  

компактно принадлежит области D  ( DK   ), если DK  , где K  – замы-

кание K . Рассмотрим последовательность   ...,2,1,,  mDzzfF m , 

голоморфных функций в D . Последовательность F  называется равномерно 

ограниченной внутри D , если для произвольного множества K , компактно 

принадлежащего D , существует константа  KMM   такая, что   Mzfm   

для всех Dz  и всех Ffm  . 

 Семейство функций F  называется равностепенно непрерывным внут-

ри D , если для произвольного DK   найдется такое   0,  K , что 

     zfzf mm  для всех zz , , таких, что , zz   Kzz ,   и всех 

Ffm  , где 



n

i
ii zzzz

1

22 .  

 Семейство функций F  называется компактным в D , если из последо-

вательности функций этого семейства можно выделить подпоследователь-

ность  
kmf , равномерно сходящуюся на множестве DK  .  

 Используя методику доказательства теоремы Монтеля [87,142], имеем 

 Теорема 4.1.4 [20]. Если семейство функций  

  ,...,2,1,,  mDzzfF m , голоморфных в nD C , равномерно ограни-

чено внутри D , то и семейства функций 
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,,1,,...,2,1,, nimDz

z
zf

F
i

m
i 













  

равномерно ограничены внутри D . 

 До каз ательс тво .  Пусть  nirazzU iii ,1,:   – произвольный 

поликруг такой, что DU  . Построим поликруг 

 niRazzV iii ,1,:   такой, что DV   и ii rR  , ni ,1 . Согласно 

интегральной формуле Коши для произвольных Vz  и Ffm   имеем 
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где   – остов поликруга V . Пусть Uz . Так как    VMfm  , то 
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. 

Следовательно, доказана равномерная ограниченность iF  в поликругах. 

Пусть DK  . Покроем K  поликругами. Из этого покрытия выделим 

конечное подпокрытие    s
vvU 1 . Пусть      svUMKM vii ,1:max  . 

Тогда для всех Kz  и произвольной Ffm   имеем  

    .,1, niKM
z

zf
i

i

m 



 ■ 

 Теорема 4.1.5 [20]. Если семейство функций F , голоморфных в 
nD C , равномерно ограничено внутри D , то оно также и равностепенно 

непрерывно внутри D . 

 До каз ательс тво . Пусть  DK  . Обозначим через 2  расстояние 

между замкнутыми множествами K  и D , т.е. 

 DKzz   ,:inf2 , а через    
Kz

zzzK



0

0:  . 
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Очевидно,   DK  . Из теоремы 4.1.4 следует, что существует константа 

M , что для всех  Kz  и произвольной Ffm   .,1, niM
z
f

i

m 



 

Пусть zz ,  – произвольные точки из K  такие, что  zz . Соединим 

их отрезком прямой. Если   zzz  , , то, очевидно,  Kz . Так как 

 
   ,

, 1
zfzfdz

z
f

mm
zz

n

i
i

i

m 



 
 

 то 

   
 

 
 






n

i
ii

zz

n

i
i

i

m
mm zzMzd

z
f

zfzf
1, 1

. 

Применяя неравенство Буняковского-Шварца к последней сумме, получим 

    iimm zznMzfzf  . 

Если 





 


 ,min

nM
, то отсюда следует равностепенная непрерывность. 

■  

 Теор ема 4.1.6 [20] . Если семейство функций F , голоморфных в 
nD C , равномерно ограничено внутри D , то оно компактно в D . 

 До каз ательс тво .  Докажем сначала, что если последовательность 

 zfm  сходится в каждой точке некоторого множества DE  , всюду плот-

ного в D , то она равномерно сходится на каждом DK  . Фиксируем 0  

и множество DK  . Используя равностепенную непрерывность семейства 

F , выберем разбиение D  на гиперкубы с гранями, параллельными коорди-

натным плоскостями и настолько мелкими, чтобы для произвольных 

Kzz , , pqzz , , где pq  – один из пронумерованных гиперкубов, 

выполнялись условия  

    ....,2,1,
3

 mzfzf mm
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Множество K  покроем конечным числом гиперкубов spq p ,1,  . Так как E  

всюду плотно в D , то в каждом pq  найдется точка   Ez p  . Так как  zfk  

сходится на E , то существует такое число N , что       
3
 p

n
p zfzrf  

для всех Nnr ,  и каждого   Ez p  , sp ,1 . Пусть z  – произвольная точка 

из K . Существует точка   Ez p  , которая лежит в том же гиперкубе, что и 

z . Тогда для всех Nnr ,  имеем 

                     zfzfzfzfzfzfzfzf n
p

n
p

n
p

r
p

rrnr . 

Отсюда следует, что последовательность  zfm  равномерно сходится на K . 

 Теперь докажем, что из произвольной последовательности Ffm   

можно выделить подпоследовательность, которая сходится в каждой точке 

множества DE  , всюду плотного в D . В качестве E  выберем множество 

точек   Dzzzz n  ...,,, 21 , kkk yixz  , nk ,1 , таких, что kk yx ,  – рацио-

нальные числа. Пусть   1iwE . Очевидно, что E  счетно и всюду плотно в 

D . Числовая последовательность  1wfm  ограничена, так как Dw 1 . Из нее 

выделим сходящуюся подпоследовательность    zfzf
kmk 1 , ...,2,1k  . 

Числовая последовательность  21 wfk  ограничена. Из нее выделим 

сходящуюся подпоследовательность    zfzf
knk 12  . Последовательность 

 zfk 2  сходится, по крайней мере, в точках 1w  и 2w  и т.д. Построим 

последовательность функций   ...,2,1,,, nkzf nk  . Диагональная последова-

тельность  zf nn,  сходится в каждой точке Ewk  , так как по построению 

все члены этой последовательности, начиная с k -го, сходятся в точке kw . ■ 

З амеч ание 4.1.1. В обычной формулировке, как известно, одно из 

важных свойств голоморфных функций – теорема единственности не перено-

сится на многомерный случай. Например, функция   nzzf   обращается в 
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нуль в  22 n -мерном множестве  0:  n
n zz C , но не равна нулю тож-

дественно. 

 Однако верно такое утверждение [143]. Пусть f  – голоморфная функ-

ция в области nD C , Dz 0 , тогда   0zf для  всех Dz , если   0zf  в 

некоторой n2 -мерной окрестности точки 0z  или   0zf  в некоторой n -

мерной действительной или n -мерной мнимой окрестности точки 0z , т.е. на 

множествах  

  00 ,,: yyrxxDyixz n
kkk  C  или 

  ryyxxDyixz n
kkk  00 ,,: C  соответственно. 

 Теор ема 4.1.7 [20]. Пусть   ...,2,1,,  mDzzfF m  – последова-

тельность голоморфных функций в области nD C , равномерно ограничен-

ных внутри D . 

 Если  zfm  сходится в каждой точке множества D , являющегося 

n2 -мерной окрестностью, n -мерной действительной или n -мерной мнимой 

окрестностью точки Dz 0 , то  zfm  сходится равномерно на произвольном 

множестве DK   к голоморфной функции в D . 

 До каз ательс тво .  Из предыдущей теоремы следует, что из последо-

вательности  zfm  можно выделить подпоследовательность  zf
km , равно-

мерно сходящуюся на произвольном множестве DK  . Согласно много-

мерному аналогу теоремы Вейерштрасса [143],    zfzf
km

k 
 lim  является 

голоморфной функцией в D . Для произвольной точки z  в силу условий 

теоремы имеем    zfzf m
k 

 lim . 

 Пусть S  – произвольное множество такое, что DS   и  KS . 

Введем обозначение p
p




 lim ,     Szzfzf pp  ,sup . Если мы 

докажем, что 0 , то сможем заключить, что  zfm  равномерно сходится к 
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 zf . Пусть ...21  pp  – последовательность индексов таких, что 

ip
i




 lim . Из последовательности  zf
ip  выделим подпоследовательность, 

равномерно сходящуюся на каждом DK  , в частности, и на S , к анали-

тической функции в D . Пусть  zf *  – предел этой последовательности. Так 

как    zfzf *  для произвольного z , то    zfzf *  для произвольного 

Dz . Таким образом, 0 , так как  

     0,suplim * 


Szzfzf
ip

i
 .■ 
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§ 2. Положительно определенные ветвящиеся цепные дроби. 
Многомерные аналоги J -дробей 

 По аналогии с одномерным случаем (В.23) рассмотрим ВЦД вида 

 
   

1

1

2

1
00







 
















 

N

i kiki

ki

k k
zb

a
zb D ,   (4.2.1) 

где    kiki abb ,,0  – комплексные числа,  kiz  – комплексные переменные. 

Пусть   ...,...,,,, 210 kizzzzz   и      zBzAzf nnn ,,  обозначают 

соответственно n -ю аппроксиманту ВЦД (4.2.1), ее числитель и знаменатель. 

 Пусть Nn – фиксировано и   















n

NNNniN xxxxxX ...10 ...,,...,,...,,,  –  

вектор из sС , элементы которого упорядочены согласно (1.1.14), 
nNNNs  ...2 . Рассмотрим систему линейных алгебраических урав-

нений 

00 XD s ,      (4.2.2) 

где sD0  – матрица вида (1.2.29), составленная из элементов ВЦД (4.2.1). 

Каждое p -е уравнение системы (4.2.2) умножим на  mjx , где индексы 

mjjj ,...,, 21  определяются из разложения числа p  по алгоритму (1.2.30), 

  0xx mj  , если 0p . Просуммировав все уравнения, получим 

                  ,0
1 1,...,,

11
0 1,...,,

2

2121

   
 


 

n

k

N

iii
kikikikiki

n

k

N

iii
kikiki

kk

xxxxaxzb  

 (4.2.3) 
где   00 xxi  . Положим  

       
   









.,1,,1...,,2,1,Im
,,1,,1,0...,,2,1,0,Im,Im 0

kpNika
kpNiikzуb

pkiki

pkikikiki



  

  (4.2.4) 

Предположим, что при выполнении условий 
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  0kiу ,    nkIki  , ,   0
0 1,...,,

2

21

 
 

n

k

N

iii
ki

k

x ,  (4.2.5)  

где I  определяется согласно (3.3.3), выполняется неравенство 

                  0
0 1,...,,

11
0 1,...,,

2

2121

   
 


 

n

k

N

iii
kikikikiki

n

k

N

iii
kikiki

kk

xxxxxу  . 

       (4.2.6) 

 Лемма 4.2.1. [19,20] При выполнении условий (4.2.5) неравенство 

(4.2.6) эквивалентно неотрицательной определенности действительной 

квадратичной формы 

            02
1 1,...,,

1
0 1,...,,

2

2121

   
 


 

n

k

N

iii
kikiki

n

k

N

iii
kiki

kk

 , (4.2.7) 

где    kii  ,00   – произвольные действительные числа.  

 До каз ательс тво . Пусть выполняется (4.2.6) для произвольных 

комплексных чисел  kix , которые удовлетворяют соотношениям (4.2.5). В 

частности, неравенство (4.2.6) выполняется и тогда,     R kikix  . 

Переходя в этом случае к пределу в обеих частях неравенства (4.2.6) при 

  0kiу ,    nkIki  , , получим (4.2.7). 

 Пусть выполняется неравенство (4.2.7) и пусть      kikiki ivux  , 

  nkIki  , . Тогда левую часть неравенства (4.2.6) можно записать в виде 

        0
0 1,...,,

2

21

  
 

n

k

N

iii
kiki

k

xуvu ,   (4.2.8) 

откуда в силу условий (4.2.5) следует справедливость (4.2.6).  ■ 

 Ветвящаяся цепная дробь (4.2.1) называется положительно определен-

ной, если для всех Nn  и   Rki ,   Iki  , неотрицательно определены 

квадратические формы (4.2.7). 
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 Теор ема 4.2.1 [14, 20]. Если ВЦД (4.2.1) положительно определена, 

тогда все   0zBn  областях   0Im kiz ,   Iki  , nk  , где I  определяется 

согласно (3.3.3). 

 До каз ательс тво . В следствии 1.2.2 установлено, что   sn DzB 0det ,  

где nNNNs  ...2 . Определитель 0det 0 sD , если система (4.2.2) 

имеет только нулевое решение. Равенство (4.2.3) является следствием 

системы уравнений (4.2.2). Если мы покажем, что (4.2.3) в условиях теоремы 

выполняется тогда и только тогда, когда все   0kix ,   Iki  , nk  , то, 

очевидно, что система (4.2.2) имеет только тривиальное решение. Если 

выполняется (4.2.7), то в силу леммы 4.2.1 выполняется (4.2.6) при каждом 

Nn . Следовательно, равенство (4.2.3) может выполняться только тогда, 

когда   0kix ,   Iki  , nk  .■ 

 Теор ема 4.2.2 [14,19]. ВЦД (4.2.1) положительно определена, если 

выполняются условия: 

і )     ;,0 Ikiki   

і і )существуют такие действительные числа     Ikig k  ,10 , что 

          kikikikiki ggN 11
12 1 
   ,     (4.2.9) 

где I  определено согласно (3.3.3),    kiki  ,  – согласно (4.2.4), 00 g . 

 Доказательство следует из того, что условие (4.2.7) можно записать в 

виде 

 
          

      

 



 




























 

N

iii
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n
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N

iii
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k
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g
N
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2

1 1,...,,

2
21

1

21

1
1

21

21

,01

1




 

где " + " берем тогда, когда   0ki  и " - ", когда   0ki .■ 

 З амеч ание 4.2.1. Путем подбора чисел  ki ,   nkIki  , , легко 

проверить, что условие і)  является также и необходимым для того, чтобы 
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ВЦД (4.2.1) была положительно определенной. В случав 1N  условия і) и 

і і )  являются необходимыми и достаточными.  

 Теор ема 4.2.3 [20]. Если при некотором Nn  квадратическая форма 

(4.2.7) неотрицательно определена, то квадратическая форма 

             
 


 


n

k

N

iii
kikiki

n

k

N

iii
kiki

kk 1 1,...,,
1

0 1,...,,

2

2121

2  ,  (4.2.10) 

где   R ki , такие, что    kiki   , kpNink p ,1,,1,,1  , также 

является неотрицательно определенной. 

 До каз ательс тво .  Фиксируем произвольный набор действительных 

чисел  ki ,   nkIki  , . В пространстве sR , где nNNNs  ...2 , 

рассмотрим дискретное множество точек 

     kikiNNNki
k

 



























 ,,...,,...,,: ...,210


. 

Пусть       ** ,:min  . Методом от противного покажем, 

что для произвольного набора индексов piii ...,,, 21 , nppkNip  ,,1,1 , 

      0*
1

* pipipi  . Пусть при некотором мультииндексе  pj  имеем  

      0*
1

* pjpjpj  . Определим вектор   следующим образом: 

   
*

...... 11 rprp iipjiipj 
  ,  ,,1,,1 Ninpr r       

*
pjpj   , все остальные 

   
*

kiki   . Легко подсчитать, что тогда          
*

1
** 4  pjpjpj  , 

что противоречит минимальности формы  * . 

 Рассмотрим квадратическую форму  

             
 


 


n

k

N

iii
kikiki

n

k

N

iii
kiki

kk 1 1,...,,
1

0 1,...,,

2

2121

2  . (4.2.11) 

Нетрудно проверить, что 

          ,:min:min . 

Если, например, при некотором наборе индексов   0pj , то 
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            *
1

**
1

*
  pjpjpjpjpjpj  . 

Далее, изменяя знаки в  
*

ki  по алгоритму предложенному выше, т.е. заменяя 

 
*

ki  на  k  , убеждаемся в том, что форма (4.2.11) принимает то же значение. 

Анало-гичную процедуру проделаем с каждым   0ki . Введем по аналогии 

с (4.2.11) квадратическую форму   , где    определяется согласно 

(4.2.10). Пусть 

          ~,~:min:min . 

Так как       ,01 kikiki         0~~
1  kikiki   и    kiki   , 

   kiki  ~ , то        11
~~

  kikikiki   при всевозможных наборах индексов. 

Следовательно, 

             :min~~:min .■ 

 З амеч ание 4.2.2.  Условие (4.2.9) теоремы 4.2.2 можно теперь 

заменить условием 

          kikikikiki ggN 11
12 1 
      (4.2.12) 

при тех же ограничениях относительно  kig . 

 Рассмотрим некоторые примере положительно определенных ВЦД. 

 Пр имер  4.2.1. Рассмотрим ВЦД (3.2.8) с комплексными частными 

числителями. Используя эквивалентные преобразования (1.5.4), где 

  1,  kiki , приведём её к виду  

 
1

11




















 
 

N

i

ki

k k
i

c
ii D .    - (4.2.13) 

Пусть    
2

kiki ac  . Так как    222 Im2Re zzz  , то условие (4.2.12) в 

нашем случае запишется так  

        kikikiki ggNcc 1
1 12Re 
  . 
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Положив   kpNiikg pki ,1,,1,0...,,1,0,
2
1

0  , приходим к рассмот-

ренным ранее параболическим областям. 

 Пр имер  4.2.2. Пусть частные числители ВЦД (3.2.8) являются 

действительными отрицательными числами. Тогда, если положить в (4.2.13) 

    2kiki idc  , то условие (4.2.9) в нашем случае запишется в виде 

      kikiki ggNc 1
1 1 
  . Мы приходим к ветвящимся цепным дробям, 

рассматриваемых в § 2 гл. 3. 

 Лемма  4.2.2[19,20]. Пусть  

   
      

 
 

  Ipi
w

a
zbwtt

N

i pi

pi
pipipipi

p

 
 





,
1 1

2
11

1

 –   (4.2.14) 

некоторая совокупность многомерных дробно-линейных отображений и 

пусть         0Im,0Im,0Im 00  kikikiki bzyzy  , для 

   kiki aIm  выполняются условия (4.2.12), где   10  kig ,   Iki  , I  

определяется согласно (3.3.3). Если 

     111Im   pipipi gw  , 1,1,,1  pkNik ,  (4.2.15) 
то  

     pipipi ygt  Im  .     (4.2.16) 

 До каз ательс тво . Пусть все   0kiу ,   Iki  , и 

      pipipi gNgNM 11 1    . Тогда, учитывая условия леммы, имеем 
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Рассмотрев образ (4.2.17) при отображении  1 zw , получим  
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Поэтому 
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Переходя. в последнем неравенстве к пределу при   0piу , получим 
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Следовательно, 

     
 

 
     pipipi

N

i pi

pi
pipipi gу

w

a
уt

p

  
 



 1 1

2
1

1

ImIm .  ■ 

Легко проверить, что образом полуплоскости 0Im 000  gуw  при 
отображении   1

1


 wwt  является круг 
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 .    (4.2.18) 

Обозначим pK  образ области       111Im   pipipi gw  , 1,1,,1  pkNik , 

при отображении 

  
 

   

 

   
 

 

,1

11

1

1 1

2
1

2

11

2
1

00

1

1










 















N

i

N

i N

i pi

pi
pipi

pi

ii

i

p
p

p

p
w

a
zb

a

zb
a

zb

wT



 

     (4.2.19) 
где  1pw  определяется согласно (1.1.3 б). При выполнении условий леммы 

4.2.2, учитывая (4.2.16), имеем 

...2101  KKKK .    (4.2.20) 

Так как    zfT pp  , то   pp Kzf  , ...,2,1,0p  . 

 Теор ема 4.2.4 [20]. Если для ВЦД (4.2.1) выполняются условия 

(4.2.12), где 

  0ki ,   0,0000  kiуgу  , kpNik p ,1,,1...,,2,1  , (4.2.21) 



 215 

то ее p -е аппроксиманты  zf p  удовлетворяют соотношениям 

      ...,2,1,,0Im 1
000   pgуzfzf pp   .   (4.2.22) 

 Теор ема 4.2.5[20].  Если для ВЦД (4.2.1) выполняется условие 

(4.2.12), где 

      Ikig kiki  ,0 ,     (4.2.23) 

то  n -е  знаменатели    ,...,2,1,0  nzBn  в области 

    Ikiz ki  ,0Im ,     (4.2.24) 

где I  определено согласно (3.3.3). 

 До каз ательс тво .  Фиксируем произвольное Nn . Покажем, что 

квадратическая форма (4.2.7)   0  , если не все   0k ,   Iki  ,  nk  . 

Пусть             21
11

1 1 kikikikiki ggN 
   ,   Iki  ,  nk  . Рассмотрим 

квадратическую форму (4.2.10) и запишем ее в виде 
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Отсюда, учитывая  (4.2.23) и то, что не все   0ki ,   Iki  , nk  , имеем 
  0  , так как, если  ki  – первая отличная от нуля компонента вектора 
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NNN
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...10 ...,,,  , nNNNs  ...2 , то выражение 
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Повторяя конец доказательства теоремы 4.2.3 с учетом принятых там 

обозначений, имеем 

            0:min:min   . 

Пусть выполняются условия (4.2.24). В силу теоремы 4.2.1 остается доказать, 

что справедливо неравенство (4.2.6), если не все   0kix ,   Iki  , nk  . 

Последнее следует из представления левой части (4.2.6) в виде (4.2.8). 

 По аналогии с непрерывными дробями (В.23) ВЦД вида 
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 ,    (4.2.25) 

где   N
N C  ...,,, 21 , 0  – независимая комплексная переменная или 

функция от  ;    kiki abb ,,0  – комплексные константы, называется 

многомерной J -дробью. 

 Если существует такая действительная положительная константа 
0M , что 

  N
Ma ki 21

 ,    N
Mb ni 21

 ,    (4.2.26) 

kpNik p ,1,,1...,,2,1  , npNiin p ,1,,1,0...,,2,1,0 0  , 
то дробь (4.2.25) называется ограниченной. Минимальное число M , при 

котором справедливо (4.2.26), определим как границу многомерной 

ограниченной J -дроби. 

 Теор ема 4.2.6 [20.21] ВЦД (4.2.25) ограничена тогда и только тогда, 

когда существует действительное число 0H , что 
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vuH   (4.2.27) 

для произвольных комплексных чисел    kiki vu ,  и произвольного 

натурального n . 
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 До каз ательс тво . Необходимость. К левой части (4.2.27) применим 

неравенство Буняковского-Шварца. С учетом (4.2.26) и обозначения 
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2

21













  

 

n

k

N

iii
ki

k

xx ,    (4.2.28) 

получим 
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Мы приходим к (4.2.27), где 
N

MH
21

3


 . 

 Дос тато ч нос ть . Пусть выполняется неравенство (4.2.27). Если здесь 

положить  ) ) j(pj(p vu  =0 при всех возможных наборах мультииндексов, 

кроме  ki , то получим   Hb ki  . Положив 0 )j(pu , за исключением  kiu , 

и 0 )j(pv , за исключением  1kiv , получим   Ha ki  . Поэтому справедливо 

(4.2.26), где  HNM 21 .■ 

 Минимальное число H , при котором справедливо (4.2.27), называется 

нормой ограниченной многомерной J -дроби (4.2.25). Норма, вообще говоря, 

не совпадает с границей. Так, для ВЦД (4.2.25), у которой все 

    0,
2
1

 kiki ba , норма 1H , граница  NM 21
2
1

 . 

 Теор ема 4.2.7 [4, 20]. Многомерная ограниченная  J -дробь (4.2.25) c 

границей M  равномерно сходится в области Mi  , Ni ,0 . 

 До каз ательс тво . Используя эквивалентные преобразования (1.5.4) и 

(1.5.15), ВЦД (4.2.25) приведем к виду 
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где 
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 N ...,,, 10 , Nii p ,1,00  , kp ,1 . Из условий теоремы следует, что 
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N
c ki 4

1 , 1k . Для завершения доказательства 

воспользуемся теоремой 4.1.3, где 
2
1

t .  ■ 

 Пусть  
s

NNNki
n

R















...10 ...,,...,,,  , nNNNs  ...2 ,    

определяется согласно (4.2.28) и 

    1,1:,inf0  nY  ,   20  ,   (4.2.29) 
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 Теор ема 4.2.8 [20]. Многомерная ограниченная J -дробь (4.2.25) 

равномерно сходится на каждом замкнутом ограниченном множестве из 
1NC , расстояние которого до множества 0K  положительно, где 

    ,cossin,,...,,,: 0
1

100  YyxiyxzzzzzK kkkkk
N

N  C  

.,0,20 Nk       (4.2.30) 

 До каз ательс тво . Пусть iea  . Рассмотрим ВЦД 
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 ,   (4.2.31) 

эквивалентную ВЦД (4.2.25), где ii a  , Ni ,0 . Нормы у ВЦД (4.2.25) и 

(4.2.31) одинаковы. Положим 

      kiki aaIm ,       kiki abIm . 

Тогда из того, что ВЦД (4.2.25) является многомерной ограниченной J -

 дробью, следует, что существует константа  Y , для которой 
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                 02
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Y  , (4.2.32) 

где  ...,,2,1n  sR . Можно считать, что   HY  ,  20  , где H  – 

норма многомерной J -дроби (4.2.25). Соотношение (4.2.32) справедливо 

также, если вместо  Y  взять  0Y . Очевидно,   HY 0 . Сделаем замену 

переменных   kk iY   , Nk ,0 . Учитывая (4.2.32), заключаем, что ВЦД 

(4.2.31) является положительно определенной ветвящейся цепной дробью 

относительно переменных k . Из теоремы 4.2.4 следует, что, если 

0Im  k , Nk ,0  (вполне достаточно 0Im,Im 0  i , Ni ,0  ), то 

для m -х аппроксимант ВЦД (4.2.31) справедливо соотношение 

  ...,2,1,1   mfm   .     (4.2.33) 

Условие  kIm , Nk ,0 , эквивалентно условию    YkIm  или 

    Yyx kk cossin , если kkk iyx  ,  20  . Определим 

множество 

    ,cossin,,...,,,: 1
10  YyxiyxzzzzzK kkkkk

N
N  C  

Nk ,0,20   .      (4.2.34) 

Нули всех знаменателей  nB  ВЦД (4.2.25) принадлежат множеству K . 

Подходящие дроби ВЦД (4.2.25) равномерно ограничены на произвольном 

ограниченном замкнутом множестве, расстояние которого до K  положитель-

но. Если в (4.2.34) вместо  Y  взять  0Y , то получим множество 0K . 

Согласно теореме 4.2.7 ВЦД (4.2.25) равномерно сходится в области 

Mi  , Ni ,0 . В силу (4.2.33)   ...,2,1, mfm  , являются голоморфными 

функциями в области 0
1 KN C . Утверждение теоремы 4.2.8 следует из 

теоремы 4.1.7.■ 

 Следс твие 4.2.1. Многомерная ограниченная J -дробь с нормой H  

равномерно сходится на произвольном компакте области ,Hi   Ni ,0 . 



 220 

 З амеч ание 4.2.3.  Пусть элементы    kiki abb ,,0 ,   1,  kIki , огра-

ниченной многомерной J -дроби (4.2.25) являются действительными числа-

ми. Так как в этом случае       sinkiki b ,        sinkiki a , 

    0000  YY . Учитывая определение 0K  (4.2.30), имеем ,0ky  Nk ,0 , 

если 0  и ,0ky  Nk ,0 , если   . Следовательно, в этом случае 

0ky  и 0K  содержится в множестве 

,Re,0Im Hii    Ni ,0 .   (4.2.35) 

 ВЦД вида (4.2.25) называется действительной многомерной J -дробью, 

если коэффициенты    kiki abb ,,0 , ...,2,1k , kpNip ,1,,1  , являются 

действительными числами. Действительная многомерная J -дробь всегда 

положительно определена. Вместе с ВЦД (4.2.25) рассмотрим ей эквива-

лентную ВЦД 
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 , 

которая является тоже положительно определенной. Поэтому в силу теоремы 

4.2.1 n -е знаменатели подходящих дробей  ВЦД (4.2.25)   0nB  в области 

,0Im i  Ni ,0 , или в области ,0Im i  Ni ,0 . 

 Из теоремы 4.2.8 и замечания 4.2.3 следует   

 Теор ема 4.2.9 [20,21]. Действительная ограниченная многомерная J -

дробь (4.2.25) с нормой H  равномерно сходится в каждом ограниченном 

замкнутом множестве 1NC , расстояние которого до области (4.2.35) 

положительно.  

 Исследуем сходимость действительной многомерной J -дроби 
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 .    (4.2.36) 

 Теор ема 4.2.10 [20 ] .  Действительная ограниченная J -дробь 

(4.2.36) имеет норму 1H , если 



 221 

      kikiki ggNa 1
12 1 
  ,    1,  kIki ,  (4.2.37) 

где     0,10 00  ggg iki , I  определено согласно (3.3.3). 

 До каз ательс тво . Если выполняются условия (4.2.37), то, учитывая 

замечание 4.2.2, имеем 
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где   R kin ,...,2,1 ,   nkIki  , , откуда следует, что 
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2    (4.2.38) 

для произвольных комплексных чисел  ki . Подставляя в (4.2.38) 

     kikiki ivu  , где     0,0  kiki vu ,   Iki  , nk  , и 1 vu  
(см.(4.2.28) ), получим 
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1 1,...,,
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21

, 

где    kiki vu ,  – произвольные комплексные числа. Отсюда следует (4.2.27) в 

предположении, что все   0kib  и 1H .■ 

 Теор ема 4.2.11 [2 0].  ВЦД (4.2.36), где  kia , ,...,2,1k  ,,1 Nip   

kp ,1 , – действительные числа, удовлетворяющие неравенствам (4.2.37), 

1 NC , равномерно сходится на каждом компакте 1NC , расстояние 

которого до области  

,1Re,0Im  ii   Ni ,0 ,   (4.2.39)  

положительно. 
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§ 3. Многомерные аналоги C -, S - и g -дробей 

 По аналогии с непрерывными дробями  (В.24) ВЦД вида 
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или вида 
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D ,    (4.3.2) 

где   kpNika pk ,1,,1...,,2,1,0  , – комплексные числа,  

  N
Nzzzz C ,...,, 21 , называется многомерной регулярной C -дробью.Если 

же все   kpNika pk ,1,,1...,,2,1,0  , то дроби вида (4.3.1) или (4.3.2) 

будем называть многомерными S -дробями. S -дробь, у которой 

      11  kikik gga , где   10  kig , kpNik p ,1,,1...,,2,1  , называется 

многомерной g -дробью. 

 Пусть L  – формальный N -кратный степенной ряд  
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ВЦД (4.3.1) или (4.3.2) называется соответствующей степенному ряду (4.3.3), 

если 
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т.е.каждая k -я аппроксиманта ВЦД (4.3.1) или (4.3.2) kf  разлагается в 

формальный степенной ряд вида (4.3.3), совпадающий с рядом (4.3.3) по 

формам до степени k  включительно. 

  Для определенности рассмотрим ВЦД (4.3.1) 

 Теор ема 4.3.1[20]. Для многомерной регулярной C -дроби (4.3.1) 

существует единственный формальный N -кратный степенной ряд (4.3.3), 

для которого эта дробь будет соответствующей. 
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 До каз ательс тво .  Для ВЦД (4.3.1) определим, следуя (1.3.2), выра-

жения  
   zQ n

ki . Так как  
    10 n

kiQ , то  
   zQ n

ki1  формально разлагается в N -

кратный степенной ряд вида (4.3.3). Пусть ряды 
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являются формальными  разложениями  k -х аппроксимант kf  ВЦД (4.3.1). 

Учитывая (1.3.3), для mr   имеем 
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Следовательно, для произвольного mr   для коэффициентов (4.3.5) справед-

ливы соотношения 

 
 

 
 

 ni
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m
ni ccc  ,        npNimn p ,1,,1,,1  . 

Поэтому ряд (4.3.3) является соответствующим дроби (4.3.1). Единствен-

ность следует из того, что коэффициенты разложения k -й аппроксиманты kf  

ВЦД (4.3.1) в формальный степенной ряд (4.3.5) определяются однозначно. ■ 

 Теор ема 4.3.2 [34]. Пусть (4.3.1) – многомерная С -дробь такая, что 

   0lim 


ki
k

a .      (4.3.6) 

Тогда 
 i )  для произвольного положительного числа M  существует номер n , 

зависящий от M , что для произвольного  ni  мультииндекса ВЦД  
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равномерно сходится к голоморфной функции в поликруге Mzi  , Ni ,1 ; 

 i i )  ВЦД (4.3.1) сходится к мероморфной функции f  в NC , причем f  

голоморфна в области  
N

zi 4
1 , Ni ,1 , где 
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  kpNika pki ,1,,1...,,2,1:sup  . 
 До каз ательс тво . Для заданного M  существует номер n , что для 

всех nk   

  N
a ki 4

1 ,   kpNip ,1,,1  . 

Утверждение теоремы следует из теоремы 3.2.1. В силу произвольности M  

функции, определенные в различных поликругах, являются аналитическим 

продолжением друг друга. ■ 

 Теор ема 4.3.2 [36].  Пусть (4.3.1) – многомерная С -дробь такая, что 

  0lim 


aa ki
k

, 

где a  – комплексная константа,  
   






 



2
,

2

,



N

a
N ,     (4.3.8) 

где  
 ,,,, aaa

N
a    – декартово произведение N  областей 

   













aN

aiwwwa 2
cos2argexpRe:

2

,


 C . 

 Тогда 
і )  если K  – произвольный компакт области (4.3.8), то существует 

область  N
KD   и номер n , зависящий K , что для произвольного мульти-

индекса  ni  ВЦД (4.3.7) равномерно сходится на произвольных компактах 

KD  к функции, голоморфной в KD ; 

і і )  ВЦД (4.3.1) сходится к функции f , мероморфной в KD , или 

тождественно равной бесконечности. 

 До каз ательс тво .  Вложим множество K  в связный компакт K . 

Определим K  как множество точек отрезков, соединяющих точки K  с 

началом координат. Очевидно, что  NK  . Обозначим  zUr  открытый 

поликруг    NirzwwzU iii
N

r ,1,:  C . Для каждой точки 
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         Kzzzz N  00
2

0
1

0 ,...,,  существует угол 







2
,

20


 , что    N
az

0,
0

 . 

Так как  N
a 0,  – открытое множество, то существует поликруг 

 
    N

ar zU
0

0 ,
0

3  . Каждую точку   Kz 0  покроем поликругом  
  0

0 zUr  

Так как K  – замкнутое, ограниченное множество, то из этого покрытия 

можно выделить конечное подпокрытие  
    

    
  s

rrr zUzUzU s...,,, 21
21 , 

где    spKz p ,1,  ,         p
N

rpp rrrr ,...,, 21 ,   Nkr p
k ,1,0  . Определим 

 
  

s

k

k
rK zUD k

1
 . 

Фиксируем skk 1, . Пусть  
  k

r zUw k2  и 
k

k
N



 2cos
21 , где U  – 

замыкание множества U , угол k  определяется из условия 
 Nmm ,1,max   , 

   
  i

mm
rzw

m eawaw
k

m
k

mm

 2

2
Remax 


 .  

Тогда легко проверить, что 
kk

Pwa m  , , Nm ,1 , где 
kk

P  ,  определяется 
согласно (3.3.16). Пусть 

      .,:min ,
k

m
k

mmmmm
k

m rzzPza
kk

   

Возьмем номер n  настолько большим, чтобы 

 
       







 


skNmzraa k
m

k
m

k
mpi ,1,,1:min

1
  

для всех мультииндексов  pi  таких, что np  . Тогда для тех же значений 
 pi  каждого     k

r zUz k  имеем  
 k
mmmpi zaza  . Отсюда следует, 

что для каждого     k
r zUz k  элементы   pipi za , ,...,1,  nnp  

pkNik ,1,,1  , ВЦД (4.3.7) принадлежат ограниченному множеству 
параболической области 

kk
P  , . В силу теоремы 3.3.2 ветвящаяся цепная 

дробь (4.3.7) сходится в каждой точке  
  k

r zUz k . Для завершения 
доказательства теоремы необходимо воспользоваться теоремой 4.1.7. ■ 

В случае 1N  область (4.3.8) совпадает с плоскостью с разрезом  















  

4
1arg: zaz C . 
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 Теор ема 4.3. 3 [20]. Пусть (4.3.2) – многомерная S -дробь и G  – 

некоторая область из NC , содержащая действительную N -мерную окрест-

ность  NiMzmzz ii
N ,1,Re,0Im:  C , где Mm,  – действитель-

ные положительные числа. Если в области G  все подходящие дроби (4.3.2) 

равномерно ограничены, то  
 і )четные и нечетные аппроксиманты сходятся равномерно на каждом 

компакте области G  к голоморфной функции  в G ; 
 i i )  S -дробь (4.3.2) сходится равномерно на каждом компакте G  к голо-

морфной функции в G , если расходится ряд  

  














kpNi

a p
kik

,1,,1:1min
1

.    (4.3.9) 

 До каз ательс тво  следует из теоремы 4.1.7. Если z , то ВЦД (4.3.2) 

сходится согласно теореме 2.5.2. ■ 

 Теор ема 4.3.4 [20]. ВЦД 

 
1

11 1
1 1





















  

N

i

iiki

k k

kk
zza

D ,    (4.3.10) 

где 100
 zzi ,   0kia ,   kpNik p ,1,,1...,,2,1  ,    N

Nzzzz C ...,,, 21 ,  

равномерно сходится на каждом компакте области 0Re iz , Ni ,1 , если 

расходится ряд (4.3.9). 

 До каз ательс тво . Используя эквивалентные преобразования, ВЦД 

(4.3.10) приведем к виду 

 
 

1

11
0




















 
 

N

i ki

ki

k k

a
i D 
 ,    (4.3.11) 

где 1
0 , 

kk ii izi  . Дробь (4.3.11) является положительно определенной 

многомерной J -дробью. Утверждение (4.2.22) теоремы 4.2.4 гарантирует 

равномерную ограниченность ее подходящих: дробей. Для завершения дока-

зательства достаточно воспользоваться предыдущей теоремой. ■ 
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 Исследуем сходимость многомерных аналогов g -дробей. Сначала 

рассмотрим ВЦД более общего вида 

      









N

i

kikiki

k k

zgg
b D

1

1

1
0 1

1
    (4.3.12) 

или вида 

      
1

1

1

1
0 1

1



















 
 

N

i

kikiki

k k

zgg
b D ,    (4.3.13) 

где C0b ,  kig , kpNiik p ,1,,1,0...,,2,1,0 0   – действительные 

константы такие, что   ,10  kig    NIki  ,  kiz ,   NIki  , – вообще говоря, 

независимые комплексные переменные, в частности, функции многих 

переменных и 

  kpNikkiI pN ,1,,1...,,2,1:  .   (4.3.14) 

 Из теоремы 3.2.2 следует 

 Теор ема 4.3.5 [20,31]. Пусть для ВЦД (4.3.12) выполняются условия: 

  10,00  kigg ,      NIki  ,    (4.3.15) 
или 

  10,00  kigg ,      NIki  ,   (4.3.16) 
где NI  определяется согласно (4.3.14). Тогда ВЦД (4.3.12) абсолютно и 

равномерно сходится, если 

 
1 Nz ki ,   NIki  .    (4.3.17) 

 Из теоремы 3.2.4 следует 

 Теор ема 4.3.6 [20]. Пусть для ВЦД (4.3.13) выполняются условия 

(4.3.15) и (4.3.17). Тогда дробь (4.3.13) сходится, если существует такое 

натуральное число n  и набор индексов niii ...,,, 21 , nkNik ,1,,1  , что 

  0nig  или   
1 Nz ni . 

 Из теоремы 3.2.3 следует 

 Теор ема 4.3.7 [20]. ВЦД (4.3.13) абсолютно и равномерно сходится, 

если выполняются условия (4.3.17) и 



 228 

  10,10 0  kigg    или     10  kig ,    NIki  .  (4.3.18) 

 Однако для указанного типа ВЦД можно установить и более общие 

утверждения. 

 Теорема 4.3.8[20]. ВЦД (4.3.12), для которой выполняются условия 

(4.3.15) или (4.3.16), абсолютно сходится, если для произвольного набора 

индексов  121 ...,,, -kiii ,  1,1,,1  kpNip   

  ....,2,1,1
1




kz
N

i
ki

k

     (4.3.19) 

ВЦД (4.3.12) сходится абсолютно и равномерно, если, кроме того, 

01

1





k k

k
m

m ,     (4.3.20) 

где 
  kpNigm pkk ,1,,1:min  .    (4.3.21) 

 До каз ательс тво .  Используя схему, предложенную при доказатель-

стве теоремы 3.2.2, легко проверить, что ВЦД 
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i

kikiki

k k

zgg
b D

1

1

1
0 1

1
   (4.3.22) 

является мажорантой ВЦД (4.3.12). В частности, если ввести обозначения 
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ˆ

1
1ˆ,1ˆ ,  (4.3.23).  

,1...,,2,1...,,2,1  ssps   kpNip ,1,,1  , то по аналогии можно 

установить неравенства (3.2.28)–(3.2.30) и убедиться в справедливости 

оценки (3.2.31), где  kk gf ˆ,  – k -е подходящие дроби ВЦД (4.3.12) и (4.3.22) 

соответственно. 

 Воспользуемся формулой (1.3.4). Для mn   имеем 
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k
kikiki

mn

QQ

zgg
gg .  (4.3.24) 
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Так как nĝ  – монотонно убывающая и ограниченная снизу последователь-

ность, то отсюда следует абсолютная сходимость ВЦД (4.3.12). Если в 

(4.3.24) применить оценки (4.3.19) и (4.2.29) или (3.2.30) и учесть, что 

 
  k

k

ki

ki
m

m
g

g 


 11
, то получим 







m

k k

k
nm m

mgg
1

1ˆˆ ,     (4.3.25) 

где km  определяются согласно (4.3.21).■ 

 Теор ема 4.3.9 [20]. ВЦД (4.3.13) абсолютно сходится, если выпол-

няются условия (4.3.18) и (4.3.19). ВЦД (4.3.13) сходится абсолютно и равно-

мерно, если, кроме того, выполняется условие (4.3.20). 

 До каз ательс тво .  Исходя из оценок (3.2.28)–(3.2.30), справедливых 

для ВЦД (4.3.12), где приняты обозначения (4.3.23), убеждаемся в том, что 

областью значений ВЦД (4.3.12) является круг 00 1 gbz  . Поэтому 

применима методика доказательства теоремы 3.2.3, откуда следует первая 

часть теоремы. Вторая часть следует из оценки (4.3.25).■ 

 Рассмотрим вопрос о возможности расширения области сходимости 

ВЦД (4.3.13) путем использования теоремы 4.2.11. 

 Теор ема 4.3.10 [20]. ВЦД 

 
1

1

2

1 1
1 1







 











 
  

N

i

iiki

k k

kk
zza

D ,    (4.2.26) 

где  kia  – действительные числа, удовлетворяющие условиям (4.2.37), 

равномерно сходится в каждой ограниченной замкнутой области из 1NC , 

расстояние которой до области 

1Re,0Im  ii zz ,    ,,0 Ni     (4.3.27) 

положительно, к голоморфной функции в области (4.3.27). 

 Если в теореме 4.3.9 положить   21kig , то получим обобщение 

теоремы 3.2 1. 
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 Следс твие 4.3.1.  ВЦД (3.2.8) с комплексными частными числителя-

ми сходится, если 

 



N

i
ki

k

c
1 4

1 ,     NIki  ,    (4.3.28) 

где NI  определяется согласно (4.3.14). 
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§ 4. Соответствующие ВЦД к двойному степенному ряду с линейными 
частными числителями. 

 Напомним, что ВЦД называется соответствующей кратному степен-

ному ряду, если разложение ее каждой n -й подходящей дроби ( ...,2,1n ) в 

формальный степенной ряд совпадает с исходным рядом до всех членов 

степени n  включительно. В отличие от одномерного случая для каждого 

кратного степенного ряда, удовлетворяющего определенным условиям, 

существуют различные конструкции соответствующих ВДЦ. Пусть 

ji

ji
ij zzq 21

0,




  –      (4.4.1) 

формальный степенной ряд, В работах [80,154,176] рассматривались 

двумерные соответствующие цепные дроби вида 

11
,

1
1 2,
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1
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 ,  (4.4.2) 

в работе [190] – вида 
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,    (4.4.3) 

Условие линейности частных числителей, имеющее место в одномерном 

случае для нормальных рядов, естественным образом приведет нас к 

следующей конструкции соответствующей ВЦД  
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0 1
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i
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k
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b D .     (4.4.4) 

Пусть 

    ji

ji

n
ijn zzqzf 21

0,




  –     (4.4.5) 

разложение n -ой подходящей дроби (4.4.4) в формальный степенной ряд. 

Запишем условие соответствия ВЦД (4.4.4) к ряду (4.4.1) 
 

ij
n

ij qq  , nji  .    (4.4.6) 
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Из (4.4.6) следует, что для определения n2  элементов   npib pni ,1,2,1,  , 

ВЦД (4.4.4) можем записать только  1n  уравнение 

 
ij

n
ij qq  , nji  .    (4.4.7) 

Поэтому соответствующая ВЦД вида (4.4.4) к ряду (4.4.1) определяется не- 

однозначно. Естественными представляются два пути образования недоста-

ющих уравнений: положить определенное количество элементов  nib  

равными нулю или равными друг другу. В первом случае приходим к 

соответствующей ВЦД с неравноправными переменными 1z  и 2z  вида   
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где   
      kkikikki ab  ,2  –    (4.4.10) 

некоторые комплексные числа,   kiiiki  ...21 , т.е. 
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возникающие во втором случае, станут предметом исследований в данном 

параграфе. Заметим, что  kib  не зависит от перестановки индексов в 

мультииндексе  ki . Введем обозначения 
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где mn,  – целые неотрицательные числа такие, что  1 mn . Тогда справед-

ливы рекуррентные соотношения 

1,

21,

,1

1,1
, 1
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mn
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mn
mn Q
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Q ,    (4.4.12) 

 Если в (4.4.9) ,...,1,0,,0  jia ij  заданы, то каждой ВЦД соответ-
ствует формальный степенной ряд 
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где   1,
00 mnq . Пусть 
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ряд, обратный к (4.4.13). Так как   1,
00 mnq , то формальный ряд (4.4.14) всегда 

существует, причем   1,
00 mnp . Учитывая рекуррентные соотношения 

(4.4.12), имеем 
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откуда 
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При фиксированных n  и m  вычислим коэффициенты  mn
ijp ,  ряда (4.4.14), 

обратного к (4.4.13). Из равенства 
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сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим  
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 ,  1 ji ,  (4.4.18) 
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причем   0, mn
trp , если 0r  или 0t . Исходя из рекуррентных соотноше-

ний (4.4.18), методом математической индукции легко устанавливаются 
явные формулы для элементов  mn

jip ,  
     mn

ji
mn

ji
mn

ji qp ,,,  ,    (4.4.19) 

где     0,
01

,
10  mnmn   и 
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в предположении, что 2,...,2,1,0,  jiji , ...,2,1,0  rlk rr . В 

частности, учитывая (4.4.19), (4.4.20), имеем 
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          3,
01

,
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,
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,
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,
03 2 mnmnmnmnmn qqqqp   

… ……… ……… ……… ……… …… …….  

Пусть задан формальный степенной ряд (4.4.1). Построим ВЦД вида (4.4.9), 

соответствующе этому ряду, и установим условия, при выполнении которых 

такая дробь существует. 

 На первом шаге алгоритма вычислим элементы 011000 ,, aaa  дроби 

(4.4.9). Из условия соответствия 

    1 n
n zOzfS ,     (4.4.22) 

где nf  – n -я подходящая дробь ВЦД (4.4.9), S  – формальный степенной ряд 

(4.4.1),  1nzO  – некий формальный степенной ряд вида ji
ji zzc 21   в 

предположении, что 1,0,0  njiji . При  1n  имеем 

2011100020111000 zazaazqzqq  ,    (4.4.23) 
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откуда 
010110100000 ,, qaqaqa  .    (4.4.24) 

 На втором шаге вычислим элементы  021120 ,, aaa  ВЦД (4.4.9) и 

коэффициенты        1,0
01

0,1
01

1,0
10

0,1
10 ,,, qqqq , возникающие при обращении рядов 

и играющие вспомогательную роль. Всюду в дальнейшем предполагается, 

что 
 

jiji qq 0,0 ,   ...,2,1,0, ji  .   (4.4.25) 

Из (4.4.17), где 0 jmn , 2i  и (4.4.16) следует, что 

   0,1
1020

0,1
101020 , qapqq  . 

Учитывая (4.4.21), находим  
21

200,1
1020 q

qqa  . Аналогично устанавливается, 

что  
01

021,0
0102 q

qqa  . Из (4.4.17), где 0 mn , 1 ji , и (4.4.16) следует, 

что 
       0,1

01
1,0

1011
1,0

1001
0,1

011011 , qqapqpqq  , 

откуда с учетом (4.4.21) имеем    
0110

110,1
01

1,0
1011 qq

qqqa


 . 

Следовательно, 

       














.,,

,,,

02
1,0

0111
0,1

01
1,0

1020
0,1

10

01

02
02

0110

11
11

10

20
20

aqaqqaq
q
qa

qq
qa

q
qa

    (4.4.26) 

 Пусть при некотором 2k  уже вычислены элементы kjia ji , , 

ВЦД (4.4.9) и коэффициенты преобразованных рядов  
  kjikmnkjimnq mn
ji  1,11,,, . 

 Используя (4.4.16), (4.4.17) и (4.4.19), вычислим 1,  kjia ji   и 

  kjikmnkjimnq mn
ij  1,1,1,, .  Обозначим 

  kjikmnkjimnqX mn
jik  1,1,1:: ,

1 , 

  1,,:: ,
,  jiljmrinqX mn

jilr . 
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Тогда 
1

,1


 
klr

lrk XX . Фиксируем r  и l . Для обозначения элементов 

множества lrX ,  в этом случае используем сокращенную запись 
  ,,0,,0,, ljriqx jlir
jiji    lrji 1 . Из формулы (4.4.20) следует, 

что величины  mn
ji

,  можно считать известными, так как они выражаются 

через  mn
jiq , , найденные на предыдущих шагах алгоритма. Пусть 
     1,

1,1,
,1

,1,1
, 





  jlir

jijlir
jlir

jijlir
jlir

ji aa  ,  (4.4.28) 

где ,,0,,0 ljri   1 ji  и      lrlir
i

jlr
j

,
0,0

1,
1,

,1
,1   




 . На основании 

(4.4.16), (4.4.17) получим систему из    211  lr  ypавнений для 

нахождения такого же количества неизвестных 
 

 




















/0,0,21
,

,,
,

,1,1,,1,1,

1,00,1
0,0

,1,1,0,10,1,

ljrijilr
xaxax

xxxaxaq
jlir

jijijlirjijlirji

lrlrlrlr





     (4.4.29) 

Определим ji,  с помощью рекуррентных соотношений 

jijijijiji aa ,1,11,1,,    , ,,0,,0 ljri    (4.4.30) 

при начальных условиях: 10000  a , 0,11,   ji  . Умножив каждое из 

уравнений (4.4.29), содержащее  jlir
ji

 ,
,  на   jlirjlir

ji a 
 ,,1   

соответственно, почленно их просуммируем. С учетом последнего равенства 

и (4.4.16) получим  rlaxx  0110  и  

     
























 








,0,0

,11
2

,,
,

,,
11

,,

ljri

aqa
lr

ji
jlirjlir

jlir
ji

ji
lr

lr
lrlr      (4.4.31) 

где .2 lr  Остальные jix ,  находятся по рекуррентной формуле 

 jlir
jijijlirjijlirji xaxax 

  ,
,1,1,,1,1,    (4.4.32) 

при начальных условиях, rlji axxxx   0110,11, ,0 . 
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 Учитывая (4.4.31), заключаем, что описанный выше алгоритм выпол-

ним тогда и только тогда, когда все 1,0,  jiji . Для иллюстрации 

предложенной выше схемы алгоритма вычислим элементы множества 3X . 

Предварительно, используя (4.4.30), находим 3,0,  jiji . 

,1,1,0 01100000,11,   aaji 

10203001020301020110111020 ,,,, aaaaaaaa   ,

11110202121111202021 ,  aaaa  . 

Учитывая представление   031221303 XXXXX  , последовательно 

находим элементы множеств 3,3,0,,,  jijiX ji . Ключевым моментом 

алгоритма является вычисление при каждом фиксированном наборе индексов 

i  и j  коэффициентов jia , . Из (4.4.28) следует, что   0,
,  jlir

ji , если 

,2,1,0, ji  2 ji . Так как     0,1
0,2

0,2
0,10,3 , qqX  , то, используя (4.4.31), 

имеем  
    0,0

0,30,3
1
0,3

0,2
0,10,3    qqa  

Учитывая (4.4.19), (4.4.21), (4.4.26), (4.4.28), находим 

         2
0,2

20,1
0,1

0,1
0,2

0,1
0,20,1

0,0
0,3 , aqa   . 

Таким образом, 

0,1

0,2

0,2

0,3

0,10,2

2
0,20,10,3

0,3 q
q

q
q

aa
aaq

a 


 , 

и с учетом (4.4.32)  
0,30,2

0,1
0,20,2 aaqx  . 

 Вычислим элементы множества         0,1
11

1,0
0,2

0,2
1,0

1,1
0,11,2 ,,, qqqqX  . 

Согласно предлагаемой схеме имеем 
      0,0

2121
1

21
0,2

01
1,1

1021    qqqa ,      0,1
2001

0,1
1110

0,0
21  aa  , 

      ,22 1120
0,1

01
0,1

10
0,1

11 aaqq          .2
11

21,0
10

1,0
20 aq   

Следовательно ,  
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  1120

2
1101112021

0110111020

2
110111201021

21
22

qq
aqaqq

aaaaa
aaaaaq

a








  

и     ,2111
1,0

2020 aaqx       211120
0,1

1111 aaaqx  . 

Аналогично устанавливаются. что 

01

02

02

03
03

1102

2
1110110212

12 ,2
q
q

q
qa

qq
aqaqqa 


 , 

       
0302

1,0
02121102

1,0
111211

0,1
02 ,, aaqaaaqaaq  . 

 Теор ема 4.4.1 [25,30,33,36]. ВЦД (4.4.9) с элементами  kib  вида 

(4.4.10) является соответствующей формальному степенное ряду (4.4.1) с 

комплексными элементами, если ...,1,0,, qpa pq , определяются с помощью 

следующего рекуррентного алгоритма. Пусть kjia ji , , и вспомогатель-

ные коэффициенты mn
ijq , , ,1 kjimn 11,11  kjikmn , 

известны (начальные их значения определяются согласно (4.4.24), (4.4.26) ). 

Тогда 1,  kjia ji ,   ,1,,  kjimnq mn
ij  ,1 kmn   kji 1 , 

вычисляются следующим образом. Фиксируем r  и l , ,0,0  lr  1 klr . 

rla  находим по формуле (4.4.31), где ij ,  jlir
ij

 ,  вычисляются согласно 

(4.4.30), (4.4.28),  jlir
ji

 ,  – согласно (4.4.20). Числа  jlir
jiji qx  ,  

находятся по рекуррентной формуле (4.4.32). 

 Алгоритм преобразования ряда (4.4.22) в соответствующую ВЦД 

(4.4.9) выполним тогда и только тогда, когда все  1,0  jiji . 

 До каз ательс тво . С целью компактной записи индексов элементов 

(4.4.10) ВЦД (4.4.9) используем обозначение 

   ,...2,...,, 2121 nnn iiiniii     nkin k ,1,2,1...,,2,1  , 

откуда следует, что 

nnn i  21 ,  0...,,2,1 0  n . 
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Учитывая (4.4.10) и (4.4.16) в предположении неотрицательности всех 

индексов, имеем 
   1,

01
,1

10,


  nnnn
nn

nn
n qqa 
 . 

Пусть nf  обозначает n -ю подходящую дробь ВЦД (4.4.9). Тогда 

















2

1

,2

1

2,2

1

1,
00 111

2

222

1

111

n

nnn

i

in

i

i

i

i
n

zazaza
qf 


. 

Сворачиваем эту дробь снизу вверх, учитывая (4.4.16), (4.4.17) и (4.4.24). На 

первом шаге получим 

  












 






  1

2,11,1

1
2

1
, 1111

11 zazaza
nnnn

n
nnn nn

i
in   

     
 
1

2
1,

011
1,

10
11111 zqzq nnnn nn   

     2
2

1,
011

1,
10

11111 zOzpzp nnnn nn      

После второго шага имеем 
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2
1,

011
1,

10

2

1
1,

1111

1
111

11 zOzpzpza nnnn

n
nnn

nn

i
in


  

         
2

2,1
011

2,1
101

2,
10

222222 11 zpzpzq nnnnnn nnn   

          
 
13

2
1,

011
1,

102
2,

01
222222 1 zOzpzpzq nnnnnn nnn   

    


























 

1

3
2

2

0,0
1

1
2, 221 zOzzq j

ji
ji

in
ji

nn   

   zOzzp j

ji
ji

in
ji

nn  




 
2

2

0,0
1

1
2, 221   

и т .д. После  1n -го шага получим 
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1
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1
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 1

1

1
21

1,0
2

0,0
01

1

1
21

0,1
1

0,0
10 11 n

n

ji

ji
ji

n

ji

ji
ji zOzzpzqzzpzq  

     ,1

1
21

1

1
21

0,0 






  n

n

ji

ji
ji

n
n

ji

ji
ji zOzzqzOzzq  

так как   ,...,2,1,0,,0,0  jiqq ijij  согласно (4.4.25). ■ 

 Утвер ждение 4.4.1 [33,36]. Если ряд (4.4.22) является разложением 

функции  21 zzf  , то при выполнении условий теоремы 4.4.1 соответ-

ствующая ВЦД (4.4.9) вырождается в непрерывную дробь вида 

 
1

21

1
0

zzaa k

k
D 





.     (4.4.33) 

 До каз ательс тво .  Если (4.4.22) является разложением функции 

 21 zzf  , то 

...,2,1,0,, 






 
  jiq

i
ji

q jiij  . 

Учитывая (4.4.26) и (4.4.24), имеем 
1

122021120110110000 ,,  qqaaaaqaaaqa , 

               
2

1,0
01

0,1
01

1,0
10

0,1
102

1,0
01

0,1
01

1,0
10

0,1
10 , appppaqqqq  . 

Докажем методом математической индукции по k , что в предположениях 

утверждения 

        mnji
jimn

ijmnji
jimn

ij K
i

ji
pL

i
ji

q 












 








 
 ,

,
,

1, 1,1 ,   (4.4.34)  

где ,...,3,2,11,11,  kkjikmnkjimn  mnjiL  , , 

mnjiK  ,  – некоторые константы. При 2k  равенства (4.4.34) справедливы и 

21,11,1 aKL  . Легко проверяется справедливость (4.4.34) и при 3k , 

причем 32,12,1 aKL  ,  3221,2321,2 , aaaKaaL  . Пусть равенства 
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(4.4.34) выполняются при kjimn  . Докажем их справедливость при 

1 kjimn . В частности, из (4.4.34) при kjimn  , kji   

следует, что  
    1,,1, 1,1

1,
011,1

,1
10  




 jaLqaiaLqa jiji
ji

jijiji
ji

ji . 

Используя (4.4.30), получим 












 


1

1

ji

s
sji a

i
ji

 , если    ,1,0,  kji     12  kji .  

Учитывая предположение индукции, известные тождества из комбинаторики 

[53], формулы (4.4.18), (4.4.19), в случае 1 kjimn  имеем 

    0,
01

,
10  mnmn   и для  kji 2  

       





mn
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ji qp ,
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1

0 0
,, 11 .  

Из (4.4.28) следует, что 
      
  ,1 11,1

1

1,
1,

,1
,11

,
,



















 




jilrjilrji
ji

jlir
ji

jlir
jijilr

jlir
ji

aM
i

ji
a 

 

если ,,0 ri  1,0,1,0,1,0,13,,0  klrklkrkjilj . 

Таким образом, учитывая (4.4.31), где 1,1,0,1,0  klrklkr , 

имеем 

  lrplrp
lr

p

lr

plrs
s

lr

s
slr

lr
rl aMaaqa 















 























   1,1

3

1
1

2

11

1

11 . 

Так как 
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          mnji
jimn

ji
mn

ji
mn

ji
mn

ji M
i

ji
qqp 









 
 ,

,
,

,
,

,
,

,
, 1 , 

то для завершения доказательства утверждения достаточно убедиться в 

справедливости равенств (4.4.34) только для  mn
jiq ,

, , 1 kjimn . 

Пусть r  и l  – произвольные фиксированные индексы такие, что 

10,10  klkr   и  1 klr . Учитывая (4.4.32) и обозначения  

  ljriqx jlir
jiji ,0,,0,,   ,  имеем 

kklr Laaxx ,110110   ,  

  1,20110111,2,10220 1
2

,  







 kkkkk LxxaxLLaxx , 

    2,31,21,21
,3

301,2130 


  kkkk
lr

kk LMLaLax  , 

      2,31,21,21
1,2

212011121 1
3

1
3




 
















 kkkk

lr
k LMLaxxax  , 

2,3122,303 1
3

,  







 kk LxLx  

и т.д. Используя метод математической индукции, находим  

       


 jik
jijlir

jijijijikji axxax 1
1,

1,,11 1  


















 
















 












  jikjijikji M
i

ji
i
ji

i
ji

L 1,11,1
1

1
1

 

=   jikji
ji L 
 ,

11 . 

ВЦД (4.4.9), у которой все ,...,2,1,0,,   jiaa jiji  тождественна непре-

рывной дроби (4.4.33). ■ 

 Последнее утверждение не справедливо для других типов соответству-

ющих ВЦД. В качестве контрпримера рассмотрим соответствующие дроби 

вида (4.4.2) и (4.4,8), являющиеся разложением функции yxe   Их вторые 

подходящие дроби соответственно равны 
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   ,

22
4221

1
2
11

2
11

12 yx
xyyxyxxyxy

y

y

x

xg









  

  xyy
xyyyx

xy

x

y

yh










222

32224

2
11

2
11

1
2

2 . 

Вторая же подходящая дробь непрерывной дроби (4.4.33), в которую 

разлагается функция yxe  , равна 

 yx
yx

yx

yxh









2
1

2
1

2
11

12 . 

Очевидно, что  22 gf   и 22 hf  . 
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§5. Гипергеометрические функции двух переменных и ветвящиеся 
цепные дроби 

 
 Гипергеометрические функции являются наиболее важными специал-

ными функциями в приложениях [85,94]. Используя  -метод, В.К.Дзядык в 

работе [67] построил асимптотически наилучшие рациональные с фикси-

рованным знаменателем приближения аналитических частей специальных 

функций. С помощью разложения отношения двух гипергеометрических 

функций в непрерывные дроби строятся эффективные алгоритмы 

представления в виде непрерывных дробей многих элементарных и 

специальных функций математической физики [65,202]. Аппель в [145] ввел 

гипергеометрические ряды от двух переменных и перенёс на них многие 

известные в одномерном случае результаты. Эти исследования подытожены 

в монографии [146]. Ряды (В.35), (В.37) сходятся в области 1,1 21  zz , ряд 

(В.36) – в области 121  zz , ряд (В.38) в области 121  zz .  

 Разложим отношение гипергеометрических функций Аппеля 

 
 212

212
,;,;,,

,;,1;,,1
zzccbbaF

zzccbbaF


  в ветвящуюся цепную дробь. В одномерном 

случае для разложения отношения гипергеометрических рядов в 

непрерывную дробь Гаусса используются следующие соотношения [65,202]: 

     
   ,;2;1,1

1
;1;1,;;, zcbazF

cc
bcazcbaFzcbaF 




  

     
   .;2;1,1

1
;1;,1;;, zcbazF

cc
acczcbaFzcbaF 




  

В [111] приведены различные соотношения для гипергеометрических 

функций двух переменных. Двумерные аналоги последних формул в 

литературе, по-видимому, не рассматривались. Докажем, что для функций 

Аппеля 2F  справедливы следующие тождества: 

    212212 ,;,1;,,1,;,;,, zzccbbaFzzccbbaF  
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  (4.5.1) 
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 (4.5.2) 

    212212 ,;1,;,,1,;,;,, zzccbbaFzzccbbaF  
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  (4.5.3) 
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 (4.5.4) 

Действительно, пусть m  и n  – произвольные натуральные числа. Сравнивая 

коэффициенты в правой и левой частях (4.5.1) при nmzz 21 , имеем  
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Рассмотрим случай, когда m  или n  равно нулю. Пусть для определённости 

1,0  nm . Тогда, сравнивая в (4.5.1) коэффициенты при nz2 , получим 
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Убедимся в справедливости (4.5.2). Пусть n  – целое неотрицательное, m  – 

натуральное. Сравнивая коэффициенты при  nmzz 21  в (4.5.2), имеем 
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Если же 0m , то, сравнивая коэффициенты при nz2 , в обеих частях (4.5.2), 

получим одинаковые выражения. Аналогичным образом проверяются 

соотношения (4.5.3) и (4.5.4). 

 Введём сокращенные обозначения  
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 Подставив в (4.5.1) вместо cbba ,,,   и c   соответственно 

qcpcpbqpa 2,2,,, 2    и разделив обе части этого равенства на 

 212 ,;2,12;,, zzqcpcqbpbqpaF  , имеем  

1,2,11
1 1 
  qpqqppqpq YzaYzaX . 

Аналогичные формулы устанавливаются, если исходить из (4.5.2)–(4.5.4). 

После обращения этих тождеств получим 
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  (4.5.7) 

Используя (4.5.7), легко построить разложение отношения 

гипергеометрических функций Аппеля  
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  в ВЦД. 

Имеем: 
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Продолжая этот процесс, приходим к формальному разложению в ВЦД 

отношения гипергеометрических функций Аппеля. 

 Теор ема 4.5.1 [28, 35]. Справедливо разложение  
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где 
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u     (4.5.10) 

p  обозначает количество единиц в мультииндексе  ni , pnq  , 

pqpqqppqpq bbaaaa  ,,,,,  определяются согласно (4.5.6). 

 До каз ательс тво .  Используем метод математической индукции. При 

,2,1n  формулы (4.5.9), (4.5.10) проверяются непосредственно. Пусть они 

справедливы при kn  . Тогда, останавливая разложение 00X  в ВЦД на 

элементах  kiv , получим конечную ветвящуюся цепную дробь, последние 

тупиковые элементы которой имеют вид   pqiki Xzv
k

 либо   pqiki Xzv
k

 , где 

p  – количество единиц в мультииндексе  ki , pkq  .  Учитывая (4.5.7), 

имеем 
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Xzv , 

где p  – количество единиц в мультииндексе  11ki  или  21ki  соответ-

ственно. Таким образом, 

        ,,,, 221211121111 pqkipkiqkipqki auauauau  

     1,2,11 ,   qpkiqpki bvbv , 
т.е. формулы (4.5.9), (4.5.10) справедливы при 1 kn . ■ 
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 Аналогично можно построить разложение отношения 

гипергеометрических функций Аппеля  
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, 
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  в ВЦД. 

 Теор ема 4.5.2.  Справедливо разложение  
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где 020,010,00 ,, auaubv  ,  niv  определяются согласно (4.5.9), 

 1niu  – согласно (4.5.10) и 
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 Теор ема 4.5.3 [35]. ВЦД (4.5.8) является соответствующей к 

формальному степенному ряду, в который разлагается функция  

   
 212

2121
0,0 ,;,;,,

,;,1;,,1
zzccbbaF

zzccbbaF
X




 .   (4.5.11) 

 До каз ательс тво . Используя алгоритм разложения 0,0X  в 

ветвящуюся цепную дробь, можно записать тождества, справедливые для 

произвольного натурального  k . 
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 (4.5.12) 
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 (4.5.13) 
где  
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и p  – количество единиц в мультииндексе  ki , pkq  . Используя 

методику вывода формулы (1.3.4) разности подходящих дробей if   для ВЦД 

(1.3.1), легко доказать, что 
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,  (4.5.15) 
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,  (4.5.16) 

где kf  – k -я аппроксиманта ВЦД (4.5.8), 00 i ,    kiki  ,  определяются 
согласно (4.5.14), 
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ˆ,1  , ( kkm 2,12  ). 

При выводе формулы (4.5.15) используем представление 0,0X  в виде (4.5.12), 

а при выводе формулы (4.5.16) – представление (4.5.12). Так как все 

выражения, стоящие в знаменателях (4.5.15) и (4.5.16), а также    kiki  ,  

равны единице, если 021  zz , то в некоторой окрестности точки   20,0 C  

они отличны от нуля. Разложив формально в степенные ряды величины, 

обратные к знаменателям (4.5.15) и (4.5.16), а также    kiki  , , легко 

убеждаемся в том, что 
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2,0,0

21120,0  , 

т.е. ВЦД (4.5.8) является соответствующей к ряду, в который формально 

разлагается функция (4.5.11).■ 

 Разложим отношение двух гипергеометрических функций Аппеля 
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  в ветвящуюся цепную дробь. По аналогии с 

(4.5.1)–(4.5.4) доказываются тождества  
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  (4.5.17) 
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  (4.5.20) 

Введём сокращенные обозначения  
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    (4.5.22) 
где    – целая часть  . Пусть 
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 (4.5.23) 

если qp   четное ( ,...2,1,0, qp ) и  
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 (4.5.24) 

если  qp   нечетное ( ,...2,1,0, qp ). Тогда по аналогии с (4.5.7), используя 

тождества (4.5.17)–(4.5.20) и обозначения (4.5.21), (4.5.22), легко устанав-

ливается, что  

  ,1 1
1,2,11


  qppqqppqpq XzbXzaX  

  1
1,2,111 
  qppqqppqpq XzaXzbX .  (4.5.25) 

Последовательно включая друг в тождества (4.5.25), получим разложение в 

ВЦД отношения  

 
 214

214
0,0 ,;,;,

,;,1;,1
zzccbaF

zzccbaF
X




 .   (4.5.26) 

 Теор ема 4.5.4 [29, 35]. Справедливо разложение  
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где 002001 , bcaс   и при 2k  
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p  – количество единиц в мультииндексе  1ki , 1 pkq . 

 Аналогично теореме 4.5.3 доказывается следующее утверждение. 

 Теор ема 4.5.5.  ВЦД (4.5.27) является соответствующей к формаль-

ному степенному ряду, в который разлагаеся отношение (2.5.26) 

гипергеометрических функций Аппеля. 

 Используя тождество [146]  
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xzxzccbba  1,,,,,, 21 . Из 

теоремы 4.5.2 следует 

 Т еор ема 4.5.6 . Справедливо разложение  
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где yxzxz  1, 21 , 02001000 ,, auaubv  ,  niv  определяются 

согласно (4.5.9),  1niu  – согласно (4.5.10) и 
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 (4.5.31) 

 Учитывая (В.35), (В.36), (В.38), имеем 

      1,;,;,0,;,;,,0,;;,,0 214212211  zzccbFzzccbbFzzcbbF . 

Поэтому, исходя из (4.5.8), (4.5.27) и (4.5.30), получим формальные 

разложения в ВЦД гипергеометрических функций  

     214212211 ,;,;,1,,;,;,,1,,;;,,1 zzccbFzzccbbFzzcbbF  . 
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