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Ñòiéêiñòü äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì
äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåëiíiéíîþ
íåâèçíà÷åíiñòþ ∗

Algebraic methods for stability analysis of linear second order di�erential
systems with nonlinear uncertainty are develop. Stability conditions in
terms of spectral bounds of matrix coe�cients of system taking into
account bounds on nonlinear perturbations are formulated. E�ciency
of methods are shown on an example of rotor systems with external
perturbation.

Ðàçâèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåëèíåéíîé
íåîïðåäåëåííîñòüþ. Ôîðìóëèðóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ îöåíîê ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ îöåíîê íà íåëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ. Ýô-
ôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå ðîòîðíîé ñèñòåìû
ñ âíåøíèì âîçìóùåíèåì.

Âñòóï. Ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó øèðîêîãî êëàñó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì
çàäàþòüñÿ ó âèãëÿäi

Mẍ + (D + G)ẋ + (K + S)x = f(x, ẋ, t), t ≥ t0, (1)

äå x, ẋ ∈ Cn � âåêòîðè óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò òà øâèäêîñòåé; M , D
i K ∈ Cn×n � åðìiòîâi äîäàòíî âèçíà÷åíi ìàòðèöi ìàñ, äåìïôóâàííÿ
òà æîðñòêîñòi, à G òà K ∈ Cn×n � êîñîåðìiòîâi ìàòðèöi ãiðîñêîïi÷íèõ
òà íåêîíñåðâàòèâíèõ ïîçèöiéíèõ ñèë âiäïîâiäíî; âåêòîð-ôóíêöiÿ f
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îïèñó¹ âïëèâ çîâíiøíiõ ñèë íà äèíàìiêó ñèñòåìè. Ïðè÷îìó f(0, 0, t) ≡
0 i ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = ẋ ≡ 0 ñèñòåìè (1) çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi
S0 = {z = (x, y)T : ‖z‖ ≤ l} äëÿ äåÿêîãî l > 0.

Äî îñíîâíèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ñòîñîâíî ñèñòåìè (1) ¹ ðîçðîáêà
êðèòåði¨â ñòiéêîñòi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè òà ïîáóäîâè ñèñòåì ñòàáiëi-
çàöi¨ â òåðìiíàõ iíâàðiàíòíèõ õàðàêòåðèñòèê (ñëiä, âèçíà÷íèê, âëàñíi
çíà÷åííÿ i ò. ï.), ÿêi âõîäÿòü â ìàòðè÷íi êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (äèâ.,
íàïðèêëàä, [1�4]). Öi çàäà÷i óñêëàäíþ¹òüñÿ äëÿ ñèñòåì ç íåëiíiéíîþ
íåâèçíà÷åíiñòþ.

Çàäà÷àì àíàëiçó ñòiéêîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì äðóãîãî ïî-
ðÿäêó ç íåâèçíà÷åíiñòþ ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò. Âiäîìi
êðèòåði¨ ñòiéêîñòi äëÿ ìàéæå êëàñè÷íî äåìïôîâàíèõ ñèñòåì òà ñè-
ñòåì ç íåêëàñè÷íèì äåìïôóâàííÿì äîâåäåíi øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ
ñïåöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà òà âðàõóâàííÿ îáìåæåíü íà íåëiíiéíi
çáóðåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [5, 6]).

Â äàíié ðîáîòi ðîçâèâàþòüñÿ àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñòié-
êîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåëiíiéíîþ íåâèçíà-
÷åíiñòþ. Ôîðìóëþþòüñÿ óìîâè ñòiéêîñòi â òåðìiíàõ ñïåêòðàëüíèõ
îöiíîê ìàòðè÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äåìîí-
ñòðóþòüñÿ íà ïðèêëàäi ðîòîðíî¨ ñèñòåìè iç çîâíiøíiì çáóðåííÿì.

1. Êîåôiöi¹íòíi óìîâè ñòiéêîñòi. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíó
ñèñòåìó äðóãîãî ïîðÿäêó (1). Áóäåìî ââàæàòè, ùî iñíóþòü äîäàòíi
êîíñòàíòè ξ1 i ξ2, ïðè ÿêèõ íåëiíiéíà ôóíêöiÿ f(x, ẋ, t) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè

‖f(x, ẋ, t)‖ ≤ ξ1‖x‖+ ξ2‖ẋ‖, t ≥ t0, (x, ẋ) ∈ S0. (2)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

µ = λmax(M), d = λmin(D), k = λmin(K),

s =
√

λmax(S∗S), g =
√

λmax(G∗G).

Òóò i äàëi ÷åðåç λmax(N) òà λmin(N) ïîçíà÷åíi âiäïîâiäíî íàéáiëüøå
òà íàéìåíøå âëàñíi çíà÷åííÿ åðìiòîâî¨ ìàòðèöi N . ‖N‖ � óçãîäæåíà
ìàòðè÷íà íîðìà ç âåêòîðíîþ íîðìîþ ‖x‖.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, ẋ, t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2). Òîäi
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = ẋ ≡ 0 ñèñòåìè (1) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå,
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ÿêùî äëÿ äåÿêîãî α > 0 ñóìiñíà ñèñòåìà íåðiâíîñòåé

αd− µ− αξ1 > 0,

4(k − ξ1)(αd− µ− αξ2)− (αs + g + αξ1 + ξ2)2 > 0.
(3)

Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî ñèñòåìó (1) ó âèãëÿäi

ẏ(t) = Ay(t) + F (y(t), t), (4)

äå
A =

[
0 I

−M−1(K + S) −M−1(D + G)

]
,

F =
[

0
−M−1f(x, ẋ, t)

]
, y =

[
x
ẋ

]
.

Ðîçãëÿíåìî â ÿêîñòi ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà íàñòóïíó êâàäðàòè÷íó
ôîðìó:

V (y, t) = y∗Xy, X =
[

D + αK M
M αM

]
.

Ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ X äîäàòíî âèçíà÷åíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âèêîíó¹òüñÿ ìàòðè÷íà íåðiâíiñòü

D + αK − α−1M > 0.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

d + αk − α−1µ > 0. (5)

Òóò i äàëi çàñòîñîâàíî âiäîìèé êðèòåðié äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi áëî÷-
íî¨ ìàòðèöi ó âèïàäêó íåâèðîäæåíîãî äiàãîíàëüíîãî áëîêà X1:

[
X1 X2

XT
2 X3

]
> 0 ⇐⇒ X1 > 0, X3 −XT

2 X−1
1 X2 > 0.

Ïîõiäíó ôóíêöi¨ V (y, t) â ñèëó ñèñòåìè (1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

V̇ (y, t) = −2x∗Kx−2x∗(G−αS)ẋ−2ẋ∗(αD−M)x+2(x∗+αẋ∗)f(x, ẋ, t).

Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî îöiíêó

V̇ (y, t) ≤ −2[k‖x‖2 − (αs + g)‖x‖‖ẋ‖+ (αd− µ)‖ẋ‖2] + 2[ξ1‖x‖2+
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+(ξ2 + αξ1)‖x‖‖ẋ‖+ ξ2α‖ẋ‖2] = −2[‖x‖‖ẋ‖]Y
[ ‖x‖
‖ẋ‖

]
,

äå

Y =




k − ξ1 −1
2
(αs + g + αξ1 + ξ2)

−1
2
(αs + g + αξ1 + ξ2) αd− µ− αξ2


 .

Òóò ïðè îöiíþâàííi êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè V̇ (y, t) âèêîðèñòàíî âi-
äîìi íåðiâíîñòi

λmin(M)‖x‖2≤x∗Mx≤λmax(M)‖x‖2, |x∗Ny|≤
√

λmax(N∗N)‖x‖‖y‖,

ÿêi ñïðàâåäëèâi äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x i y, ìàòðèöi N òà åðìiòîâî¨
ìàòðèöi M .

Ìàòðèöÿ Y äîäàòíî âèçíà÷åíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñóìiñíà
ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (3). Ïðè ÷îìó ç ïåðøî¨ óìîâè â (3) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü (5).

Îòæå, V (y, t) ïðè óìîâàõ (3) ¹ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè
(4) i çà äðóãîþ òåîðåìîþ Ëÿïóíîâà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = ẋ ≡ 0
íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (1) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
ßêùî â äîâåäåííi òåîðåìè 1 ïîêëàñòè α =

2µ

d
, òî îòðèìà¹ìî íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, ẋ, t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2). Òîäi
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = ẋ ≡ 0 ñèñòåìè (1) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå,
ÿêùî

k − ξ1 > 0, (k − ξ1)(µ− 2µ

d
ξ2)− 1

4

(
2µ

d
s + g +

2µ

d
ξ1 + ξ2

)2

> 0.

Òâåðäæåííÿ íàñëiäêà 1 ó âèïàäêó g = s = 0 âñòàíîâëåíå ó ðîáîòi
[6]. ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè 1 òà íàñëiäêà 1 äðóãà íåðiâíiñòü íåñòðîãà,
òî ìîæíà ãîâîðèòè ïðî çâè÷àéíó ñòiéêiñòü ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Çíàéäåìî îöiíêó äëÿ α, ïðè ÿêîìó ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = ẋ ≡ 0
ñèñòåìè (1) áóäå àñèìòîòè÷íî ñòiéêèì. Äëÿ öüîãî ñèñòåìó íåðiâíîñòåé
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(3) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

1
4
(ξ + s)2α2 +

[
1
2
(ξ + g)(ξ + s)− (d− ξ)(k − ξ)

]
α+

+
[
µ(k − ξ) +

1
4
(ξ + g)2

]
< 0, α >

µ

d− ξ
,

(6)

äå ξ = max{ξ1, ξ2}.
Iç ñèñòåìè íåðiâíîñòåé (6) ïðè ξ = 0 òà s = 0 ìà¹ìî

α >
µk + 1

4g2

dk
>

µ

d
>

µ

d− ξ
,

à ïðè ξ 6= 0 òà s 6= 0 ìà¹ìî

α <
2(d− ξ)(k − ξ)− (ξ + g)(ξ + s)− 2

√
∆

(ξ + s)2
,

∆ =
[
(d− ξ)(k − ξ)− 1

2
(ξ + g)(ξ + s)

]2

−(ξ+s)2
[
µ(k − s) +

1
4
(ξ + g)2

]
.

Íà îñíîâi ïðîâåäåíèõ ìiðêóâàíü îòðèìàëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, ẋ, t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2). Òîäi
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = ẋ ≡ 0 ñèñòåìè (1) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå,
ÿêùî ñóìiñíà ñèñòåìà íåðiâíîñòåé

µk + 1
4g2

dk
<

2(d− ξ)(k − ξ)− (ξ + g)(ξ + s)− 2
√

∆
(ξ + s)2

, ∆ > 0.

2. Ðîáàñòíà ñòiéêiñòü. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíó ñèñòåìó (1).
Íåõàé ñèìåòðè÷íi äîäàòíî âèçíà÷åíi ìàòðèöi äåìïôóâàííÿ òà æîðñò-
êîñòi ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi ñiìåéñòâà ìàòðèöü

D = D0 + D1, K = K0 + K1,

äå
D0 = D∗

0 > 0, K0 = K∗
0 > 0, ‖D1‖ ≤ δ, ‖K1‖ ≤ δ (7)

äëÿ äåÿêîãî δ > 0. Ñèñòåìà (1) ïðè óìîâàõ (7) îïèñó¹ ìîäåëü ç ìàò-
ðè÷íîþ íåâèçíà÷åíiñòþ [7].
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Íåõàé

d0 = λmin(D0), k0 = λmin(K0), ξ = ξ1 = ξ2.

Âèáåðåìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà, ÿê i â äîâåäåííi òåîðåìè 1. Òîäi
ïîõiäíà ôóíêöi¨ V (y, t) â ñèëó ñèñòåìè (1) iç âðàõóâàííÿì óìîâ (2) òà
(7) ìà¹ íàñòóïíó îöiíêó

V̇ (y, t) = 2 [−x∗K0x− x∗(G− αS)ẋ− ẋ∗(αD0 −M)ẋ− δ(x∗K1x
∗+

+x∗(D1 + αK1)ẋ + αẋ∗D1ẋ)+(x + αẋ)∗Mf(x, ẋ, t)]≤2 [(µξ + δ − k0)×
×‖x‖2+((1 + α)(µξ + δ) + αs + g)‖x‖‖ẋ‖+(α(µξ+δ) + µ− αd0)‖ẋ‖2

]
.

Ôóíêöiÿ V̇ (y, t) ¹ âiä'¹ìíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñóìiñíà ñèñòå-
ìà íåðiâíîñòåé

αγ − αd0 + µ < 0, 4(γ − k0)(αγ − αd0 + µ) > [(1 + α)γ + αs + g]2,

äå γ = µξ + δ. Ïðè ÷îìó, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà íåðiâíiñòü, òî
âèêîíó¹òüñÿ i íåðiâíiñòü (5). Ðîçâ'ÿæåìî äðóãó íåðiâíiñòü âiäíîñíî γ.
Êîðåíi âiäïîâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè α 6= 1 ìàþòü âèãëÿä

γ± =
−α(k0 + d0) + µ− (1 + α)(αs + g)±

√
∆̃

(1− α)2
,

∆̃ = [α(k0+d0)−µ+(1+α)(αs+g)]2−(1−α)2
[
4k0(µ− αd0) + (αs + g)2

]
.

Îñêiëüêè, γ− < 0, òî ðîçâ'ÿçêè íåðiâíîñòi çíàõîäÿòüñÿ ìiæ 0 i γ+.
ßêùî α = 1, òî

γ <
4k0(d0 − µ)− (s + g)2

2[k0 + d0 − µ + 2(s + g)]
.

Äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, ẋ, t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2). Òîäi

ïðè óìîâi (7) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = ẋ ≡ 0 ñèñòåìè (1) àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêå, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî α > 0 ñóìiñíà ñèñòåìà íåðiâíîñòåé

µξ + δ <
4k0(αd0 − µ)− (αs + g)2

α(k0 + d0)− µ + (1 + α)(αs + g) +
√

∆̃
, ∆̃ > 0,

µξ + δ < d0 − µ

α
, µξ + δ <

4k0(d0 − µ)− (s + g)2

2[k0 + d0 − µ + 2(s + g)]
.

(8)
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3. Ðîòîð Ëàâàëÿ iç çîâíiøíiì çáóðåííÿì. Ó ÿêîñòi ïðèêëàäó
ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ìîäåëü ðîòîðà, ÿêà ÿâëÿ¹ ñîáîþ íåâàãîìó ãíó÷-
êó áàëêó iç çàêðiïëåíèì â ¨¨ öåíòði òâåðäèì äèñêîì ìàñè m, ùî ðàçîì
îáåðòàþòüñÿ ç ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω. Êðiïëåííÿ A i B ìàñè
m0 ðîçìiùåííi â äâîõ êiíöÿõ ðîòîðà âiäïîâiäíî. Áàëêà ¹ îäíîðiäíîþ
ç êîåôiöi¹íòîì ïðóæíîñòi k, d òà d0 � âiäïîâiäíî âíóòðiøí¹ äåìïôó-
âàííÿ òà äåìïôóâàííÿ íà êðiïëåííÿõ (ðèñ. 1). xr, yr, xa, ya, xb, yb

� õàðàêòåðèçóþòü çìiùåííÿ öåíòðiâ ìàñ äèñêà òà êðiïëåíü âiäïîâiä-
íî. Êîåôiöi¹íò æîðñòêîñòi íà îïîðàõ çàäà¹òüñÿ ÿê çìiííà ïåðiîäè÷íà
ôóíêöiÿ ÷àñó

k0(t) = k0(1 + δcos($t)),

äå δ ¿ 1 � àìïëiòóäà ãàðìîíi÷íèõ êîëèâàíü, à $ � ïàðàìåòð ÷àñòî-
òè. Çìiííà æîðñòêiñòü ¹ ïàðàìåòðè÷íèì çáóðåííÿì i ââîäèòüñÿ äëÿ
ïîãàøåííÿ ñàìîçáóðóâàëüíèõ êîëèâàíü. fr, fa, fb � çîâíiøíi ñèëè
íåëiíiéíîãî õàðàêòåðó, à f1 = −d1(żr− iωzr) � ñèëà, ÿêà äi¹ íà ðîòîð
i âèíèêà¹ â çàçîði ìiæ äèñêîì òà ñòàòîðîì.

Ðèñ. 1: Ðîòîð Ëàâàëÿ iç çîâíiøíiì çáóðåííÿì.

Ðóõ ðîòîðà îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿ (1) ç íàñòóïíè-
ìè ïàðàìåòðàìè [8]

M =




m 0 0
0 m0 0
0 0 m0


 , D =




2d + d1 −d −d
−d d + d0 0
−d 0 d + d0


 , G = 0,
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K =




2k −k −k
−k k + k0(t) 0
−k 0 k + k0(t)


 , S = iω



−(2d + d1) d d

d −d 0
d 0 −d


 ,

x =
[

zr za zb

]T
, f =

[
fr fa fb

]T
,

äå
zj = xj + iyj , j = {r, a, b}, ‖f(x, ẋ, t)‖ ≤ ξ1‖x‖+ ξ2‖ẋ‖.

Ââåäåìî áåçðîçìiðíèé ÷àñ τ = νt, äå ν =
√

2k/m. Òîäi ñèñòåìó (1)
ïåðåïèøåìî â åêâiâàëåíòíié ôîðìi ç áåçðîçìiðíèìè êîåôiöi¹íòàìè

Mx′′ +
1
ν

(D + G)x′ +
1
ν2

(K + S)x = f̃(x, x′, τ), τ ≥ τ0, (9)
äå

‖f̃(x, x′, τ)‖ ≤ ξ̃1‖x‖+ ξ̃2‖x′‖.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (9) ïðè íàñòóïíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ

m = 2 êã, m0 = 1 êã, d = 100 Íñ/ì, d0 = 500 Íñ/ì, d1 = 300 Íñ/ì,

k = 28000 Í/ì, k0 = 15000 Í/ì, ω = 25 ðàä/ñ.
Çíàéäåìî îáëàñòi ñòiéêîñòi ðîòîðà Ëàâàëÿ áåç çîâíiøíüîãî çáóðåí-

íÿ (δ = 0). Çãiäíî íàñëiäêó 1 òåîðåìè 1 îáëàñòü ñòiéêîñòi â ïðîñòîði
ïàðàìåòðiâ ξ̃1 òà ξ̃2 íà ðèñóíêó 2 îáìåæåíà àëãåáðà¨÷íîþ êðèâîþ. ßê-
ùî ξ = max{ξ̃1, ξ̃2}, òî îáëàñòü ñòiéêîñòi îáìåæåíà ïðÿìèìè ξ̃1 = 1.374
òà ξ̃2 = 1.374.

Äîñëiäèìî íà ñòiéêiñòü ðîòîðíó ñèñòåìó (9) iç çîâíiøíiì çáóðåí-
íÿì (δ 6= 0). Äëÿ öüîãî çìiííó ìàòðèöþ K ðîçêëàäåìî íà äâà äîäàíêè

K0 =




2k −k −k
−k k + k0 0
−k 0 k + k0


 , K1 = k0δ




0 0 0
0 cos($t) 0
0 0 cos($t)




i âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 3, âðàõóâàâøè, ùî ‖K1‖ ≤ k0δ.
Íà ðèñóíêó 3 çîáðàæåíî îáëàñòü D â ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ α òà

γ = µξ + δ, ïðè ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (8).
Íà ðèñóíêó 4 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà ξ àìïëiòó-

äè δ, ïðè ÿêié ïîðóøóþòüñÿ óìîâè (8). Äàíà çàëåæíiñòü îòðèìà-
íà ïðè ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîìó çíà÷åííi γ, ÿêå äîñÿãà¹òüñÿ ïðè
α ∈ [0.9681, 1.2513].
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Ðèñ. 2: Îáëàñòü ñòiéêîñòi ñèñòåìè (9) â ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ ξ̃1, ξ̃2.

Ðèñ. 3: Îáëàñòü ñòiéêîñòi ñèñòåìè (9) â ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ α, γ.

Ðèñ. 4: Îáëàñòü ñòiéêîñòi ñèñòåìè (9) â ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ ξ, δ.



Ñòiéêiñòü äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó . . . 19

Ëiòåðàòóðà
[1] Ìåðêèí Ä.Ð. Ââåäåíèå â òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. � Ì.: Íàóêà,

1987. � 304 ñ.
[2] Tisseur F., Meerbergen K. The Quadratic Eigenvalue Problem // SIAM

Review. � 2001. � 43, � 2. � P. 235�286.
[3] Àëiëóéêî À.Ì., Ìàçêî Î.Ã. Ñòiéêiñòü òà ñòàáiëiçàöiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ

ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó // Ïðîáëåìè àíàëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè : Çá. ïðàöü
Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.� 2006. � Ò. 3, � 1. � Ñ. 7�24.

[4] Êîñîâ À.À. Îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè íåàâ-
òîíîìíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåêîíñåðâàòèâíûìè ñèëàìè // Ïðè-
êë. ìàò. è ìåõ. � 2007. � Ò. 71, Âûï. 3. � Ñ. 411�426.

[5] Cox S.J., Moro J. A Lyapunov Function for Systems Whose Linear Part
is Almost Classically Damped // ASME J. Appl. Mech. � 1997. � 64,
� 4. � P. 965�968.

[6] Cao D.Q., Ge Y.M., Yang Y.R. Stability Criteria for Nonclassically
Damped Systems With Nonlinear Uncertainties // ASME J. Appl.
Mech. � 2004. � 71, � 5. � P. 632�636.

[7] Ïîëÿê Á.Ò., Ùåðáàêîâ Ï.Ñ. Ðîáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëåíèå. �
Ì.: Íàóêà, 2002. � 303 ñ.

[8] Ecker H., Pumhossel T., Tondl A. A Study on Parametric Excitation
for Suppressing Self-excited Rotor Vibrations // Proceedings of
6th International Conference on Rotor Dynamics, IFToMM, Sydney,
Australia, � 2002. � 1. � P. 85�92.


