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The article is devoted to solving for non-linear integral Fredholm-
Urysohn equations of the first kind in the MATLAB, describing the inverse 
problem of determining the siting of the heat source with known values of 
the external temperature anomaly. 
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ОСЕСИМЕТРИЧНА КОНТАКТНА ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ 
ПРО ТИСК ШТАМПА, ЩО ОБЕРТАЄТЬСЯ, НА ПРУЖНИЙ 

ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИЙ ШАР 

Розглядається осесиметрична контактна задача термопружно-
сті про тиск циліндричного кругового штампа скінченної довжи-
ни з плоскою основою, що обертається, на пружний трансверса-
льно-ізотропний шар. Допускається, що на площадці контакту 
виділяється тепло, кількість якого пропорційна коефіцієнту тертя, 
швидкості обертання і нормальному контактному напруженню. 
Тепловий контакт штампа із шаром неідеальний. Між вільними 
поверхнями розглядуваної системи тіл і навколишнім середови-
щем відбувається теплообмін по закону Ньютона. 

Запропоновано метод визначення контактного нормально-
го напруження і температурних полів в циліндрі і шарі. 

Ключові слова: штамп, шар, анізотропія матеріалів, не-
ідеальний тепловий контакт, трансверсально-ізотропний, 
термопружність, тепловиділення. 

Постановка проблеми. Визначення контактних деформацій і 
напружень з урахуванням температурних факторів і анізотропії мате-
ріалів є важливим завданням для дослідження міцності деталей ма-
шин і елементів конструкцій у місцях їхньої взаємодії, при розрахун-
ку конструкції на пружній основі для раціонального використання 
конструкції і несучої здатності основи. 

Аналіз останніх досліджень. У працях [1—5] досліджено вплив 
температурних факторів на характер взаємодії тіл. Зокрема, в статтях 
[3—5] розв’язані осесиметричні контактні здачі термопружності про 
тиск кругового циліндричного обертаючого штампа з плоскою осно-
вою на пружний півпростір і шар для ізотропних матеріалів. Допус-
кається, що на площадці контакту виділяється тепло, кількість якого 
пропорційна коефіцієнту тертя, швидкості обертання і нормальному 
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контактному напруженню. Проте недостатньо вивчено вплив умов 
неідеального теплового контакту для системи тіл циліндр-шар у ви-
падку анізотропних матеріалів. 

Мета роботи. Побудувати розв’язок осесиметричної контактної 
задачі термопружності про тиск трансверсально-ізотропного штампа 
з плоскою основою, що обертається, на пружний трансверсально-
ізотропний шар з урахуванням неідеального теплового контакту. 
Знайти формули для визначення температурних полів і нормальних 
контактних напружень в системі тіл циліндр-шар. Дослідити вплив 
контактної провідності і коефіцієнтів анізотропії на розподіл темпе-
ратури і напружень в зоні контакту двох тіл. 

Постановка задачі. Нехай жорсткий циліндричний круговий 
штамп довжиною L і радіусом R, з плоскою основою, втискується силою 
P в трансверсально-ізотропний шар скінченної товщини H. Допускаєть-
ся, що штамп обертається з постійною кутовою швидкістю   відносно 
осі симетрії. За рахунок тертя на площадці контакту виділяється тепло, 
кількість якого пропорційна швидкості r , коефіцієнту тертя 0k  і кон-

тактному напруженню ( )z r . Тепловиділення на площадці контакту 
спричиняє появу теплових потоків спрямованих всередину штампа і 
шару. Поверхня шару зовні площадки контакту вільна від зовнішніх зу-
силь. На площадці контакту дотичні напруження 0rz  , а r  пропор-

ційні напруженню ( )z r . Тепловий контакт між тілами припускається 
неідеальним. На вільних поверхнях циліндра і шару відбувається тепло-
обмін із зовнішнім середовищем по закону Ньютона.  

При заданих припущеннях необхідно визначити нормальні на-
пруження під штампом і температурні поля в циліндрі і шарі. 

Для розв’язування задачі введемо циліндричну систему коорди-
нат r ,  , z  з площиною 0z  , яка співпадає з поверхнею шару, віс-
сю OZ , спрямованою всередину штампа по його осі симетрії (рис. 1). 

 
Рис. 1. 

Всі величини (напруження, переміщення, температура Т, пружні 
постійні, коефіцієнти теплопровідності і лінійного температурного 
розширення, коефіцієнти теплообміну), які відносяться до шару поз-
начено верхнім індексом (1), аналогічні величини для циліндричної 
області записуються без верхніх індексів. 
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Таким чином, запропонована задача розв’язується при наступ-
них граничних умовах: 
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теплообміну; 0h  — контактна провідність;   — величина вертикаль-
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Функції (1)
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У співвідношеннях (7)—(9) 2  — відношення коефіцієнтів теп-
лопровідності в напрямку осі Oz і перпендикулярному до нього; 

 21
i , 2

is  — корені деяких характеристичних рівнянь [6; 7], які зале-

жать від модулів пружності 1
ijA  [8]; 1

ia   1,4i   — деякі величини, 

які залежать від коефіцієнтів лінійного температурного розширення 
1T

  і 1T
  (в напрямку осі Oz і відповідно в площині ізотропії) [6]. 

Для визначення температурного поля в шарі введемо трансфор-
манту Ганкеля функції 1( , )T r z  нульового порядку 

1 1
0
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  , 

за допомогою якої, із рівняння (7) знаходимо 1( , )T    через дві дові-

льні функції 1( )   і 2 ( )   
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де 0 ( )J   — функції Бесселя першого роду; /r R  ; /z R  . 
Температурне поле в циліндрі знаходимо методом Фур’є. Зага-

льний розв’язок матиме вигляд 
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де kA , kB , kC , kD   0,k    — довільні постійні;  0 kI r  — фу-

нкції Бесселя першого роду уявного аргументу; k , k  — власні чи-
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Компоненти температурних напружень і переміщень обчислю-
ються за формулами (8). 
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ik , 1 2( ) ( 1, 2)i i   — корені характеристичного рівняння [7]. 
Таким чином, для визначення переміщення і напружень в транс-
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Граничні умови (3), (4) призводять до системи інтегральних рів-
нянь, які зв’язують функції ( ) ( 1, 2)k k    з коефіцієнтами 

(1) ( 0, )kC k    і напруженням 1 ( )z  : 
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Застосувавши формулу обернення інтегрального перетворення 
Ганкеля [9] до рівняння (19), одержимо систему рівнянь відносно 
функцій 1( )   і 2 ( )  , розв’язок яких має вигляд: 
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Підставивши функції 1( )   і 2 ( )   в рівняння (18) одержимо 
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Задовольнивши граничним умовам (6), з врахуванням (20), для 

напруження 1 ( ,0)z   і переміщення 1 ( ,0)zu  , на поверхні шару має-

мо формули: 
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Задовольнивши граничним умовам (5), приходимо до системи 
інтегральних рівнянь відносно функцій ( )   і ( )  : 
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Якщо ввести функцію ( )f t  співвідношенням 

 
1

0
0

( ) ( ) cosf t tdt     , (26) 

то рівняння (25) задовольняється тотожно, а рівняння (24) зводиться 
до інтегрального рівняння Абеля 

2 2
0

( )
( ) ( )

f t
d t g

t









 , 

розв’язок якого, відповідно до [10], визначається формулою 

 
2 2
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2 ( )
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td g
f t d

dt t

  
 




  (27) 

де 

1
0 0

0 0 0

( )1 1
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Q
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      (28) 

Підставивши вираз (28) у формулу (27), одержимо інтегральне 
рівняння Фредгольма другого роду відносно функції ( )f t  
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  (29) 

Використовуючи умову рівноваги штампа 
1
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0

2 ( )zP R d       

і вирази (22), (26), рівняння (29) зведемо до вигляду: 
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 (30) 

Для визначення функції ( )   продовжимо рівняння (21) на весь 

інтервал (0 )    

 0
0

( ) ( ) (1 ) ( ), (0 )J d U X      


     . (31) 

Тут ( )U x  — функція Хевісайда, ( )X   — невідома функція, яку по-
дамо співвідношенням 

0 0
1

( ) ( )
N

k k
k

X a a J  


   , 

де ( 0, )ka k N  — невідомі коефіцієнти, які необхідно визначити; 
значення N підбирається із умови забезпечення необхідної точності 
розв’язку задачі. 

Застосувавши до обох частин рівняння (31) формулу обернення 
інтегрального перетворення Ганкеля, знайдемо функцію ( )   через 

невідомі коефіцієнти ka : 
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Підставивши функцію ( )   (32) в інтегральні рівняння (16), 
(17), (30), з врахуванням (20), прийдемо до співвідношень, які 

зв’язують між собою функцію ( )f t  і коефіцієнти (1)
kC , ka : 
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k    1,2; 0,j k    — невласні інтеграли, обчислені згідно [11]: 
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Подамо функцію ( )f t  у вигляді 
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Тоді нормальне напруження 1 ( ,0)z  , враховуючи (22), (26) і (37) 
матиме вигляд 
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де 2 1( )kT   — функція Чебишева. 

Помноживши обидві рівності (33), (34) на  , 0 ( )kJ    з вра-
хуванням виразу (38) і ортогональності функцій Бесселя, а також, 

помноживши обидві частини рівняння (35) на t ,  2
0 1 2tP t  з враху-

ванням ортогональності функцій Лежандра на інтервалі (0; 1) і функ-
ції (37), прийдемо до системи лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 
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( )n   — сферичні функції. 
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Для визначення температурних полів в циліндрі і шарі, з ураху-
ванням (10), (11), (15), (20), (32), (40) маємо формули: 

а) циліндрична область 
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При 0 1   множником береться верхній вираз в круглих дужках, 
при 1   — нижній. 

Щоб отримати ізотропний випадок задачі [5], достатньо у відпо-

відних формулах: підставити 1 1   , 1 1T T
   і перейти до гра-

ниці при 1 1
1 2 1,    1 1

1 2 1,s s   1 1
1 2 1k k  ; виразити модулі 

пружності 1
ijA  і коефіцієнти деформації через пружні постійні ізотро-

пного тіла [8]. 
Приведемо результати числового аналізу температурних полів і 

контактних нормальних напружень під штампом в залежності від 

контактної провідності 1
0h  і параметра   для трансверсально-

ізотропного матеріалу (магнію) при l = 2, h = 2, 1/ 0,1,z z    1 ,k    
1
2 1,k   1

1 2 0k k  . 
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Розв’язувалась система лінійних алгебраїчних рівнянь (39) з 40-
ма невідомими. В цьому випадку похибка, задоволена граничним 
умовам задачі, складає не більше 4%. 

Графіки залежності температури для шару 

1
* 2 1

0( ) 2 ( ,0) /
T

T R T P       (штриховані лінії відповідають ізот-

ропним матеріалам) і нормального контактного напруження 
* 2 1( ) 2 ( ,0) /z zR P       подані на рис. 2, 3. 

 
а б

Рис. 2. Розподіл температури в зоні контакту для шару при різних значен-

нях: а — контактної провідності при 1  : 1 — 1
0 0,1;h   2 — 1

0 1;h   3 — 
1
0h   ; б — параметра  : 1 — 1;   2 – 5;   3 — 10  . 

а б
Рис. 3. Розподіл нормального контактного напруження для шару при різних 

значеннях: а — контактної провідності: 1 — 1
0 0,1;h   2 — 1

0 1;h    

3 — 1
0h   ; б — параметра  : 1 — 1;   2 — 5;   3 — 10  . 

Висновки. Застосовуючи інтегральне перетворення Ганкеля та 
метод Фур’є, розв’язок задачі термопружності зведено до визначення 
деяких сталих із системи лінійних алгебраїчних рівнянь, через які 
знаходимо температурні поля в будь-якій точці циліндра і шару, а 
також нормальні напруження у зоні контакту. 

Результати розрахунків для магнію показують, що у випадку 
трансверсально-ізотропних матеріалів, порівняно з ізотропними, тем-
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пература в зоні контакту зменшується, а нормальні контактні напру-
ження збільшуються у межах 4—8%. 

Дослідження показують, що контактна провідність 1
0h  і параме-

тра   значно впливають на розподіл температурних полів і контакт-
них напружень під штампом. 
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The axis-symmetric contact task of thermo-elasticity of the cylinder 
circular punch stress of finite length with a plane foundation which is 
twirled on an elastic transversal-isotropic layer is observed. It is supposed, 
that in the contact area deposits warmly which amount is proportional to 
friction coefficient, to rotate velocities and to a normal contact stress. The 
heat contact between punch and layer is the imperfect. Between the free 
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surfaces of the observed bodies system and the environment there is a heat 
exchange on a Newton's law. 

Method of determination of normal contact stress and temperature 
fields in the cylinder and the layer is offered. 

Key words: punch, layer, anisotropy materials, non-ideal contact, 
transversal-isotropic, thermo-elasticity. 
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СИНТЕЗ ЗАКОНОВ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМИ ОБЪЕКТАМИ, 

ХАРАКТЕРИЗУЮЩИМИСЯ ВЫРАЖЕННЫМ 
ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Предложен метод синтеза управления энергетическими объ-
ектами, переходные процессы в которых отличаются повышен-
ной инерционностью. Рассмотрена вычислительная процедура 
определения коэффициентов регулятора системы управления. 

Ключевые слова: энергетический объект, закон управле-
ния, запаздывания по координатам пространства состояния 
и управлению, критерий оптимальности. 

Значительный класс энергетических объектов (механизмов, машин 
и установок) можно характеризовать как объекты с выраженным запаз-
дыванием. К таким объектам, в частности, можно отнести ответственные 
судовые механизмы: рулевую машину, гидросистемы, энергетические 
установки (главный двигатель, дизель-генераторы, утиль-котел), лебед-
ки, а также объекты нефтехимии, например, ректификационные пере-
гонные колонны, дозаторы, смесители и целый ряд других объектов. 
Удельный вес и значимость данного класса объектов велик, поэтому 
важным вопросом является управление этими объектами. 

Как указано, основной отличительной особенностью рассматри-
ваемых объектов является их повышенная инерционность, которая про-
является в наличии запаздываний. При этом, с точки зрения теории 
управления, запаздывания следует рассматривать двух видов: запазды-
вания на переменные состояния и запаздывания на управление. Ввиду 
специфики конструкции (значительные геометрические размеры) или 
физики протекающих процессов (тепловые процессы в энергетических 
установках), данные объекты должны рассматриваться как объекты с 
распределенными параметрами. Негативными проявлениями влияния 

© C. А. Положаенко, 2011
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