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Àíîòàöiÿ. Äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i ñòiéêîñòi òà ïîáóäîâà ñòàáiëiçóþ÷èõ êåðóâàíü äëÿ ñèñòåì
ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïðîïîíóþòüñÿ íîâi àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè
àíàëiçó ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåì, ùî çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé
òà îöiíêè ñåðåäíiõ âëàñíèõ çíà÷åíü ãiïåðáîëi÷íî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Åôåêòèâíiñòü ìåòîäiâ äå-
ìîíñòðó¹òüñÿ íà ïðèêëàäi ñèñòåìè ñòàáiëiçàöi¨ îáåðòàëüíî¨ áàëêè.

1. Âñòóï
Â çàäà÷àõ àíàëiçó ñòiéêîñòi i ñèíòåçó êåðóâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ôiçè÷íèõ

îá'¹êòiâ çíà÷íà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ìåòîäàì äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé,
ÿêi îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

C(t)ẍ + B(t)ẋ + A(t)x = f(u, t), t ≥ 0, (1.1)

äå x ∈ Rn � âåêòîð óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, u ∈ Rr � âåêòîð êåðóâàííÿ, A, B i
C � ìàòðèöi ðîçìiðó n×n. Â ìîäåëÿõ ìåõàíiêè ìàòðèöÿ C õàðàêòåðèçó¹ iíåðöiéíi
âëàñòèâîñòi ñèñòåìè, B = D + G � ìàòðèöÿ äèñèïàòèâíèõ i ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë,
A = K + S � ìàòðèöÿ ïîòåíöiàëüíèõ òà íåêîíñåðâàòèâíèõ ñèë, à âåêòîð-ôóíêöiÿ
f îïèñó¹ âïëèâ çîâíiøíiõ ñèë íà äèíàìiêó ñèñòåìè.

Äî îñíîâíèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ñòîñîâíî ñèñòåìè (1.1) âiäíîñÿòüñÿ ðîçðîáêà
êðèòåði¨â ñòiéêîñòi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè òà ïîáóäîâà ñèñòåì ñòàáiëiçàöi¨ ó âèãëÿäi
çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó u = −L0(t)x−L1(t)ẋ àáî äèíàìi÷íîãî ðåãóëÿòîðà òèïó R0(t)u+
R1(t)u̇ = g(x, t). Ïðè öüîìó çàìêíóòà ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî àíàëîãi÷íîãî âèãëÿäó.

Âàæëèâó ðîëü â çàäà÷àõ ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì äðó-
ãîãî ïîðÿäêó âèêîíóþòü êîåôiöi¹íòíi êðèòåði¨ ñòiéêîñòi, ÿêi ôîðìóëþþòüñÿ â òåð-
ìiíàõ ìàòðèöü A, B i C ó âèãëÿäi ñèñòåì àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé. Â
òàêèõ äîñëiäæåííÿõ çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè ôóíêöié Ëÿïóíîâà òà ¨õ ìàòðè÷íi ií-
òåðïðåòàöi¨, ÿêèì ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 2, 3]).

1Ðîáîòà âèêîíàíà ïðè ÷àñòêîâié ïiäòðèìöi ÍÄÐ �0107U002198
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Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i ñòiéêîñòi òà ïîáóäîâà ñòàáiëiçóþ÷èõ êåðó-
âàíü äëÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïðîïîíóþòü-
ñÿ íîâi àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè àíàëiçó ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåì, ùî çâîäÿòüñÿ äî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé òà îöiíêè ñåðåäíiõ âëàñíèõ çíà÷åíü ãiïåð-
áîëi÷íî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Åôåêòèâíiñòü ìåòîäiâ äåìîíñòðó¹òüñÿ íà ïðèêëàäi
ñèñòåìè ñòàáiëiçàöi¨ îáåðòàëüíî¨ áàëêè.

2. Ïðî ãiïåðáîëi÷íó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íèé ïó÷îê ìàòðèöü (ÊÏÌ)

F (λ) = A + λB + λ2C, A = A∗, B = B∗, C = C∗ > 0 (2.1)

òà âiäïîâiäíó êâàäðàòè÷íó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó (ÊÑÇ)

F (λ)z = 0, λ ∈ σ(F ), z 6= 0. (2.2)

Îçíà÷åííÿ 1. ÊÑÇ (2.2) íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íîþ, ÿêùî

δ(z) = (z∗Bz)2 − 4z∗Azz∗Cz > 0, ∀z 6= 0, z ∈ Cn.

ÊÑÇ (2.2) íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå ãiïåðáîëi÷íîþ, ÿêùî δ(z) ≥ 0, ∀z ∈ Cn.

ÊÏÌ (2.1), ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ãiïåðáîëi÷íà (ìàéæå ãiïåðáîëi÷íà) ÊÑÇ áóäåìî
òàêîæ íàçèâàòè ãiïåðáîëi÷íèì (ìàéæå ãiïåðáîëi÷íèì). Ïðè äîäàòêîâèõ îáìåæåí-
íÿõ B > 0, A ≥ 0 ãiïåðáîëi÷íèé ÊÏÌ (2.1) íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî äåìïôîâàíèì.

Âiäîìî [4], ùî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:
1) ÊÑÇ (2.2) ¹ ãiïåðáîëi÷íîþ;
2) ∃α ∈ R1 : F (α) < 0;
3) ÊÏÌ (2.1) ìà¹ äiéñíi âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 ≤ . . . ≤ λn < λn+1 ≤ . . . ≤ λ2n i
F (α) < 0 ïðè λn < α < λn+1.

Ïî àíàëîãi¨ ìîæíà âñòàíîâèòè åêâiâàëåíòíiñòü íàñòóïíèõ òâåðäæåíü:
1') ÊÑÇ (2.2) ¹ ìàéæå ãiïåðáîëi÷íîþ;
2') ∃α ∈ R1 : F (α) ≤ 0;
3') ÊÏÌ (2.1) ìà¹ äiéñíi âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 ≤ . . . ≤ λn ≤ λn+1 ≤ . . . ≤ λ2n i
F (α) ≤ 0 ïðè λn ≤ α ≤ λn+1.

ßêùî ÊÏÌ (2.1) íå ¹ ãiïåðáîëi÷íèì, à ëèøå ìàéæå ãiïåðáîëi÷íèì, òî â óìîâàõ
3') λn = λn+1 = α � ¹äèíà òî÷êà, äå F (α) ≤ 0. Ïðè öüîìó [4]

α = − z∗0Bz0

2z∗0Cz0

, min
‖z‖=1

δ(z) = δ(z0) = 0.

ßêùî F (λ) � ãiïåðáîëi÷íèé ïó÷îê, òî F (λ + α) ¹ ñèëüíî äåìïôîâàíèì äëÿ
äåÿêîãî α. Ãiïåðáîëi÷íèé ÊÌÏ (2.1) ¹ ñèëüíî äåìïôîâàíèì ëèøå òîäi, êîëè λ2n ≤
0, òîáòî âñi éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ çíàõîäÿòüñÿ íà ïiâîñi (−∞, 0].
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3. Êîåôiöi¹íòíi óìîâè ñòiéêîñòi
Ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó äèôåðåíöiàëüíó ñèñòåìó äðóãîãî ïîðÿäêó

Cẍ + Bẋ + Ax = 0, x ∈ Cn, t ≥ 0, (3.1)

äå A, B, C ∈ Cn×n � ñòàëi ìàòðèöi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé C = C∗ > 0 òà iñíóþòü ìàòðèöi H i U ∈ Cn×n, ùî çàäîâîëü-
íÿþòü ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé

H = H∗ > 0, U + U∗ > 0, (L∗ −H)W (L−H) ≤ E, (3.2)

äå

W = (U + U∗)−1, L = A + U∗C−1(B − U), E = A∗C−1(B − U) + (B − U)∗C−1A.

Òîäi äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà (3.1) ñòiéêà çà Ëÿïóíîâèì. ßêùî äî òîãî æ â
(3.2) îñòàííÿ ìàòðè÷íà íåðiâíiñòü ¹ ñòðîãîþ, òî ñèñòåìà (3.1) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêà.

Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî ñèñòåìó (3.1) ó âèãëÿäi

Ây − B̂ẏ = 0, Â =

[
0 I
−A −B

]
, B̂ =

[
I 0
0 C

]
, y =

[
x
ẋ

]
. (3.3)

Çà òåîðåìîþ Ëÿïóíîâà ñèñòåìà (3.3) ¹ ñòiéêîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü
ìàòðèöi X1 = X∗

1 > 0, X2 = X∗
2 > 0 i V , ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi íåðiâíîñòåé

X =

[
X1 V
V ∗ X2

]
> 0, −Â∗XB̂ − B̂∗XÂ = Y ≥ 0. (3.4)

Òóò ìàòðèöÿ Y ìà¹ íàñòóïíó ñòðóêòóðó

Y =

[
A∗V ∗ + V A −X1 + A∗X2C + V B

−X1 + C∗X2A + B∗V ∗ B∗X2C + C∗X2B − V C − C∗V ∗

]
.

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.4) ó âèïàäêó Y > 0 ¹ êðèòåði¹ì àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòå-
ìè (3.1).

Ïîêëàäåìî

X1 = V X−1
2 V ∗ + H, X2 = C−1, V = B∗X2 − U∗C−1 = (B − U)∗C−1.

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (3.4) ìàþòü âèãëÿä

X =

[
(B − U)∗C−1(B − U) + H (B − U)∗C−1

C−1(B − U) C−1

]
> 0,

Y =

[
E L∗ −H

L−H W−1

]
≥ 0.

(3.5)
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Çàñòîñó¹ìî âiäîìi êðèòåði¨ äîäàòíî¨ òà íåâiä'¹ìíî¨ âèçíà÷åíîñòi áëî÷íî¨ ìàò-
ðèöi ó âèïàäêó íåâèðîäæåíîãî äiàãîíàëüíîãî áëîêà X2:

[
X1 V
V ∗ X2

]
> 0 (≥ 0) ⇐⇒ X2 > 0, X1 − V X−1

2 V ∗ > 0 (≥ 0).

Òîäi, ÿê íåâàæêî áà÷èòè, ìàòðè÷íi íåðiâíîñòi (3.5) çâîäÿòüñÿ äî âèãëÿäó (3.2).
Îòæå, âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.4) i ñèñòåìà (3.1) ñòiéêà. ßêùî â (3.5) âñi íåðiâ-

íîñòi ñòðîãi, òî ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ñèñòåìè.

Íàñëiäîê 1. Ïðè óìîâàõ òåîðåìè 1 ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè (3.1) âèçíà-
÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi

v(x, ẋ) = x∗[(B − U)∗C−1(B − U) + H]x + x∗(B − U)∗ẋ + ẋ∗(B − U)x + ẋ∗Cẋ.

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà äëÿ
åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè (3.3) ìîæíà ïîáóäóâàòè ó âèãëÿäi

v(y) = y∗B̂∗XB̂y,

ÿêà íà ¨¨ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêàõ çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

v(y) > 0, v̇(y) = −y∗Y y ≤ 0.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé C = C∗ > 0 i äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi H = H∗ > 0 âèêîíó¹òüñÿ
îäíà iç íàñòóïíèõ ñèñòåì ñïiââiäíîøåíü:

B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, Tδ(H) ≥ 0, 0 ≤ δ ≤ 1

4
; (3.6)

B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≤ 0, Tδ(H) ≥ 0, δ ≤ 0; (3.7)
B + B∗ < 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, Tδ(H) ≤ 0, δ < 0; (3.8)

äå

Tδ(H) = δ(A∗C−1B+B∗C−1A)−(A∗+δB∗C−1B−H)(B+B∗)−1(A+δB∗C−1B−H).

Òîäi ñèñòåìà (3.1) ñòiéêà.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî â òåîðåìi 1 U = θB, äå θ 6= 0. Òîäi óìîâè (3.2) ïåðåïèøåìî
ó âèãëÿäi

H = H∗ > 0, θ(B + B∗) > 0, (1− θ)(A∗C−1B + B∗C−1A) ≥
≥ 1

θ
[A∗ + θ(1− θ)B∗C−1B −H](B + B∗)−1[A + θ(1− θ)B∗C−1B −H].

(3.9)

Ïîçíà÷èìî δ = θ(1− θ) i ðîçãëÿíåìî âèïàäêè, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (3.9) ñóìiñíà:
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1) ÿêùî B +B∗ > 0, A∗C−1B +B∗C−1A ≥ 0, òî íåîáõiäíî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi
0 < θ ≤ 1, òîáòî 0 ≤ δ ≤ 1

4
;

2) ÿêùî B +B∗ > 0, A∗C−1B +B∗C−1A ≤ 0, òî íåîáõiäíî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi
θ ≥ 1, òîáòî δ ≤ 0;

3) ÿêùî B +B∗ > 0, A∗C−1B +B∗C−1A ≥ 0, òî íåîáõiäíî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi
θ < 0, òîáòî δ < 0.

ßêùî B + B∗ < 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≤ 0, òî íåîáõiäíî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé
θ < 0 i θ ≥ 1, ùî íå ìîæëèâî.

Îòæå, ó âèïàäêàõ 1)�3) ïðèõîäèìî äî óìîâ (3.6)�(3.8), âèêîíàííÿ ÿêèõ çàáåç-
ïå÷ó¹ ñòiéêiñòü ñèñòåìè (3.1).

Çàóâàæåííÿ 1. Ó âèïàäêó θ = 1 îòðèìà¹ìî âiäîìó ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé

C = C∗ > 0, B + B∗ > 0, A = A∗ > 0,

ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ñòiéêiñòü ñèñòåìi (3.1).

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî ξ ∈ R1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

ξ(A + A∗) ≥ 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0, (3.10)

Γξ = ξ2P + ξR + Q ≥ 0 ( > 0), (3.11)

äå
P = −(A + A∗)(B + B∗)−1(A + A∗),

R = 2(A + A∗)(B + B∗)−1A + 2A∗(B + B∗)−1(A + A∗),

Q = A∗C−1B + B∗C−1A− 4A∗(B + B∗)−1A.

Òîäi äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà (3.1) ñòiéêà (àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà).

Äîâåäåííÿ. Â óìîâàõ (3.6) ïîêëàäåìî

H =
ξ

2
(A + A∗) + δB∗C−1B > 0, δ =

1

4
, ξ(A + A∗) ≥ 0.

Òîäi
Γξ = 4Tδ(H) = A∗C−1B + B∗C−1A−

−[2A∗ − ξ(A + A∗)](B + B∗)−1[2A− ξ(A + A∗)] = ξ2P + ξR + Q ≥ 0.

Îòæå, çãiäíî íàñëiäêó 2, ñèñòåìà (3.1) ïðè óìîâàõ (3.10) ñòiéêà (àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêà), ÿêùî â (3.11) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ≥ (> ).

Óìîâè ñòiéêîñòi, ïðåäñòàâëåíi â òåîðåìi 2, óçàãàëüíþþòü àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè
ðîáiò [3] i [5].
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Íàñëiäîê 3. Ïðè óìîâàõ òåîðåìè 2 ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè (3.1) âèçíà-
÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi

v(x, ẋ) = x∗[ξ(A + A∗) + B∗C−1B]x + x∗B∗ẋ + ẋ∗Bx + 2ẋ∗Cẋ, (3.12)

äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.10) i (3.11).

Âèãëÿä ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà (3.12) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2 ïðè

H =
ξ

2
(A + A∗) + δB∗C−1B > 0, U = θB, δ =

1

4
.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (3.1) ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè [6]

A =

[
8 s
−s 9

]
, B =

[
4 1
1 5

]
, C =

[
10 0
0 11

]
,

äå s � äiéñíèé ïàðàìåòð. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 2 äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ
s, ïðè ÿêîìó ñèñòåìà áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ. Ó âèïàäêó ξ = 1 çíà÷åííÿ s
çíàõîäèòüñÿ â iíòåðâàëi [-3.733, 3.688]. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ íàâåäåìî iíòåðâàë ñòiéêîñòi
ñèñòåìè, çíàéäåíèé â [6]: |s| < 3.078. Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ s = 3.920, ïðè ÿêîìó
ñèñòåìà âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü, ìîæíà çíàéòè øëÿõîì îá÷èñëåííÿ ñïåêòðà âiäïîâiäíîãî
êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà ìàòðèöü F (λ).

Íàñëiäîê 4. ßêùî C = C∗ > 0, B + B∗ > 0 i âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ
óìîâ:
1) Q ≥ 0 ( > 0);
2) A + A∗ ≥ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− (A∗ − A)(B + B∗)−1(A− A∗) ≥ 0 ( > 0);
3) A + A∗ ≥ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− 4A(B + B∗)−1A∗ ≥ 0 ( > 0);
4) A + A∗ ≤ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− (3A∗ + A)(B + B∗)−1(3A + A∗) ≥ 0 ( > 0);
òî äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà (3.1) ñòiéêà (àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà).

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ç óìîâàìè 1)�4) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2 âiäïîâiäíî ïðè ξ =
0, ξ = 1, ξ = 2 i ξ = −1.

Çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàòè ï. 2. ßêùî A + A∗ � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, òî â óìî-
âàõ òåîðåìè 2, ùî çàáåçïå÷óþòü ñòiéêiñòü (àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü) ñèñòåìi (3.1),
êâàäðàòè÷íèé ïó÷îê −Γξ ¹ ìàéæå ãiïåðáîëi÷íèì (ãiïåðáîëi÷íèì). Âïîðÿäêó¹ìî
âëàñíi çíà÷åííÿ γi öüîãî ïó÷êà:

γ1 ≤ . . . ≤ γn ≤ γn+1 ≤ . . . ≤ γ2n.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

A + A∗ > 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0.

Òîäi ñèñòåìà (3.1) ñòiéêà (àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà), ÿêùî

Γξ ≥ 0, 0 ≤ γn ≤ ξ ≤ γn+1 (Γξ > 0, 0 ≤ γn < ξ < γn+1).
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Íàñëiäîê 6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

A + A∗ < 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0.

Òîäi ñèñòåìà (3.1) ñòiéêà (àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà), ÿêùî

Γξ ≥ 0, γn ≤ ξ ≤ γn+1 ≤ 0 (Γξ > 0, γn < ξ < γn+1 ≤ 0).

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè

ẍ + (D + hG)ẋ + (K + S)x = 0, (3.13)

äå D = D∗ � ìàòðèöÿ äåìïôóâàííÿ, à G = −G∗, K = K∗ i S = −S∗ � ìàòðè-
öi âiäïîâiäíî ãiðîñêîïi÷íèõ, êîíñåðâàòèâíèõ òà öèðêóëÿòîðíèõ ñèë, h � äiéñíèé
ïàðàìåòð.

Íàñëiäîê 7. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

det G 6= 0, D > 0, G∗K + KG + G∗S + S∗G > 0,

òî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó h > 0 ñèñòåìà (3.13) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà.

Äiéñíî, ÿêùî ïîêëàñòè

C = I, U = D + hG + h−1C∗
1 , H = G∗G− h−2C1C

∗
1 , C1 = (K − S)G−1 + G,

òî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó h > 0 âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.2) òåîðåìè 1.

Íàñëiäîê 8. ßêùî D > 0, det G 6= 0 i ìàòðèöi K, G∗K−1S + S∗K−1G îäíî÷àñíî
¹ äîäàòíî àáî âiä'¹ìíî âèçíà÷åíèìè, òî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó h > 0 ñèñòåìà
(3.13) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1, ÿêùî ïîêëàñòè

C = I, U = D + hG + h−1C∗
2 ,

H = ±G∗K−1G− h−2C2C
∗
2 , C2 = (K − S)G−1 ±GK−1.

Â íàñëiäêàõ 7 i 8 âðàõîâó¹òüñÿ óìîâà det G 6= 0, ÿêà ìîæëèâà ëèøå äëÿ ñèñòåì
ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêiâ 7 òà 8 ó âèïàäêó
äiéñíèõ ìàòðè÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ âñòàíîâëåíi â ðîáîòi [7] iíøèì ñïîñîáîì.

4. Ïîáóäîâà ñòàáiëiçóþ÷îãî êåðóâàííÿ. Ïðèêëàä ðîòîðíî¨
ñèñòåìè.

Â çàäà÷àõ ñòàáiëiçàöi¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè, ùî çâîäÿòüñÿ
äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé (äèâ., íàïðèêëàä, [5, 8, 9, 10]).
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Îòðèìàíi â ï. 3 ðåçóëüòàòè ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðè ïîáóäîâi ñòàáiëiçóþ÷èõ êåðó-
âàíü äëÿ âiäïîâiäíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó.

Íåõàé ìîäåëü êåðîâàíî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

Cẍ + Bẋ + Ax = Fu, (4.1)

äå x � âåêòîð ñòàíó ñèñòåìè ðîçìiðó 2n, u � k-âåêòîð êåðóâàííÿ, A,B i C �
âiäîìi ìàòðèöi ðîçìiðiâ 2n × 2n, F � ìàòðèöÿ ïîâíîãî ðàíãó ðîçìiðiâ 2n × k.
Çàäà÷à ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè ìàòðè÷íi êîåôiöi¹íòè L0 i
L1 çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó ðîçìiðiâ k × 2n

u = −L0x− L1ẋ, (4.2)

ùî çàáåçïå÷ó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü çàìêíóòié ñèñòåìi

Cẍ + (B + FL1)ẋ + (A + FL0)x = 0.

Â [5] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè øóêàíèõ ìàòðèöü ó âèãëÿäi

L0 = −L1V
∗P−1, L1 = τΨF ∗C−1∗∆−1, (4.3)

äå τ > 0 � äîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî, à ìàòðèöi V, P, Q i Ψ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó
ñïiââiäíîøåíü

Ψ + Ψ∗ > 0, V + V ∗ < 0, P = P ∗ > 0, ∆ = Q− V ∗P−1V > 0,

F⊥∗ [BQC∗ + CQB∗ + AV C∗ + CV ∗A∗+

+ (AP − CQ + BV ∗)(V + V ∗)−1(PA∗ −QC∗ + V B∗)] F⊥ > 0.

Òóò ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ F⊥ çíàõîäèòüñÿ ç óìîâ

F ∗F⊥ = 0, det [F, F⊥] 6= 0.

Â [5] íàâîäèòüñÿ òàêîæ îöiíêà äëÿ íàéìåíøîãî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ τ çà äî-
ïîìîãîþ ìàêñèìàëüíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ äåÿêîãî ëiíiéíîãî ïó÷êà ìàòðèöü.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî áàëêó äîâæèíè l iç çàêðiïëåíèì òâåðäèì äèñêîì ìàñè m,
ùî ðàçîì îáåðòàþòüñÿ çi ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω. Ââàæà¹ìî, ùî áàëêà ¹
îäíîðiäíà ç ïîãîííîþ ìàñîþ m0 òà ìàëî ãíó÷êîþ ç ìîäóëåì ïðóæíîñòi E. Áàë-
êà ìà¹ ìîìåíòè iíåðöi¨ J1 i J2 âiäíîñíî âiäïîâiäíèõ îñåé x i y. Êðiïëåííÿ áàëêè
äîçâîëÿþòü ðóõè ïî îñi z òà çàáåçïå÷óþòü âiäíîâëþþ÷i çãèííi ìîìåíòè i êóòîâi
âiäõèëåííÿ ç êîåôiöi¹íòàìè ïðîïîðöiéíîñòi k1 i k2 âiäïîâiäíî ïðè z = 0 òà z = l
(ðèñ. 1). Âíóòðiøí¹ òà çîâíiøí¹ äåìïôóâàííÿ õàðàêòåðèçóþòü ïàðàìåòðè p i q.
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Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷íà ìîäåëü îáåðòàííÿ áàëêè

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ðóõ áàëêè, îòðèìàíi íà îñíîâi ïðèí-
öèïó Ãàìiëüòîíà òà ìåòîäó Ãàëüîðêiíà i ìàþòü âèãëÿä [11]

[
M1 0
0 M2

]
ẅ +

[
D1 G
−G D2

]
ẇ +

[
K1 S
−S K2

]
w = f(t). (4.4)

Òóò f(t) � âåêòîð çîâíiøíiõ ñèë, à ìàòðè÷íi êîåôiöi¹íòè çàäàþòüñÿ íàñòóïíèìè
ñïiââiäíîøåííÿìè:

M1 = M2 = ‖mij‖n
1 , mij = m0 l δij + 2m sin

iπ

2
sin

jπ

2
,

K1 = ‖k1 ij‖n
1 , k1 ij = EJ1

(
iπ

l

)2 (
jπ

l

)2

lδij − ω2mij + 2(k1 + k2 cos iπ cos jπ)
iπ

l

jπ

l
,

K2 = ‖k2 ij‖n
1 , k2 ij = EJ2

(
iπ

l

)2 (
jπ

l

)2

lδij − ω2mij + 2(k1 + k2 cos iπ cos jπ)
iπ

l

jπ

l
,

G = −2ωM1, D1 = D2 = (p + q) l In, S = −q ω l In, i, j = 1, . . . , n,

äå In � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, à δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âiäõèëåííÿ áàëêè
â òî÷öi z ïî îñÿì x i y ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò 0xyz ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi

x(z, t) =
n∑

i=1

φi(z)wi(t), y(z, t) =
n∑

i=1

φi(z)wn+i(t),

äå w1, . . . , w2n � êîìïîíåíòè âåêòîðà w, φi(z) =
√

2 sin

(
iπ

l
z

)
, i = 1, . . . , n. Âñi

áëîêè ìàòðè÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ â (4.4) ¹ ñèìåòðè÷íèìè, ïðè÷îìó M1 i M2 äîäàòíî
âèçíà÷åíi, à D1 i D2 � íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíi ìàòðèöi.

Ïðè íàñòóïíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ

n = 3, m = 1, m0 = 1, l = 1, EJ1 =
9l3

5π2
, EJ2 =

4l3

5π2
,
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k1 = k2 =
l2

20
, p = q =

1

4
, ω =

√
21.6π

ñèñòåìà (4.4) ìà¹ ñïåêòð

−0.2780 + 40.4328i −0.1588 + 8.7985i
−0.2780− 40.4328i −0.1588− 8.7985i
−0.3509 + 16.8215i −0.3729 + 29.3242i
−0.3509− 16.8215i −0.3729− 29.3242i

0.1878 + 12.3793i 2.5653
0.1878− 12.3793i −2.8195

i ¹ íåñòiéêîþ.
Ñòàáiëiçó¹ìî ñèñòåìó (4.4) äâîìà ñïîñîáàìè çà äîïîìîãîþ áëîêó êåðóâàííÿ

f = Fu, äå F � çàäàíà ìàòðèöÿ, à u � âåêòîð êåðóâàííÿ.
Íåõàé ñïî÷àòêó k = 2n = 6 i F = 0.1Ik. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöü L0 i L1 çàñòî-

ñó¹ìî íàñëiäîê 5 äî çàìêíóòî¨ ñèñòåìè. Ñêîðèñòàâøèñü ìàòåìàòè÷íîþ ñèñòåìîþ
MATLAB äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé, îòðèìà¹ìî
êîåôiöi¹íòè çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

L0 =




7161.8 11.807 −1985.8 123.98 32.95 173.8
8.2546 −32.207 11.796 156.17 −49.263 11.486
−1818.8 2.6459 545.42 21.052 1.3361 −2.3776
5.0872 6.334 3.9653 7005.2 −17.318 −3510.9
10.06 43.527 25.624 142.02 944.36 27.916
8.8179 8.2155 176.47 −3507.5 0.90685 1759.4




,

L1 =




104.87 36.831 38.941 −5.2737 62.186 78.245
−9.8313 143.88 −45.279 −2.5047 132.39 −16.94
22.574 −1.668 293.45 4.1562 −0.29465 137.3
−36.52 −1.0003 42.167 189.9 8.1401 34.468
25.649 −29.341 −41.769 38.766 158.77 −4.2133
−35.06 −15.407 89.468 −18.9 −0.097349 244.71




.

(4.5)

Ïðè öüîìó çàìêíóòà ñèñòåìà ìà¹ ñïåêòð

−17.8265− 36.0686i −3.2106− 29.2727i
−17.8265 + 36.0686i −3.2106 + 29.2727i
−14.4030− 21.8319i −1.2938− 0.4149i
−14.4030 + 21.8319i −1.2938 + 0.4149i
−5.9670− 8.2660i −0.0614− 0.2190i
−5.9670 + 8.2660i −0.0614 + 0.2190i

i ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ, à êâàäðàòè÷íèé ïó÷îê Γξ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìî-
âàì ãiïåðáîëi÷íîñòi:

Γξ > 0, ξ ∈ (γk, γk+1), γk = 0.9973, γk+1 = 1.0217.
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Ïîáóäó¹ìî òàêîæ êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi (4.3). Ïîêëàäåìî k = n = 3, F =
100 [0, Ik], Ψ = Ik i çíàéäåìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ìàòðèöü:

P =




1.0579 0 0.1756 0.9024 0 −0.8694
0 3.1145 0 0 −1.6408 0

0.1756 0 0.0963 0.0249 0 −0.2817
0.9024 0 0.0249 21.5773 0 0.8733

0 −1.6408 0 0 27.1955 0
−0.8694 0 −0.2817 0.8733 0 25.2229




,

Q =




27.1405 0 14.3194 8.1409 0 −13.8400
0 36.5989 0 0 −11.8329 0

14.3194 0 38.2724 −6.9803 0 −16.4776
8.1409 0 −6.9803 55.2324 0 −12.2951

0 −11.8329 0 0 39.5603 0
−13.8400 0 −16.4776 −12.2951 0 43.4399




,

V =




−2.3975 0 −0.5395 −4.6608 0 3.9125
0 −4.7253 0 0 7.2649 0

−0.4111 0 −0.7321 0.2411 0 0.9470
3.6124 0 −0.2566 −7.5542 0 0.0359

0 −5.6234 0 0 −7.5276 0
−3.0346 0 −0.7717 −0.6221 0 −8.1398




,

Ïðè τ = 2.1509 · 103 êîåôiöi¹íòè çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó íàáóâàþòü âèãëÿäó

L0 = 105




0.3785 0 −1.0776 0.0071 0 0.0171
0 −0.2094 0 0 0.0160 0

0.1433 0 −0.7265 0.0092 0 0.0185


 ,

L1 = 103




1.2011 0 1.0513 6.9626 0 3.9933
0 0.7097 0 0 9.7976 0

0.8498 0 1.9481 4.6739 0 5.9416


 .

(4.6)

Ïðè öüîìó çàìêíóòà ñèñòåìà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà i ìà¹ ñïåêòð
−1078846.8571 −5.9963 + 24.6759i
−979753.3415 −5.9963− 24.6759i
−42082.1829 −2.0180 + 5.4608i

−0.3991 −2.0180− 5.4608i
−0.3614 −1.2328 + 3.8221i
−0.3132 −1.2328− 3.8221i

Íà ðèñóíêó 2 çîáðàæåíî ãðàôiêè ôóíêöié wj(t) òà ẇj(t) äëÿ íåñòiéêî¨ ðîçiìêíó-
òî¨ ñèñòåìè îáåðòàííÿ áàëêè ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè wj(0) = ẇj(0) = 1 (j = 1, 2, 3),
wj(0) = ẇj(0) = −1 (j = 4, 5, 6). Íà ðèñóíêàõ 3 i 4 çîáðàæåíî ãðàôiêè äëÿ ñòà-
áiëiçîâàíî¨ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè (4.5) i (4.6) ç ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè wj(0) = ẇj = 1 (j = 1, 2, 3), wj(0) = ẇj = −1 (j = 4, 5, 6).
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Ðèñ. 2. Ïåðåõiäíi ïðîöåñè íåñòiéêî¨ ðîçiìêíóòî¨ ñèñòåìè
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Ðèñ. 3. Ïåðåõiäíi ïðîöåñè çàìêíóòî¨ ñèñòåìè ç ìàòðèöÿìè êåðóâàííÿ (4.5)
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Ðèñ. 4. Ïåðåõiäíi ïðîöåñè çàìêíóòî¨ ñèñòåìè ç ìàòðèöÿìè êåðóâàííÿ (4.6)
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