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ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ
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We propose sufficient conditions for existence of a periodic solution of a system of linear ordinary second
order differential equations that have a singular symmetric matrix at the second order derivatives in the
case where the inhomogeneity is arbitrary periodic.

Предлагаются достаточные условия существования периодического решения системы линей-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, которые имеют вырожден-
ную симметричную матрицу при производных второго порядка, для случая произвольной пе-
риодической неоднородности.

1. Будемо розглядати систему диференцiальних рiвнянь

εA(t)ẍ + B(t)ẋ + C(t)x = f(t), (1)

де дiйснi квадратнi матрицi A, B, C та n-вимiрний вектор f є перiодичними з перiодом
2π функцiями, A′(t) ≡ A(t), штрих означає операцiю транспонування матрицi, крапка
— диференцiювання по незалежнiй змiннiй t, матриця A(t) є виродженою, при цьому,
можливо, rang A(t) 6≡ const, ε — додатний параметр.

Ставиться задача про iснування гладкого перiодичного розв’язку системи (1) для до-
вiльної неоднорiдностi f(t).

Розробцi методiв побудови та дослiдженню якiсної поведiнки розв’язкiв вироджених
диференцiальних систем присвячено багато робiт (див., наприклад, [1 – 6]). Система (1)
вивчалася в [1] при певних припущеннях, одним iз яких є сталiсть рангу матрицi A(t). Для
скалярного рiвняння (1) у повiдомленнi [2] наведено достатнi умови iснування перiодич-
ного розв’язку на пiдставi дослiдження виродженого рiвняння Рiккатi. У данiй роботi здiй-
снено узагальнення цих результатiв.

Нехай Cr(T1) — простiр векторних або матричних функцiй, що набувають дiйсних
значень, перiодичних з перiодом 2π i таких, що є неперервними разом iз усiма похiдни-
ми до порядку r включно; Hr(T1) — простiр функцiй, iнтегрованих iз квадратом на T1 =
= [0; 2π] разом iз усiма узагальненими похiдними до порядку r включно; ( · , · )r — скаляр-

ний добуток в Hr(T1), ‖ · ‖2
r = ((1 −∆)r

· , · )◦, ∆ =
d2

dt2
, ( · , · )◦ =

1
2π

∫ 2π

0
‖ · ‖2dt, 〈 · , · 〉

— скалярний добуток в Rn, |Φ(t)|r = max
t∈T1, 0≤ρ≤r

‖Φ(ρ)(t)‖, ‖ · ‖ — евклiдова векторна або

узгоджена матрична норма.

2. Рiвняння (1) рiвносильне системi(
In 0
0 εA(t)

)
Ẋ =

(
0 In

−C(t) −B(t)

)
X +

(
0

f(t)

)
, (2)
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де In — одинична n-вимiрна матриця, X = col (x, ẋ).
Позначимо

V (t, ε) =
(

In + εA(t)Z(t, ε) 0
−εA(t)Z(t, ε) In

)
, W (t, ε) =

(
In 0

Z(t, ε) In

)
, (3)

де Z(t, ε) — n-вимiрна матриця, яка задовольняє матричне рiвняння Рiккатi

εA(t)Ż + B(t)Z + εA(t)Z2 + C(t) = 0. (4)

Якщо це рiвняння має гладкий перiодичний розв’язок Z0(t, ε) такий, що матриця In +
+εAZ0(t, ε) невироджена, то внаслiдок множення злiва рiвняння (2) на V (t, ε) та замiни
X = W (t, ε)Y отримуємо рiвносильне рiвняння(

In 0
0 εA(t)

)
Ẏ =

(
Z0(t, ε) In

0 −εA(t)Z0(t, ε)−B(t)

)
Y +

(
0

f(t)

)
, (5)

для вивчення якого необхiдна детальнiша iнформацiя про Z0(t, ε).

3. Дослiдимо умови iснування перiодичного розв’язку матричного рiвняння (4).
Нехай матриця B(t) є невиродженою. Виконавши в рiвняннi (4) замiну

Z = Z1 −B−1(t)C(t), (6)

отримаємо

εAŻ1 + (B − εAB−1C)Z1 − εAZ1B
−1C + εAZ2

1 + εA

[
(B−1C)2 − d

dt
(B−1C)

]
= 0. (7)

Це рiвняння можна розглядати як скорочений запис для n2 скалярних диференцiальних
рiвнянь вiдносно невiдомих n2 елементiв матрицi Z1. Запишемо його у виглядi векторного
рiвняння. Для цього подамо n2-вимiрнi вектори у виглядi

u =


z′1∗
z′2∗
. . .

z′n∗

 , g =


g′1∗
g′2∗
. . .

g′n∗

 , (8)

де z1∗, z2∗, . . . , zn∗ — рядки матрицi Z1,
g1∗

g2∗

. . .

gn∗

 = A

[
d

dt
(B−1C)− (B−1C)2

]
. (9)
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Тодi матричне рiвняння (7) еквiвалентне [7, c. 239] векторному рiвнянню

ε(A⊗ In)
d

dt
u +

[
(B − εAB−1C)⊗ In − εA⊗ (B−1C)′ + εAZ1 ⊗ In

]
u = εg, (10)

де K ⊗M — прямий добуток [7, c. 235] (n× n)-матриць K та M, тобто

K ⊗M =


k11M k12M · · · k1nM
k21M k22M · · · k2nM

...
...

. . .
...

kn1M kn2M · · · knnM

 , K = {kij}i,j=1,n.

Використавши позначення

a(t) = A(t)⊗ In, P1(t, u) = A(t)Z1 ⊗ In,
(11)

P (t, ε) =
[
B(t)− εA(t)B−1(t)C(t)

]
⊗ In − εA(t)⊗ [B−1(t)C(t))]′,

рiвняння (10) запишемо у виглядi

εa(t)
du

dt
+ [P (t, ε) + εP1(t, u)]u = εg(t). (12)

Нехай матричнi функцiї A(t), B(t), C(t) належать просторам Cr(T1), Cr+1(T1) i Cr+1(T1),
r ≥ 1, вiдповiдно.

Розглянемо квазiлiнiйний оператор

L(u1)u2 = εa(t)
du2

dt
+ [P (t, ε) + εP1(t, u1)]u2 (13)

на множинi функцiй u ∈ Cr(T1), яка визначається нерiвностями

|u|0 ≤ d, |u|r ≤ K.

Тодi гладкий перiодичний розв’язок рiвняння (12) є розв’язком iз простору C1(T1) рiвнян-
ня

L(u)u = εg(t). (14)

Метод Гальоркiна визначає N -те наближення до розв’язку u ∈ C1(T1) рiвняння (14)
виразом

WN (t) =
∑
|k|≤N

W
(N)
k eikt, t ∈ T1,

коефiцiєнти якого W
(N)
k знаходяться iз системи рiвнянь, що еквiвалентна нелiнiйному ал-

гебраїчному рiвнянню
SNL(WN (t))WN (t) = εSNg(t),
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де SNf(t) — вiдрiзок ряду Фур’є функцiї f(t) '
∑

k fke
ikt вигляду SNf(t) =

∑
|k|≤N fke

ikt.

Дотримуючись [3], використаємо лiнiйну модифiкацiю методу Гальоркiна. Для цьо-
го покладемо для початкового наближення u0 = 0 i виберемо набiр цiлих чисел Nj , j =
= 0, 1, . . . , для якого Nj ≥ Nj−1, так, щоб Nj-те лiнiйне наближення Гальоркiна до розв’яз-
ку u ∈ C1(T1) рiвняння (14) задати виразом

uj(t) =
∑

|k|≤Nj

uke
ikt,

коефiцiєнти якого uk = u
(j)
k є розв’язком лiнiйного алгебраїчного рiвняння

SNjL(uj−1(t))uj(t) = εSNjg(t).

Тодi Nj-те лiнiйне наближення Гальоркiна до розв’язку u ∈ C1(T1) рiвняння (14) є Nj-м
наближенням Гальоркiна до розв’язку в C1(T1) рiвняння

L(uj−1(t))u(t) = εg(t). (15)

За рахунок малостi параметра праву частину рiвняння (15) можна вважати малою за
нормою простору Cr(T1). Тодi умови iснування i збiжностi наближень Гальоркiна WN (t) i
uj(t) визначаються головною частиною оператора L(u), рiвною оператору

L(0) = εa(t)
d

dt
+ P (t, ε).

З’ясуємо умови щодо матричних коефiцiєнтiв вихiдного рiвняння (1), при яких сис-
тема (12) стає нелiнiйним узагальненням додатної симетричної системи диференцiальних
рiвнянь.

Лема 1. Нехай для будь-якого t ∈ T1

min
‖x‖=1

〈Ȧ(t)x, x〉 ≥ α0(t), max
‖x‖=1

〈A(t)x, x〉 ≤ α1(t),

min
‖x‖=1

〈[
B(t)− ε

(
1
2
Ȧ(t) + A(t)B−1(t)C(t)

)]
x, x

〉
≥ β0(t, ε), (16)

max
‖x‖=1

〈B−1(t)C(t)x, x〉 ≤ β1(t).

Тодi для будь-якого t ∈ T1

min
‖ξ‖=1

〈ȧ(t)ξ, ξ〉 ≥ α0(t), (17)

min
‖ξ‖=1

〈[
P (t, ε)− ε

2
ȧ(t)

]
ξ, ξ

〉
≥ β0(t, ε)− εα1(t)β1(t). (18)
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Доведення. Якщо M та K — матрицi порядку n, то [7, c. 237] власнi значення матрицi
M ⊗ K збiгаються з n2 числами λrµs, r = 1, n, s = 1, n, де λr та µs — власнi значення
матриць M та K вiдповiдно. Iз цiєї властивостi, симетричностi A(t), а також рiвностей [7,
c. 235]

(A⊗B)′ = A′ ⊗B′, (A + B)⊗ C = A⊗ C + B ⊗ C,

отримаємо

〈ȧ(t)ξ, ξ〉 =
〈

d

dt
(A(t)⊗ In)ξ, ξ

〉
=

〈
Ȧ(t)⊗ Inξ, ξ

〉
≥ α0(t)‖ξ‖2,

1
2

[
P (t, ε) + P ′(t, ε)− εȧ(t)

]
=

1
2
{(B − εAB−1C)⊗ In − εA⊗ (B−1C)′ +

+ [(B − εAB−1C)⊗ In]′ − ε[A⊗ (B−1C)′]′ − εȦ⊗ In} =

=
1
2

{
[B + B′ − ε(Ȧ + AB−1C + (AB−1C)′)]⊗ In−

− ε[A⊗ (B−1C + (B−1C)′)]
}

,

min
‖ξ‖=1

〈[
P (t, ε)− ε

2
ȧ(t)

]
ξ, ξ

〉
≥ min

‖x‖=1

〈[
B(t)− ε

(
1
2
Ȧ(t) + A(t)B−1(t)C(t)

)]
x, x

〉
−

− ε max
‖x‖=1

〈A(t)x, x〉 max
‖x‖=1

〈B−1(t)C(t)x, x〉

= β0(t, ε)− εα1(t)β1(t), t ∈ T1,

що i завершує доведення леми.
Нехай a(t), P (t, ε), g(t) ∈ Cr(T1) i для всiх t ∈ T1, ε ∈ (0, ε0] виконуються нерiвностi

β0(t, ε) + ε[sα0(t)− α1(t)β1(t)] ≥ γ, s = 0, r, (19)

де γ — як завгодно мале додатне число. Тодi згiдно з (17) i (18) матриця
1
2

[P (t, ε)+P ′(t, ε)−
−εȧ(t)] є додатно визначеною, а тому для довiльної функцiї u ∈ H1(T1)

(L(0)u, u)0 ≥ γ0‖u‖2
0, (20)

де γ0 — додатне число, що не залежить вiд u. За лемою 1 [3, c. 198] для кожного s, 1 ≤ s ≤
≤ r, i довiльного u ∈ Hs+1(T1) виконується нерiвнiсть

(L(0)u, u)s ≥ γ‖u‖2
s − δ‖u‖2

0, (21)

де γ i δ — додатнi сталi, якi не залежать вiд u.
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Оскiльки L(0)u = εg(t), то з нерiвностей (20), (21) i нерiвностi Шварца отримаємо
оцiнки

‖u‖0 ≤ εγ−1
0 ‖g‖0, γ‖u‖2

r − δ‖u‖2
0 ≤ ε‖g‖r‖u‖r,

звiдки

γ‖u‖2
r − ε2δγ−2‖g‖2

r ≤ ε‖g‖r‖u‖r, (22)

позаяк γ ≤ γ0, ‖g‖0 ≤ ‖g‖r. Розв’язуючи нерiвнiсть (22), маємо оцiнку

‖u‖r ≤ εγ−1
1 ‖g‖r, (23)

де γ1 = 2γ/(1 +
√

1 + 4δ/γ).
Нехай r > 2. Тодi згiдно з теоремою Соболєва [3, c. 15] про вкладення просторiв

Hr(T1) ⊂ C1(T1)

|u|1 ≤ c‖u‖r, (24)

де c — додатна стала, що не залежить вiд u. З нерiвностей (23), (24) випливає оцiнка

|u|1 ≤ εc1‖g‖r, (25)

де додатна стала c1 не залежить вiд u.
Згiдно з лемою Ю. Мозера [9, c. 199], якщо виконуються нерiвностi (19), то для довiль-

ного u ∈ Cr+1(T1) i ε ∈ (0, ε0] мають мiсце нерiвностi

(L(0)u, u)s ≥ γ1‖u‖2
s − δ1(1 + ε‖a(t)‖s + ‖P (t, ε‖s)2, (26)

де γ1 i δ1 — додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд

C0 ≥ |a(t)|2 + |P (t, ε)|1 + |u|1, r ≥ 2, 1 ≤ s ≤ r.

Але з огляду на нерiвнiсть (25) можна вважати, що в апрiорних оцiнках (26) сталi γ1 i δ1

вже не залежать вiд u.
Нехай w(t) — n2-вектор iз Cr(T1), для якого |w|2 ≤ 1. Розглянемо лiнiйний оператор

L(w) = εa(t)
d

dt
+ [P (t, ε) + εP1(t, w)]

як оператор у C∞(T1). Оскiльки нерiвностi (19) мають грубий характер, то з них виплива-
ють аналогiчнi нерiвностi для коефiцiєнтiв оператора L(w) для всiх ε ∈ (0, ε1] та деякого
ε1 < ε. А тому з урахуванням леми Ю. Мозера отримуємо оцiнки

(L(w)u, u) ≥ γ2‖u‖2
0,

(27)

(L(w)u, u)s ≥ γ2‖u‖2
s − δ2(1 + ε‖a(t)‖s + ‖P (t, ε)‖s + ε‖P1(t, w)‖s)2, s = 1, r,
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де γ2, δ2 — додатнi сталi, якi не залежать вiд w, u i ε.

Згiдно з оцiнкою Ю. Мозера [3, c. 18] для суперпозицiї функцiй P1(t, w(t))

‖P1(t, w)‖s ≤ c|P1|s(1 + ‖w‖s), (28)

де c — додатна стала, що не залежить вiд P1, w,

|P1|s = max
0≤ρ≤s

max
(t,w)∈T1×Tn2

∥∥∥∥ dρ

dtρ
P1(t, w(t))

∥∥∥∥ ,

Tn2 — одинична куля в Rn2
.

Iз урахуванням (28) оцiнки (27) наберуть вигляду

(L(w)u, u)0 ≥ γ2‖u‖2
0, (L(w)u, u)s ≥ γ2‖u‖2

s − δ3(1 + ε‖w‖s)2, s = 1, r, (29)

де δ3 не залежить вiд w, u i ε.

Розглянемо перше лiнiйне наближення Гальоркiна u1(t). Його коефiцiєнти u
(1)
k визна-

чаються з системи рiвнянь, яка рiвносильна рiвнянню

SN1L(0)u1(t) = εSN1g(t).

Нерiвностi (29) для оператора L(0) забезпечують iснування розв’язку цього рiвняння, для
якого при достатньо малому ε2 > 0 згiдно з теоремою Соболєва виконується нерiвнiсть
|u1|2 ≤ 1 для всiх ε ∈ (0, ε2]. Тодi оператор L(u1) визначений для всiх ε ∈ (0, ε2] i задоволь-
няє нерiвностi (29) при w = u1. Це забезпечує iснування наближення

u2(t) =
∑

|k|≤N2

u
(2)
k eikt,

для якого виконується нерiвнiсть |u2(t)|2 ≤ 1 для всiх ε ∈ (0, ε3], де 0 < ε3 < ε2.

Використання схеми доведення теореми 1 [3, c. 271] дозволяє у пiдсумку отримати нас-
тупне твердження, яке обґрунтовує лiнiйну модифiкацiю методу Гальоркiна, наведену ви-
ще.

Лема 2. Нехай A′(t) ≡ A(t), матричнi функцiї A(t), B(t), C(t) належать просторам
Cr(T1), Cr+1(T1), Cr+1(T1) вiдповiдно i виконуються нерiвностi (19) для s = 0, s = r
i всiх t ∈ T1 та ε ∈ (0, ε0], де скалярнi функцiї α0(t), α1(t), β0(t, ε), β1(t) визначаються
спiввiдношеннями (16).

Тодi якщо r >
1
2

+l, l ≥ 2, то для довiльного M > 1 можна вказати достатньо мале

ε0 = ε0(M) > 0 таке, що для всiх ε ∈ (0, ε0] лiнiйнi наближення Гальоркiна uj(t) iснують
при кожному j = 1, 2, . . . i збiгаються в Hs(T1)∩C l(T1) при s < r до функцiї u(t, ε), яка є
розв’язком системи рiвнянь (12), причому так, що

‖u− uj‖0 ≤ cσj , j = 1, 2, . . . ,
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де c = const, σj =
∑∞

i=j

∑i
ν=0 N

−(r−1)
i−ν M−ν . При цьому гранична функцiя u(t, ε) задоволь-

няє нерiвностi

‖u(t, ε)‖0 ≤ ε‖g(t)‖0/γ2, ‖u(t, ε)‖s ≤ δ0, |u(t, ε)|2 ≤ 1, (30)

де δ0 → 0 при ε → 0.

Ключовою умовою iснування гладкого перiодичного розв’язку рiвняння (12) у розгля-
нутому випадку є додатна визначенiсть матрицi B(t) + B′(t). Припустимо, що ця матриця
є вiд’ємно визначеною. Помножимо рiвняння (12) на −In2 . Використавши схему дове-
дення лем 1 i 2, отримаємо, що лема 2 залишається правильною, якщо замiнити умову
виконання нерiвностей (19) виконанням для всiх t ∈ T1, ε ∈ (0, ε0] нерiвностей

β0(t, ε)− ε[sα0(t)− α1(t)β1(t)] ≥ γ, s = 0, r, (31)

де γ — як завгодно мале додатне число, скалярнi функцiї визначаються спiввiдношеннями

max
‖x‖=1

〈Ȧ(t)x, x〉 ≥ α0(t), min
‖x‖=1

〈A(t)x, x〉 ≥ α1(t),

min
‖x‖=1

〈[
−B(t) + ε

(
1
2
Ȧ(t) + A(t)B−1(t)C(t)

)]
x, x

〉
≥ β0(t, ε), (32)

min
‖x‖=1

〈B−1(t)C(t)x, x〉 ≥ β1(t).

4. Повернемося до матричного рiвняння Рiккатi (4). При виконаннi умов леми 2 та її
аналога для випадку вiд’ємної визначеностi матрицi B(t) + B′(t) розв’язком рiвняння (7)
є матриця Z1(t, ε), рядки якої згiдно з (8) є вiдповiдними компонентами n2-вектора u(t, ε).
При цьому Z1(t, ε) ∈ Cr−1(T1) i з урахуванням (30) та (9)

‖Z1‖0 ≤ ε

∥∥∥∥A

[
d

dt
(B−1C)− (B−1C)2

]∥∥∥∥
0

/γ2, ‖Z1‖r−1 ≤ δ0, |Z1|2 ≤ 1, (33)

де δ0 → 0 при ε → 0, ε ∈ (0, ε0].
Згiдно з (6) шуканий розв’язок рiвняння (4) має вигляд

Z0(t, ε) = Z1(t, ε)−B−1(t)C(t) (34)

i належить Cr−1(T1).
За теоремою Адамара [8, c. 406] матриця In + εA(t)Z0(t, ε) є невиродженою для всiх

ε ∈ (0, ε0] i достатньо малого ε0. А тому невиродженою є i матриця V (t, ε), визначена
рiвнiстю (3), що приводить до рiвносильностi систем (2) i (5) для всiх ε ∈ (0, ε1], де ε1 =
= min(ε0, ε0).

Рiвняння (5) запишемо у виглядi системи рiвнянь

Ẏ1 = Z0(t, ε)Y1x + Y2, (35)

εA(t)Ẏ2 = −[B(t) + εA(t)Z0(t, ε)]Y2 + f(t), (36)
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де Y = col (Y1, Y2), i дослiдимо умови iснування перiодичного розв’язку рiвняння (36) для
довiльної неоднорiдностi.

Нехай матриця B(t) + B′(t) є додатно визначеною. Врахувавши (34) i (33), можна до-
вести, що для диференцiального оператора, породженого рiвнянням (36), мають мiсце
апрiорнi оцiнки вигляду (20), (21), якщо для всiх t ∈ T1, ε ∈ (0, ε0] та s = 0, s = r − 1
виконуються нерiвностi

β0(t, ε) + ε [sα0(t)− |A(t)|0] ≥ γ, (37)

де γ — як завгодно мале додатне число, а скалярнi функцiї β0, α0 визначаються спiввiд-
ношеннями (16). Тодi згiдно з теоремою 1 [3, c. 202] рiвняння (36) для довiльної функцiї

f(t) ∈ Cr−1(T1) i ε ∈ (0, ε0] має розв’язок Y 0
2 (t, ε) ∈ C l(T1), l ≥ 1, якщо r− 1 >

1
2

+ l. При

цьому враховано, що Z0(t, ε) ∈ Cr−1(T1).
Нехай матриця B(t)+B′(t) є вiд’ємно визначеною. Помноживши рiвняння (36) на−In,

прийдемо до попереднього висновку про iснування розв’язку Y 0
2 (t, ε) ∈ Cr−2(T1), якщо

нерiвностi (37) замiнити на нерiвностi

β0(t, ε)− ε [sα0(t) + |A(t)|0] ≥ γ, s = 0, r − 1, (38)

де скалярнi функцiї β0, α0 визначаються спiввiдношеннями (32).
В результатi рiвняння (35) з урахуванням рiвностi (34) набере вигляду

Ẏ1 = −[B−1(t)C(t)− Z1(t, ε)]Y1 + Y 0
2 (t, ε). (39)

Згiдно з (33) матрицю Z1(t, ε) можна вважати „малою”. А тому умови iснування перiодич-
ного розв’язку рiвняння (39) визначаються матрицею −B−1C.

Нехай iснує невироджена симетрична матриця S(t) ∈ C1(T1) така, що для всiх t ∈ T1

виконується нерiвнiсть

〈[Ṡ(t)− S(t)B−1(t)C(t)− (B−1(t)C(t))′S(t)]x, x〉 ≤ −δ, (40)

де δ ≡ const > 0. Тодi [3] рiвняння

Ẏ = −B−1(t)C(t)Y + Y 0
2 (t, ε) (41)

для довiльної неоднорiдностi має перiодичний розв’язок, гладкiсть якого збiгається з глад-
кiстю коефiцiєнтiв. Згiдно з лемою 2 [3, c. 216] i другою нерiвнiстю (33) можна вказати
таке ρ = ρ(ε) > 0, ρ(ε) → 0 при ε → 0, що рiвняння (39), „породжене” рiвнянням (41),
матиме розв’язок Y 0

1 (t, ε) ∈ Cr−2(T1), якщо |Z1(t, ε)|k ≤ ρ(ε).
Отже, рiвняння (5) при виконаннi наведених вище умов має для достатньо малого ε

перiодичний розв’язок Y0(t, ε) = col (Y 0
1 (t, ε), Y 0

2 (t, ε)) ∈ Cr−2(T1). Тодi з урахуванням (3),
(8), леми 2 та її аналога для випадку 〈B(t)x, x〉 < 0 X0(t, ε) = W (t, ε)Y0(t, ε) ∈ Cr−2(T1)
— перiодичний розв’язок рiвняння (2). Але оскiльки X0(t, ε) = col (x0(t, ε), ẋ0(t, ε)), то
робимо висновок, що x0(t, ε) ∈ Cr−1(T1) — шуканий розв’язок вихiдного рiвняння (1).

У пiдсумку отримаємо таке твердження.
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Теорема. Нехай для вихiдного рiвняння (1) виконуються такi умови:
1) A(t) ≡ A′(t) i матричнi функцiї A(t), B(t), C(t) належать просторам Cr(T1),

Cr+1(T1), Cr+1(T1), r ≥ 3, вiдповiдно;
2) матриця B(t) знаковизначена i для всiх t ∈ T1, ε ∈ (0, ε0] виконуються нерiвностi

(19), (37) або (31), (38), у яких скалярнi функцiї визначаються спiввiдношеннями (16) або
(32) вiдповiдно;

3) iснує невироджена симетрична матриця n-го порядку S(t) ∈ C1(T1) така, що для
всiх t ∈ T1 виконується нерiвнiсть (40).

Тодi можна вказати достатньо мале додатне число ε0 таке, що для всiх ε ∈ (0, ε0] i
довiльної неоднорiдностi f(t) ∈ Cr(T1) рiвняння (1) має перiодичний розв’язок x0(t, ε) ∈
∈ Cr−1(T1).
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