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ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТІ 

§1. Випадкові події та операції над ними. Означення ймовірності 

Випадкові події 

Забезпечення певного комплексу умов називають випробуванням або дос-

лідом, а можливий результат випробування — подією. Наприклад, підкидання 

монети є випробуванням, а випадання «герба» або «номіналу» — подіями. По-

дії позначатимемо великими латинськими літерами: А, В, С. 

Подію називають випадковою, якщо вона може відбутися або не відбути-

ся в даному випробуванні. 

Достовірною називають подію, яка обов’язково відбудеться в даному ви-

пробуванні. 

Неможливою називають подію, яка точно не відбудеться в даному випро-

буванні. 

Зауважимо, що будь-яка подія пов’язана з певним випробуванням. 

Дві події називають сумісними, якщо поява однієї з них не виключає поя-

ви іншої в одному й тому самому випробуванні. 

Дві події називають несумісними, якщо вони не можуть відбутися одноча-

сно в одному й тому самому випробуванні. 

Попарно несумісні випадкові події А1, А2, ..., Аn утворюють повну групу 

подій, якщо внаслідок випробування одна з них обов’язково відбудеться. На-

приклад, події «виграш», «програш» і «нічия» (для певного гравця) утворюють 

повну групу подій у випробуванні — грі в шахи двох суперників. 

Елементарними подіями (наслідками) у певному випробуванні називають 

усі можливі результати цього випробування, які не можна розкласти на прос-

тіші. Множину всіх можливих елементарних подій називають простором еле-

ментарних подій, який позначають . Наприклад, при підкиданні грального 

кубика простір елементарних подій утворюють події і = {випаде і очок},  

і = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Елементарні події, при появі яких відбувається певна подія, називають 

сприятливими для цієї події. Наприклад, при підкиданні грального кубика для 

події А = {випаде непарне число очок} сприятливими є елементарні події 1, 

3, 5. 

Кожну подію можна розглядати як деяку підмножину простору елемента-

рних подій у даному випробуванні. Зокрема, подія А =  є достовірною, а по-

дія В =  — неможливою. 

Операції над подіями 

Сумою двох випадкових подій А і В називають таку подію, яка полягає в 

появі хоча б однієї з подій А або В, і позначають А + В. 
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Сумою n випадкових подій А1, А2, ..., Аn називають таку подію, яка полягає 

в появі принаймні однієї з цих подій. 

Добутком двох випадкових подій А і В називають таку подію, яка полягає 

в одночасній появі обох подій А і В, і позначають А · В. 

Добутком n випадкових подій А1, А2, ..., Аn називають таку подію, яка по-

лягає в одночасній появі всіх цих подій. 

Подію A  називають протилежною до події А в даному випробуванні, 

якщо вона відбувається тоді, коли не відбувається подія А. Очевидно, проти-

лежні події несумісні й утворюють повну групу подій. 

Приклад 1. У ящику містяться кульки білого та чорного кольору. На-

вмання з нього виймають одну кульку. Подія А = {вийнято кульку білого ко-

льору}, подія В = {вийнято кульку чорного кольору}. Сумісні чи несумісні ці 

події? 

Розв’язання. Ці події несумісні, тому що поява події А виключає можли-

вість появи події В, і навпаки. У даному випробуванні події А і В є протилеж-

ними. 

А = B , В = A .  

Класичне означення ймовірності 

Імовірність події А дорівнює відношенню кількості елементарних наслід-

ків, сприятливих цій події, до кількості всіх рівноможливих елементарних нас-

лідків у даному випробуванні. 

Імовірність події А позначають Р(А), тому за означенням 

,
m

P A
n

 (1) 

де m — кількість елементарних наслідків, сприятливих події А; n — кількість 

усіх елементарних наслідків у даному випробуванні. З класичного означення 

ймовірності випливає, що 

0 1,P A , 

причому Р(A) = 0, якщо А =  — неможлива подія, і Р(А) = 1, якщо А =  — 

достовірна подія. 

Приклад 2. Знайти ймовірність того, що вибране випадковим чином дво-

значне число ділиться на: а) 3; б) 5. 

Розв’язання. У даному разі випробування полягає в тому, що вибирається 

випадковим чином двозначне число. Наслідком такого випробування є одне з 

чисел від 10 до 99. Оскільки таких чисел 90, то n = 90. 

а) Нехай подія А = {вибране двозначне число ділиться на 3}. Оскільки 

кожне третє з 90 двозначних чисел ділиться на 3, то сприятливими для події А 

є 30 наслідків, тобто m = 30. Тоді за формулою (1) імовірність події А 
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30 1
.

90 3
P A  

б) Нехай подія В = {вибране двозначне число ділиться на 5}. Загальна кі-

лькість наслідків випробування, як і в попередньому випадку, n = 90. Визначи-

мо кількість чисел, які діляться на 5. Очевидно, що таких чисел буде m = 18 

(кожне п’яте число ділиться на 5). Отже, 

18 1
.

90 3
P A   

Класичне означення ймовірності передбачає, що кількість елементарних 

наслідків скінченна. Якщо множина всіх елементарних наслідків випробування 

нескінченна, застосовують геометричне означення ймовірності. 

Геометричне означення ймовірності 

Нехай множина всіх елементарних наслідків випробування нескінченна і 

утворює деяку множину , усі елементарні наслідки рівноможливі, причому 

події А сприяють ті елементарні події, які утворюють множину А . Тоді 

ймовірність події А дорівнює відношенню міри множини А до міри множини 

, тобто 

.
m A

P A
m

 (2) 

Мірою множини на прямій, площині, у просторі є відповідно довжина, 

площа, об’єм геометричної фігури, яку утворює ця множина. 

Статистичне означення ймовірності 

Оскільки класичне означення ймовірності передбачає, що всі елементарні 

наслідки випробування рівноможливі, що важко обґрунтувати, то розглядають 

ще й статистичне означення ймовірності. 

Відносною частотою події А називають відношення кількості випробу-

вань, у яких подія А відбулася, до кількості всіх проведених випробувань. Від-

носну частоту події А позначають W(А). Тоді 

,
m

W A
n

 

де m — кількість випробувань, у яких відбулася подія А; n — кількість усіх 

проведених випробувань. 

Число, до якого прямує значення частоти події А при великій кількості 

випробувань, називають ймовірністю події А: 

lim .
n

P A W A  
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§2. Елементи комбінаторики 

та їх застосування при обчисленні ймовірностей 

При обчисленні ймовірностей подій досить часто потрібно підраховувати 

кількість елементарних подій (сприятливих деякій події або всіх можливих по-

дій). Здебільшого це зумовлює великі труднощі, подолати які допомагає ком-

бінаторика, що вивчає способи підрахунку кількості розміщень, перестановок, 

комбінацій. 

Перш ніж представити деталі, нагадаємо, що вираз n! читається «ен-

факторіал» і означає добуток усіх натуральних чисел до n: 

n! = 1 · 2 · 3 · ... · n, 

причому вважають, що 0! = 1. 

Розміщеннями із l елементів по k називають множини із k елементів, виб-

раних із l елементів, які можуть розрізнятися між собою як складом елементів, 

так і їх порядком. Наприклад, розміщеннями із трьох елементів по два будуть 

такі множини: {1; 2}, {1; 3}, {2; 1}, {2; 3}, {3; 1}, {3; 2}. Кількість усіх розмі-

щень із l елементів по k визначають за формулою 

!
· 1 · 2 · ... · 1 .

!

k

l

l
A l l l l k

l k
 (3) 

Перестановками із l елементів називають множини із l елементів, що ві-

дрізняються лише їх порядком. Наприклад, перестановками із трьох елементів 

будуть такі множини: {1; 2; 3}, {1; 3; 2}, {2; 1; 3}, {2; 3; 1}, {3; 1; 2}, {3; 2; 1}. 

Кількість усіх перестановок із l елементів визначають так: 

1· 2 · ... · !.lP l l  (4) 

Комбінаціями із l елементів по k називають множини із k елементів, виб-

раних із l елементів, які розрізняються між собою тільки складом елементів. 

Наприклад, комбінаціями із трьох елементів по два будуть такі множини: 

{1; 2}, {1; 3}, {2; 3}. Кількість усіх комбінацій із l елементів по k визначають за 

формулою 

1 · 2 · ... · !
.

! ! · !

k

l

l k l k l l
C

k k l k
 (5) 

Між переліченими поняттями існують такі співвідношення: 

!;l

l lP A l    ;
k

k l

l

k

A
C

P
   ;k l k

l lC C  

0 1;l

l lC C    1 ;lC l    0 1 2 ... 2 .l l

l l l lC C C C  

Приклад 3. Шістнадцять варіантів контрольної роботи написані на окре-

мих картках і розподіляються випадковим чином серед 14 студентів, які сидять 

в одному ряду. Кожний студент отримує одну картку. Знайти ймовірність того, 
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що: а) варіанти 1 і 2 не будуть використані; б) варіанти 1 і 2 видадуть студен-

там, які сидять поруч. 

Розв’язання. Маємо випробування розподілу 16 білетів серед 14 студен-

тів. У цьому разі події відрізняються одна від одної не лише номерами варіан-

тів, що розподіляються серед студентів, а й порядком розподілу. Тому такі 

сполучення називають розміщеннями, а кількість таких розміщень визначаєть-

ся за формулою (3): 

14

16

16!
.

2!
n A  

а) Позначимо через А подію, яка полягає в тому, що варіанти 1 і 2 зали-

шаться нерозподіленими. Тоді інші 14 білетів розподіляться серед 14 студен-

тів. Такі сполучення називають перестановками, а їх кількість визначається за 

формулою (4): 

m = Р14 = 14! 

Отже, застосувавши класичну формулу ймовірності (1), матимемо: 

14!· 2! 1
0,008.

16! 15 · 8

m
P A

n
 

б) Нехай подія В полягає в тому, що варіанти 1 і 2 видані студентам, які 

сидять поруч. У ряду із 14 місць є 13 пар сусідніх місць, причому в кожній парі 

варіанти можуть розподілятися двома способами: 

m1 = 13 · 2 = 26. 

Інші 14 варіантів білетів розподіляються між 12 студентами 

12

2 14

14!

2!
m A  

способами. Тому події В сприяють 

1 2

14!
· 26 ·

2!
m m m  

наслідків. 

Отже, імовірність події В 

26 ·14!· 2! 13
0,108.

2!·16! 120
P B   

Приклад 4. У податковій адміністрації зареєстровано 6 приватних і 

4 державних підприємства. Знайти ймовірність того, що серед навмання вибра-

них трьох підприємств приватними будуть: а) три; б) два; в) не більше одного. 

Розв’язання. Оскільки, не ставиться умова впорядкованості підмножини 

із вибраних трьох підприємств, то потрібно використати комбінації. 
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Тоді 
3

10

10! 7! 8 9 10
120

3! 7! 1 2 3 7!
n C . Для пункту а) одержимо: 

m = 3

6С = 20. 
20 1

120 6
P A . 

Пункт б) відрізняється від попереднього тим, що вибрана тут група із 

трьох підприємств включає два приватні й одне державне. За правилом мно-

ження одержимо: m = 2 1

6 4C C = 15 · 4 = 60. 
60 1

120 2
P B . 

Для виконання пункту в) розкриємо зміст словосполучення «не більше 

одного». Воно означає «одне або жодного». 

Тоді m = 1 2 3

6 4 4C C C  = 6 · 6 + 4 = 40. 
40 1

120 3
P С .  

§3. Основні формули додавання і множення ймовірностей 

Імовірність суми двох довільних випадкових подій А і В дорівнює сумі їх 

імовірностей без імовірності їхнього добутку, тобто 

Р(A + В) = Р(А) + Р(В) – Р(A · B). 

Якщо події А і В несумісні, то Р(А · В) = 0. Тоді 

Р(А + В) = Р(А) + Р(В). 

Якщо випадкові події A1, А2, ..., An попарно несумісні, то ймовірність поя-

ви хоча б однієї з цих подій дорівнює сумі їх імовірностей: 

Р(А1 + А2 + ... + Аn) = Р(A1) + Р(A2) + ... + Р(Аn). 

Сума ймовірностей випадкових подій А1, А2, ..., Аn, які утворюють повну 

групу, дорівнює одиниці, тобто 

Р(А1) + Р(А2) + ... + Р(Аn) = 1. 

Зокрема, для протилежних подій А і A  виконується рівність 

1 .P A P A  

Випадкові події А та В називають залежними, якщо ймовірність появи 

однієї з них залежить від появи або непояви іншої. В іншому випадку події А 

та В називають незалежними. 

Імовірність події В, обчислена за умови появи події А, називають умов-

ною ймовірністю події В (за умови появи події А) і позначають Р(В/А) або 

РА(В). 

Якщо події А та В незалежні, то РА(В) = Р(В), і навпаки, РВ(А) = Р(A). 

Імовірність добутку двох випадкових подій А і В дорівнює добутку ймо-

вірності однієї з цих подій на умовну ймовірність іншої події за умови, що пе-

рша подія відбулася, тобто 

Р(A · В) = Р(А) · Р(В/А) = Р(В) · Р(А/В) 
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або 

Р(A · В) = Р(А) · РА(В) = Р(В) · РB(А). 

Якщо події незалежні, то 

Р(A · В) = Р(А) · Р(В). 

Нехай є n незалежних випадкових подій А1, А2, ..., Аn. Імовірність появи 

хоча б однієї з цих подій визначається за формулою 

Р(A1 +А2 + ... + Аn) = 1 21 · · ... · .nP A P A P A  

Приклад 5. Мішень складається з трьох областей. Імовірність влучення 

стрільцем у першу область мішені дорівнює 0,45, у другу область — 0,35, у 

третю — 0,15. Яка ймовірність того, що при одному пострілі стрілець влучить: 

а) у першу або в другу область; б) не влучить у мішень? 

Розв’язання. Уведемо позначення: 

подія А1 = {влучення в першу область}; 

подія А2 = {влучення в другу область}; 

подія А3 = {влучення в третю область}; 

подія А4 = {невлучення в мішень}. 

Тоді Р(A1) = 0,45; Р(A2) = 0,35; Р(A3) = 0,15. 

а) При одному пострілі події А1, А2, А3 несумісні. Тому 

Р(A1 + А2) = Р(А1) + Р(А2) = 0,45 + 0,35 = 0,8. 

б) Події A1, А2, А3, А4 попарно несумісні та утворюють повну групу випа-

дкових подій. Тому 

Р(A1) + Р(А2) + Р(А3) + Р(A4) = 1. 

Отже, 

Р(A4) = 1 – Р(A1) – Р(A2) – Р(A3) = 1 – 0,45 – 0,35 – 0,15 = 0,05.  

Приклад 6. Робітник обслуговує одночасно три верстати. Імовірність по-

рушення протягом години для першого верстата дорівнює 0,1, для другого — 

0,15, для третього — 0,2. Яка ймовірність того, що: а) усі три верстати працю-

ватимуть протягом години; б) хоча б один з них не вийде з ладу? 

Розв’язання. А1 = {перший верстат працюватиме протягом години}; 

А2 = {другий верстат працюватиме протягом години}; А3 = {третій верстат 

працюватиме протягом години}. 

а) Позначимо подію A = {усі три верстати працюватимуть протягом годи-

ни}. Тоді А = А1 · А2 · А3. Події А1, А2, А3 є незалежними, тому Р(A) = 

= Р(А1 · А2 · А3) = Р(А1) · Р(А2) · Р(А3) = (1 – 0,1) · (1 – 0,15) · (1 – 0,2) = 0,612. 

б) В = {хоча б один з трьох верстатів не вийде з ладу}. Тоді В = А1 + А2 + А3. 

Події А1, А2, А3 є сумісними, тому скористатися теоремою про суму сумісних по-

дій ми не можемо, оскільки вона має місце лише для двох сумісних подій. Через 

це представимо подію В як 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3· · · · · · · ·B A A A A A A A A A A A A  

1 2 3 1 2 3 1 2 3· · · · · · .A A A A A A A A A  Події, що є доданками даної суми, є вже між 
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собою несумісними. Тому ймовірність суми несумісних подій дорівнює суми 

їх ймовірностей. Проте даний спосіб є нераціональним, тому запропонуємо 

інший. Подія B  = {усі три верстати вийдуть з ладу} є протилежною до події В. 

Тому 1 .P B P B  
1 2 3· · .B A A A  

1 2 3 1 2 3· · · ·P B P A A A P A P A P A  

0,1· 0,15 · 0,2 0,003.   

§4. Формула повної ймовірності. Формула Байєса 

Якщо випадкова подія А може відбутися лише сумісно з однією із несумі-

сних між собою подій В1, В2, ..., Вn, що утворюють повну групу, то ймовірність 

появи події А обчислюється за формулою повної ймовірності 

1

· .
k

n

k B

k

P A P B P A  (6) 

В умовах теореми невідомо, з якою із несумісних подій В1, В2, ..., Вn від-

будеться подія А. Тому появу кожної з цих подій можна вважати гіпотезою, а 

Р(Вk) — імовірністю k-ї гіпотези. 

Якщо в результаті проведеного випробування відбулася подія А, то умов-

на ймовірність РA(Вk) може не дорівнювати Р(Вk). Щоб отримати умовну ймо-

вірність, використовують формулу Байєса: 

1

· ·
.

·

k k

k

k B k B

A k n

k B

k

P B P A P B P A
P B

P A
P B P A

 
(7) 

Приклад 7. Деталі, виготовлені цехом заводу, потрапляють для перевірки 

їхньої стандартності до одного з двох контролерів. Імовірність того, що деталь 

потрапить до першого контролера, дорівнює 0,6, до другого — 0,4. Імовірність 

того, що придатна деталь буде визнана стандартною першим контролером, до-

рівнює 0,94, другим — 0,98. Придатна деталь при перевірці визнана стандарт-

ною. Знайти ймовірність того, що деталь перевіряв:  

• перший контролер; 

• другий контролер. 

Розв’язання. Позначимо такі події: 

А = {придатна деталь визнана стандартною}; 

В1 = {деталь перевіряв перший контролер}; 

В2 = {деталь перевіряв другий контролер}. 

Тоді згідно з умовою задачі 

P(B1) = 0,6;  P(B2) = 0,4;   
1

0,94BP A ;   
2

0,98.BP A  

Згідно з формулою Байєса (7) маємо 

11

1

· 0,6 · 0,94 141
0,59;

0,6 · 0,94 0,4 · 0,98 239

B

A

P B P A
P B

P A
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22

2

· 0,4 · 0,98 98
0,41.

0,6 · 0,94 0,4 · 0,98 239

B

A

P B P A
P B

P A
  

§5. Незалежні повторні випробування. Формула Бернуллі 

Формула Бернуллі 

Нехай проводиться п незалежних випробувань, причому ймовірність поя-

ви події А в кожному випробуванні одна й та сама, тобто не залежить від її по-

яви в інших випробуваннях. Таку серію повторних незалежних випробувань 

називають схемою Бернуллі. Прикладом повторних незалежних випробувань є 

підкидання монети певну кількість разів, стрільба по мішені тощо. 

Нехай випадкова подія А може відбутися в кожному випробуванні з одна-

ковою ймовірністю Р(A) = р або не відбутися з імовірністю q = 1 – p. Імовір-

ність того, що при n випробуваннях подія А відбудеться m разів, визначається 

за формулою Бернуллі: 

· · .m m n m

n nP m C p q  (8) 

Імовірність появи події А в n випробуваннях m разів, де число m перебу-

ває між числами k1 і k2, 0  k1  k2  n, знаходиться за формулою 

Рn(k1  m  k2) = Рn(k1) + Рn(k1 + 1) + ... + Рn(k2). 

Імовірність появи події А в n випробуваннях хоча б один раз 

Рn(1  m  n) = 1 – q
n
. 

Найімовірніша кількість m0 появи події А в n випробуваннях визначається 

з нерівностей 

n · p – q  m0  n · p + p. 

Якщо ймовірність появи події А в кожному випробуванні дорівнює р, то 

кількість n випробувань, які необхідно здійснити, щоб з ймовірністю Р можна 

було стверджувати, що подія А відбудеться хоча б один раз, обчислюється за 

формулою 

ln 1
.

ln 1

P
n

p
 

Приклад 8. Прилад складено з 10 блоків, надійність кожного з яких 0,8. 

Блоки можуть виходити з ладу незалежно один від одного. Знайти ймовірність 

того, що: 

а) відмовлять два блоки; 

б) відмовить хоча б один блок; 

в) відмовлять не менше двох блоків. 

Знайти найімовірнішу кількість блоків, що вийдуть з ладу. 
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Розв’язання. Позначимо подію А= {відмова блока}. Тоді 

Р(A) = р = 1 – 0,8 = 0,2. 

Тому q = 0,8. За умовою задачі n = 10. Застосувавши формулу Бернуллі 

(8) та наслідки з неї, матимемо: 

а) 
2 82 2 8

10 102 45 · 0,2 · 0,8 0,302;P C p q  

б) 
1010

10 1 10 1 1 0,8 0,893;P m q  

в) 
0 10 1 10 1

10 10 10 10 102 10 1 0 1 1 · 0,2 · 0,8 · 0,2 · 0,8 0,624.P m P P C C  

Найімовірнішу кількість блоків, що вийдуть з ладу, знайдемо з нерівнос-

тей 

n · p – q  m0  n · p + p, 

тобто 

10 · 0,2 – 0,8  m0  10 · 0,2 + 0,2. 

Отже, 

m0 = 2.  

Граничні теореми у схемі Бернуллі 

Для наближеного обчислення ймовірності появи події А у n незалежних 

випробуваннях m разів схеми Бернуллі при великих n і малих р таких, що 

nр < 10, доцільно використовувати формулу Пуассона: 

, .
!

m

nP m e np
m

 

Приклад 9. Підручник надруковано тиражем 90000 примірників. Імовір-

ність неправильного брошурування підручника дорівнює 0,0001. Знайти ймо-

вірність того, що тираж має 5 бракованих підручників. 

Розв’язання. Брошурування підручника можна розглядати як випробу-

вання, що вкладається в схему Бернуллі. Кількість випробувань n велика, а 

ймовірність кожного випробування р незначна. Тому в цьому разі доцільно за-

стосувати формулу Пуассона. Згідно з умовою задачі маємо 

n = 90000, р = 0,0001. 

Отже, при  = np = 9 маємо 

5
9

90000

9
5 0,0607.

5!
P e   

Локальна теорема Муавра — Лапласа. Якщо у схемі Бернуллі кількість 

випробувань n достатньо велика, а ймовірність р появи події А в усіх випробу-

ваннях однакова та відмінна від нуля й одиниці, то ймовірність появи m разів 

події А можна знайти наближено за формулою  
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1
,nP m x

npq
 

де 

2

21

2

x

x e  — функція Гаусса, .
m np

x
npq

 

Інтегральна теорема Муавра — Лапласа. Якщо у схемі Бернуллі кіль-

кість випробувань n достатньо велика, а ймовірність р появи події А в усіх ви-

пробуваннях однакова та відмінна від нуля й одиниці, то ймовірність появи 

події A не менше m1 і не більше m2 разів можна знайти за наближеною форму-

лою 

1 2 2 1 ,nP m m m Ф x Ф x  

де 

2

2

0

1

2

x t

Ф x e dt  — інтегральна функція Лапласа, 1

1

m np
x

npq
, 2

2

m np
x

npq
. 

Зазначимо, що для функцій Гаусса та Лапласа складені спеціальні таблиці 

(див. додаток). 

Приклад 10. Відомо, що 30 лампочок зі 100 на даному виробництві є 

бракованими. Партія лампочок у кількості 500 штук була одержана магазином 

для реалізації. Знайти ймовірність того, що з них бракованими виявиться: 

а) 155 штук; 

б) не менше 100 і не більше 200 штук. 

Розв’язання. Оскільки n = 500 є достатньо великим числом, то використо-

вувати формулу Бернуллі нераціонально. Зазначимо, що в даній задачі має мі-

сце схема Бернуллі, оскільки випуск бракованої лампочки (ймовірність дорів-

нює 
30

100
) не залежить від того, чи були бракованими попередні. 

а) Оскільки m = 155, то використаємо локальну формулу Муавра —

 Лапласа 
1

.nP m x
npq

 

У нашому випадку 
155 500 · 0,3

500 · 0,3 · 0,7
x 0,49, (0,49) = 0,3538. Отже, 

500

1
155 ·0,3538 0,033.

500 · 0,3 · 0,7
P  

б) Оскільки 100  m  200, то використаємо інтегральну формулу Лапласа 

1 2 2 1 .nP m m m Ф x Ф x  
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У нашому випадку 2

200 500 · 0,3

500 · 0,3 · 0,7
x 4,88, 1

100 500 · 0,3

500 · 0,3 · 0,7
x –4,88. 

Оскільки функція Лапласа є непарною, тобто Ф(–x) = –Ф(х), то Ф(–4,88) =  

= –Ф(4,88) = 0,4999.  

Отже, 
500 100 200 4,88 4,88 0,49 0,49 0,98.P m Ф Ф   

Теорема Бернуллі. Якщо в n незалежних випробуваннях імовірність р 

появи події А однакова й подія А відбудеться m разів, то для будь-якого додат-

ного числа  > 0 виконується рівність 

lim 0,
n

m
P p

n
 

тобто подія, для якої відхилення визначається формулою 

m
p

n
 

 

при великих значеннях n майже неможлива. Тому протилежна подія 

m
p

n
 

майже достовірна: 

lim 1.
n

m
P p

n
 

Дану формулу можна записати так: 

2 .
m n

P p Ф
n pq

 

Ці формули доцільно застосовувати за умови n > 100, npq > 20. 

Приклад 11. Імовірність появи події в кожному із 625 незалежних випро-

бувань дорівнює 0,8. Знайти ймовірність того, що відносна частота появи події 

відхиляється від імовірності за абсолютною величиною не більше ніж на 0,04. 

Розв’язання. За умовою задачі 

n = 625;   p = 0,8;   q = 0,2;    = 0,04. 

Потрібно знайти 0,8 0,04 .
m

P
n

 

За теоремою Бернуллі маємо 

625
0,8 0,04 2 0,04 2 2,5 2 · 0,4938 0,9876.

0,8 · 0,2

m
P Ф Ф

n
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Приклад 12. Імовірність появи деякої події в кожному з незалежних ви-

пробувань дорівнює 0,5. Знайти кількість випробувань n, при якій з імовірніс-

тю 0,7698 можна очікувати, що відносна частота появи події відхилиться від її 

ймовірності за абсолютною величиною не більше ніж на 0,02. 

Розв’язання. За умовою задачі 

р = 0,5; q = 0,5;  = 0,02. 

Потрібно знайти кількість випробувань n, для якої 

0,8 0,02 0,7698.
m

P
n

 

За теоремою Бернуллі маємо 

0,8 0,02 2 0,02 0,7698.
0,5 · 0,5

m n
P Ф

n
 

Звідси 

0,04 0,3849.Ф n  

Визначивши за додатком аргумент інтегральної функції Лапласа, при 

якому ця функція дорівнює 0,3849, отримаємо рівняння 

0,04 1,2.n  

Отже, 

2
1,2

900.
0,04

n   

§6. Випадкові величини 

Дискретні випадкові величини 

Випадковою величиною, пов’язаною з даним імовірнісним експериментом, 

називають величину, яка при кожному проведенні цього експерименту набуває 

певного числового значення, причому заздалегідь невідомо, якого саме. 

Випадкову величину називають дискретною, якщо множина її можливих 

значень є скінченною або зліченною множиною. 

Законом розподілу випадкової величини називають відповідність, що 

встановлює зв’язок між можливими значеннями випадкової величини та відпо-

відними їм імовірностями. 

У випадку дискретної випадкової величини закон розподілу найзручніше 

описувати за допомогою ряду розподілу — таблиці, де наведено всі можливі 

значення цієї випадкової величини та відповідні їм імовірності: 

Х x1 x2 ... xn 

Р p1 p2 ... pn 
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причому ,i ip P X x   
1

1.
n

i

i

p  

Ламану з вершинами в точках (хі, pі) називають многокутником розподілу 

(рис. 1). 

0 x1 x2 x3 xn–1 xn X

pn

p1

p3

pn–1

p2
P

...
 

Рис. 1 

Інший спосіб задання розподілу випадкової величини — аналітичний — 

зазначення її функції розподілу. 

Функцією розподілу випадкової величини Х називають функцію F(х), зна-

чення якої дорівнює ймовірності того, що випадкова величина X набуде зна-

чення, яке менше х, тобто 

F(х) = Р(X < x). 

Найважливішими є такі типи дискретних розподілів: рівномірний, біномі-

альний, показниковий, геометричний, гіпергеометричний. 

Біноміальний розподіл (розподіл Бернуллі) — це розподіл випадкової ве-

личини, яка набуває значень і {0, 1, ..., n} з імовірностями 

1 ,
n ii i

i np C p p  

де р (0; 1). Біноміальний розподіл має випадкова величина, яка дорівнює кіль-

кості «успіхів» у серії з n незалежних випробувань, у кожному з яких «успіх» 

відбувається з імовірністю р. 

Рівномірний розподіл — це розподіл випадкової величини, яка набуває n 

різних значень з однаковими ймовірностями 

1
.ip

n
 

Показниковий розподіл (розподіл Пуассона) — це розподіл випадкової ве-

личини, яка набуває значень k {0, 1, 2, ..., n} з імовірностями 

,
!

k

nP k e
k

 

де  = np, n  , p  0. 
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Геометричний розподіл — це розподіл випадкової величини, яка набуває 

значень k {1, 2, ...} з імовірностями 
1,k

kp pq  

де q = 1 – p. Геометричний розподіл має випадкова величина, яка дорівнює кі-

лькості спроб до першого «успіху» в серії незалежних випробувань, у кожному 

з яких імовірність успіху дорівнює р. 

Гіпергеометричний розподіл — це розподіл випадкової величини, яка на-

буває значень k {0, 1, ..., m} з імовірностями 

,
k m k

n N n

k m

N

C C
p

C
 

де n  m, N  n. 

Гіпергеометричний розподіл має така випадкова величина. Нехай у ящи-

ку міститься N однакових за фізичними властивостями кульок, серед яких S бі-

лих і (N – S) чорних. З ящика навмання виймається m кульок. Тоді випадкова 

величина X, яка дорівнює кількості білих кульок серед m вийнятих, має гіпер-

геометричний розподіл. 

Приклад 13. Нехай випадкова величина X дорівнює кількості номерів, 

угаданих гравцем у лотереї «6 із 39». Побудувати ряд розподілу випадкової ве-

личини X. Знайти значення функції розподілу в точці x = 3. 

Розв’язання. Випадкова величина X має гіпергеометричний розподіл. 

Справді, процес розіграшу можна змоделювати так: у лототроні (ящику) міс-

титься N = 39 однакових за фізичними властивостями кульок, серед яких S = 6 

«білих» (так можна називати кульки, які в результаті розіграшу випадуть) і  

N – S = 33 «чорних». Вважатимемо, що кульки добре перемішані. Тому можна 

вважати, що з 39 кульок навмання виймається m = 6 шт. Тоді X — це кількість 

«білих» кульок серед шести вибраних (це номери, які загадані гравцем). 

Очевидно, випадкова величина X набуває значень від 0 до 6, причому 
6

6 33

6

39

·
.

i iC C
P X i

C
 

Виконавши підрахунки для і = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, отримаємо: 

X 0 1 2 3 4 5 6 

P 
1107568

3262623
 
1424016

3262623
 

613800

3262623
 

109120

3262623
 

7920

3262623
 

198

3262623
 

1

3262623
 

Значення функції розподілу Р(х) випадкової величини X у точці х = 3 

F(3) = Р(X < 3) = Р(X = 0 або X = 1 або X = 2) = 

= P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2). 
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Іншими словами, імовірність нічого не виграти, заповнивши один лоте-

рейний квиток, дорівнює 

1107568

3262623
 + 

1424016

3262623
 + 

613800

3262623
 = 

3145384

3262623
  0,9641.  

Числовими характеристиками випадкової величин є математичне споді-

вання, дисперсія, середнє квадратичне відхилення. 

Математичним сподіванням дискретної випадкової величини називають 

число, яке дорівнює сумі всеможливих добутків значень випадкової величини 

та їх імовірностей: 

1

.
n

i i

i

M X x p  

Математичне сподівання має такі властивості. 

Властивість 1. М(С) = С, де С = const. 

Властивість 2. M(kX) = kM(X). 

Властивість 3. M(X + Y) = M(X) + M(Y). 

Властивість 4. M(XY) = M(X) · M(Y), де X і Y — незалежні випадкові ве-

личини. 

Дисперсією випадкової величини називають математичне сподівання ква-

драта відхилення випадкової величини від її математичного сподівання: 

D(X) = M(X – M(X))
2
. 

Дана формула еквівалентна формулі  

D(X) = M(X
2
) – (M(X))

2
. 

Дисперсія має такі властивості: 

Властивість 1. D(X)  0. 

Властивість 2. D(C) = 0, C = const. 

Властивість 3. D(kX) = k
2
 · D(X). 

Властивість 4. D(X + Y) = D(X) + D(Y), де X і Y — незалежні випадкові 

величини. 

Для дискретної випадкової величини дані формули можна записати так: 

2

1

·
n

i i

i

D X x M x p ,   
22

1

·
n

i i

i

D X x p M X . 

Середнім квадратичним відхиленням випадкової величини називають чи-

сло (X) = D X . 

Дисперсія та середнє квадратичне відхилення характеризують ступінь роз-

сіювання значень випадкової величини навколо її математичного сподівання. 

Приклад 14. Норма прибутку акцій є випадковою величиною, закон роз-

поділу якої є таким: 

X 59 42 6 –6 –12 

P 0,1 0,3 0,3 0,2 0,1 
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Знайти сподівану норму прибутку, а також середнє квадратичне відхи-

лення даної випадкової величини.  

Розв’язання. 

1

59·0,1 42·0,3 6·0,3 6 ·0,2 12 ·0,1 17,9.
n

i i

i

M X x p  

2 222 2 2 2

1

· 59 ·0,1 42 ·0,3 6 ·0,3 6 ·0,2 12 ·0,1
n

i i

i

D X x p M X  

217,9 589,29.  

(X) = 559,29 24,28.D X   

Неперервні випадкові величини 

Неперервною випадковою величиною називають величину, функція розпо-

ділу якої є неперервною. 

Найпростішим і найпоширенішим способом задання розподілу непере-

рвної випадкової величини є задання її функції розподілу F(x). Крім того, мож-

на задати випадкову величину і через густину розподілу випадкової величини 

(диференціальною функцією розподілу) f(x): 

f(x) = F  (x). 

Очевидно, що: 

1) f(x)  0; 

2) 1f x dx ; 

3) ; .P X P X F F f x dx  

Якщо відома диференціальна функція, то формула для обчислення інтег-

ральної функції F(x) має вигляд: 

.

x

F x f t dt  

Найважливішими є такі типи неперервних розподілів: рівномірний, нор-

мальний та експоненціальний. 

Розподіл випадкової величини називають рівномірним на [a; b], якщо ди-

ференціальна функція має вигляд: 

0, якщо ;

1
, якщо ;

0, якщо .

x a

f x a x b
b a

x b
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Функція розподілу має вигляд: 

0, якщо ;

, якщо ;

1, якщо .

x a

x a
F x a x b

b a

x b

 

Розподіл випадкової величини називають експоненціальним (показнико-

вим) з параметром  > 0, якщо його диференціальна функція має вигляд: 

0, якщо 0;

, якщо 0.x

x
f x

e x
 

Функція розподілу має вигляд: 

0, якщо 0;

1 , якщо 0.x

x
F x

e x
 

Розподіл випадкової величини називають нормальним з параметрами a та 

, якщо його густина розподілу має вигляд: 
2

221
.

x a

f x e  

Функція y = f(x) швидко спадає, якщо x  . Площа фігури, обмеженої 

графіком функції y = f(x) і віссю Ох, дорівнює 1. 

Імовірність того, що нормально розподілена величина набуде значення, 

яке належить відрізку [ ; ], обчислюється так: 

,
a a

P X Ф Ф  

де Ф(х) — інтегральна функція Лапласа.  

Зазначимо, що ймовірностний зміст параметрів a та  полягає втому, що 

, .a M X D X  

Імовірність того, що відхилення нормально розподіленої величини від 

свого математичного сподівання за абсолютною величиною не перевищить де-

яке число   0, обчислюють так: 

2 .P X a Ф  

Приклад 15. Випадкова величина X розподілена за нормальним законом, 

математичне сподівання якого a = 4. Знайти ймовірність того, що випадкова 

величина відхилиться від свого математичного сподівання на величину, що не 

перевищує потроєного середнього квадратичного відхилення. 
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Розв’язання.  

2 .P X a Ф  

4 3 2 ;P X Ф  

4 3 2 3 ;P X Ф  

4 3 2·0,49865 0,9973.P X   

Даний приклад дає можливість сформулювати правило «трьох »: норма-

льно розподілена випадкова величина набуває своїх значень з інтервалу  

[a – 3 ; a + 3 ], якщо ж ця випадкова величина набуває значень за межами да-

ного інтервалу, то вони є малоймовірними. 

Математичним сподіванням неперервної випадкової величини називають 

число  

.M X x f x dx  

Дисперсію неперервної випадкової величини обчислюють як 

2

,D X x M X f x dx  

або за другою розрахунковою формулою, 

22 .D X x f x dx M X  

Приклад 16. Випадкову величину X задано густиною розподілу: 

0, якщо 0;

1 1
, якщо 0< ;

42

1 2
16 , якщо ;

4 4

2
0, якщо .

4

x

x
x

f x
x x

x

 

Знайти числові характеристики даної випадкової величини. 
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Розв’язання. Математичне сподівання випадкової величини Х обчислимо 

за формулою :M X x f x dx  

1 2 1

0 4 4 4

10 02
4 4

1 1
· 0 · ·16 · 0

22
M X x dx x dx x xdx x dx xdx

x
 

1
2 3 24

4 32 4
2

1
1

4
4

0

1 2 1
16 · 16 · 0,1940.

32 3 6 24

2

x x
x dx  

За формулою 
22D X x f x dx M X  знайдемо дисперсію випад-

кової величини Х: 

1 2
20 4 4

2 2 2 2

10 2
4 4

1 2 1
· 0 · ·16 · 0

6 242
D X x dx x dx x xdx x dx

x
 

1
1 2 5 24
4 4 42 4

3

1
10

4
4

0

1 1 11 2 2 1
16 · 16 · 0,0155.

52 2 4 192 72 72 240

2

x x
x xdx x dx  

Середнє квадратичне відхилення випадкової величини X 

2 1
X 0,1244.

72 240
X D   

§7. Закон великих чисел 

За певних умов сумарна поведінка великої кількості випадкових величин 

є передбачуваною. Це випливає з теорем, які носять загальну назву — закон 

великих чисел. 

Закони великих чисел описують стійкість середніх значень масових випад-

кових явищ. Історично першим законом великих чисел була теорема Бернуллі.  

Теорема Бернуллі. Нехай m — кількість появ події А в серії n незалеж-

них випробовувань, у кожному з яких подія А відбувається з імовірністю p. То-

ді для довільного  > 0 справджується рівність 

lim 1.
n

m
P p

n
 



 23 

Лема Чебишева. Якщо всі можливі значення випадкової величини X є 

невід’ємними, тоді ймовірність того, що вона при випробовуванні набере зна-

чення, більшого від певного додатного числа b, не більше від дробу 
M X

b
: 

P(X > b)  
M X

b
. 

Нерівність Чебишева. Імовірність того, що відхилення випадкової вели-

чини X від її математичного сподівання за абсолютною величиною не переви-

щить деяке число  > 0, не менше від: 

2
1 .

D X
P X M X  

Теорема Чебишева. Нехай Xi — попарно незалежні випадкові величини, 

рівномірно обмежені за дисперсіями (D(Xi)  C, i = 1, 2, ..., n). Тоді для довіль-

ного  > 0  

1 1

1 1
lim 1.

n n

i i
n

i i

P X M X
n n

 

Проте зручніше записати дану теорему у вигляді 

2
1 1

1 1
1 .

n n

i i

i i

C
P X M X

n n n
 

Центральна гранична теорема Ляпунова. Якщо Xi, i = 1, 2, ..., n — по-

парно незалежні однаково розподілені випадкові величини з математичним 

сподіванням M(Xi) = а і D(Xi) = 
2
, то за великого n розподіл суми 

X1 + X2 + ... + Xn = X близький до нормального закону. 

Як наслідок зі сказаного вище, можна отримати формулу, яка має велике 

практичне застосування: 

2 2 .
1

m m n
P p Ф Ф

n n p pD X
 

Приклад 17. Використовуючи нерівність Чебишева, знайти ймовірність 

події А, яка полягає в тому, що випадкова величина X набуде значення, яке від-

різнятиметься від математичного сподівання М(Х) на величину, що не переви-

щує потроєного середнього квадратичного відхилення. Чи зміниться відповідь, 

якщо відомо, що випадкова величина X має нормальний розподіл? 

Розв’язання. За нерівністю Чебишева 

2

8
3 1 1 .

9 93

D X D X
P A P X M X X

D XX
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Отже, 

8
0,89.

9
P A  

Якщо X має нормальний розподіл (див. приклад 15), то 

3
3 2 2 3 0,9973.

X
P A P X M X X Ф Ф

X
  

Приклад 18. При виробництві дискет брак становить 1%. Скільки дискет 

потрібно відібрати для перевірки якості, щоб з імовірністю 0,95 можна було 

стверджувати, що у випадковій вибірці дискет відсоток бракованих відрізня-

ється від 1% не більш як на 0,5%? 

Розв’язання. Кількість бракованих дискет є випадковою величиною 

X = X1 + X2 + ... + Xn, 

де X1, X2, ..., Xn — незалежні однаково розподілені випадкові величини; Xi — 

випадкова величина, яка дорівнює кількості бракованих дискет при виготов-

ленні однієї дискети, тобто Xi може набувати значення або 0, або 1 з імовірніс-

тю відповідно 0,99 і 0,01. Якщо n — досить велике число, то за центральною 

граничною теоремою розподіл випадкової величини X близький до нормально-

го. Тому 

2 2 ,
1

m n
P p Ф Ф

n p pD X
 

де 
m

n
 — частота браку; р = 0,01;  = 0,005; n — невідома кількість дискет. Чи-

сло n потрібно вибрати таким, щоб 

0,01 0,005 2 0,005 0,95.
0,01· 0,99

m n
P Ф

n
 

Іншими словами, 

0,5 0,475.
99

n
Ф  

За таблицею значень функції Лапласа (дод. 2) знаходимо значення аргу-

менту х таке, що Ф(х) = 0,475: 

х = 1,96. 

Розв’язавши рівняння 0,5 1,96,
99

n
 отримаємо: 

2
1,96

99 · 1522.
0,5

n   
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МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА 

§1. Елементи математичної статистики. Вибірковий метод 

Нехай для вивчення кількісної (дискретної чи неперервної) ознаки X із 

генеральної сукупності отримано вибірку x1, x2, ... , хn обсягом n. 

Якщо записати елементи вибірки в порядку зростання, отримаємо варіа-

ційний ряд. 

Спостережувані різні значення xі ознаки X називають варіантами, кіль-

кість значень однієї варіанти у вибірці — її частотою nі (сума частот усіх варі-

ант дорівнює обсягу вибірки), відношення частоти до обсягу вибірки — відно-

сною частотою або емпіричною ймовірністю i

i

n

n
 (сума відносних частот 

усіх варіант дорівнює одиниці). 

Статистичним розподілом вибірки називають перелік варіант варіацій-

ного ряду з відповідними їм частотами і/або відносними частотами. Статисти-

чний розподіл також задають у вигляді послідовності замкнених справа напіві-

нтервалів і відповідних їм частот і/або відносних частот (частотою інтервалу 

вважають суму частот усіх варіант з даного інтервалу). 

Щоб підкреслити зазначені відмінності в першому випадку говорять про 

точковий, а в другому — про інтервальний статистичний розподіл вибірки. 

Приклад 1. Під час дослідження кількісної ознаки X із генеральної суку-

пності було отримано вибірку 

4, 3, 6, 4, 7, 2, 5, 1, 2, 5, 4, 4, 3, 5, 6, 3, 4, 1, 3, 4. 

Знайти обсяг вибірки, побудувати варіаційний ряд вибірки та її статисти-

чний розподіл.  

Розв’язання. Оскільки вибірка складається з 20 значень, то обсяг вибірки 

n = 20. 

Побудуємо варіаційний ряд вибірки: 

1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 7. 

У даній вибірці всього сім різних значень, тобто варіант: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

Знайдемо їх частоти: 

n1 =2; n2 = 2; n3 = 4; n4 = 6; n5 = 3; n6 = 2; n7 = 1. 

Запишемо шуканий статистичний розподіл: 

xi 1 2 3 4 5 6 7  

ni 2 2 4 6 3 2 1  
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Емпіричною функцією розподілу називають функцію 

* ,xn
F x

n
 

де nх — кількість елементів вибірки, менших від х (тобто сума частот усіх варі-

ант, менших від х); n — обсяг вибірки. 

Емпірична функція розподілу має такі властивості. 

Властивість 1. Емпірична функція розподілу F*(х) невід’ємна і не пере-

вищує одиниці при будь-яких значеннях х: 

F*(х) [0; 1]. 

Властивість 2. Емпірична функція розподілу F*(х) неспадна: 

х < у  F*(х)  F*(у). 

Властивість 3. Якщо х1 — найменша варіанта, а хn — найбільша, то емпі-

рична функція розподілу F*(х) = 0 при х  x1 і F*(х) = 1 при х > хn. 

Приклад 2. Знайти емпіричну функцію розподілу за даним розподілом 

вибірки: 

xi 3 5 7 10 15 

ni 2 4 7 4 3 

Розв’язання. Знайдемо обсяг вибірки: 

n = 2 + 4 + 7 + 4 + 3 = 20. 

Оскільки найменша варіанта дорівнює трьом, 

F*(x) = 0, 

якщо х  3. 

Значення X < 5, а саме значення х1 = 3 спостерігалося двічі, тому 

2
* 0,1

20
F x , 

якщо 3 < x  5. 

Значення X < 7, а саме х1 = 3 і x2 = 5 спостерігалися 2 + 4 = 6 разів, тому 

6
* 0,3

20
F x , 

якщо 5 < х  7. 

Значення X < 10, а саме х1 = 3, x2 = 5 і x3 = 7 спостерігалися 2 + 4 + 7 = 13 

разів, тому 

13
* 0,65

20
F x , 

якщо 7 < х  10. 
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Значення X < 15, а саме х1 = 3, x2 = 5, x3 = 7 і x4 = 10 спостерігалися 2 + 4 + 

+ 7 + 4 = 17 разів, тому 

17
* 0,85

20
F x , 

якщо 10 < x  15. 

Оскільки x5 = 15 — найбільша варіанта, то 

F*(х) = 1 

якщо х > 15. 

Отже, запишемо шукану емпіричну функцію: 

0, якщо 3;

0,1, якщо 3 5;

0,3, якщо 5 7;
*

0,65, якщо 7 10;

0,85, якщо 10 15;

1, якщо 15.

x

x

x
F x

x

x

x

 

Графік цієї функції зображено на рис. 1. 

0

F* x( )

x

0,1

0,3

0,65

0,85

1

3 5 7 10 15    

Рис. 1 

Полігоном частот називають ламану, відрізки якої з’єднують точки 

(х1, n1), (х2, n2), ..., (хk, nk), 

де xі — варіанти вибірки; ni — відповідні частоти, і = 1, 2, ... . 

Полігоном відносних частот називають ламану, відрізки якої з’єднують 

точки 

(х1, 1), (х2, 2), ..., (хk, k). 

де xі — варіанти вибірки; i — відповідні емпіричні ймовірності, і = 1, 2, ... . 

Гістограмою частот називають ступінчасту фігуру, що складається з 

прямокутників, основами яких є частинні інтервали довжиною , а висоти до-
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рівнюють відношенню i

i

n
h  (густина, щільність частоти). Площа і-го час-

тинного прямокутника 

· ,i

i

n
n  

тобто сумі частот варіант, що потрапили в i-й частинний інтервал. Площа гіс-

тограми частот дорівнює сумі всіх частот, тобто обсягу вибірки n. 

Гістограмою відносних частот називають ступінчасту фігуру, що скла-

дається з прямокутників, основами яких є частинні інтервали довжиною , а 

висоти дорівнюють відношенню i

ih  (густина, щільність відносної час-

тоти). Площа i-го частинного прямокутника 

· ,i

i  

тобто сумі відносних частот варіант, що потрапили в i-й інтервал. Площа гісто-

грами відносних частот дорівнює сумі всіх відносних частот, тобто одиниці. 

Приклад 3. Побудувати полігон і гістограму частот за даним розподілом 

вибірки: 

хi 1 2 3 4 5 6 7 

ni 5 1 8 3 2 2 6 

Розв’язання. Відкладемо на осі абсцис значення варіант xi, а на осі орди-

нат — значення відповідних їм частот ni. Послідовно з’єднуючи між собою то-

чки (xi; ni) відрізками, отримуємо полігон частот (рис. 2). 

0

ni

xi

1
2
3

5
6

8

1 2 3 4 5 6 7  
Рис. 2 

Побудуємо гістограму для даного прикладу. Для цього знайдемо довжину 

інтервалу : max min ,
x x

k
 де k — кількість прямокутників (вибирають дові-

льним чином). 
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Нехай k = 4, тоді 
7 1

1,5.
4

 

Тоді висоти відповідних прямокутників (густина частот) hi можна знайти 

з таких міркувань: до першого інтервалу [1; 2,5] попадають дві варіанти — 

x1 = 1 і x2 = 2, частоти яких n1 = 5 і n2 = 1. Тому 1 2

1

5 1
4.

1,5

n n
h  До дру-

гого інтервалу (2,5; 4] попадуть x3 = 3 і x4 = 4, частоти яких n3 = 8 і n4 = 3. Тому 

3 4

2

8 3
7,33.

1,5

n n
h  До інтервалу (4; 5,5] потрапила лише x5 = 5, частота 

якої n5 = 2. Тому 5

3

2
1,33.

1,5

n
h  До четвертого інтервалу (5,5; 7] потрап-

лять варіанти x6 = 6 і x7 = 7, частоти яких n6 = 2 і n7 = 6. Тому 

6 7

4

2 6
5,33.

1,5

n n
h  

Отримаємо гістограму частот, зображену на рисунку 3. 

0

hk

xi

1,33

4

5,33

7,33

1 2 3 4 5 6 7  
Рис. 3 

Зазначимо, що сума площ прямокутників дорівнює об’єму вибірки 

n = 5 + 1 + 8 + 3 + 2 + 2 + 6 = 27.  

§2. Числові характеристики вибірки 

Середнє арифметичне значення вибірки називають вибірковим середнім 

вx  і обчислюють за формулами 

1

в

k

i i

i

x n

x
n

   або   в

1

,
k

i i

i

x x  

де xі — значення i-ї варіанти; ni — частота i-ї варіанти; n — обсяг вибірки; k — 

кількість варіант у вибірці; i — відносна частота i-ї варіанти. 
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Середнє значення квадрата відхилення значень елементів вибірки від ви-

біркового середнього називають вибірковою дисперсією Dв і обчислюють за 

формулами 

2

в

1

в

k

i i

i

x x n

D
n

   або   
2

в в

1

.
k

i i

i

D x x  

Після перетворень формули для знаходження вибіркової дисперсії дещо 

спрощуються: 

в

2

2
1

в

k

i

i

x

D x
n

   або   
в

2
2

в

1

k

i i

i

D x x . 

тобто вибіркова дисперсія дорівнює різниці середнього квадрата елементів ви-

бірки й квадрата вибіркового середнього. 

Квадратний корінь з вибіркової дисперсії 
в вD  називають середнім 

квадратичним відхиленням вибірки. 

Приклад 4. Задано статистичний розподіл вибірки: 

хi 1 3 4 7 10 12 15 

ni 5 2 12 7 4 3 2 

Знайти вибіркове середнє, вибіркову дисперсію та середнє квадратичне 

відхилення вибірки. 

Розв’язання. Обчислимо обсяг вибірки: 

n = 5 + 2 + 12 + 7 + 4 + 3 + 2 = 35. 

Знайдемо відповідно вибіркове середнє, вибіркову дисперсію та середнє 

квадратичне відхилення вибірки: 

7

1

в

1·5 3·2 4·12 7·7 10·4 12·3 15·2 214
6,1;

35 35

i i

i

x n

x
n

 

7 72
2

в 2 2 2 2 2 2 2
2

1 1

в в

1 ·5 3 ·2 4 ·12 7 ·7 10 ·4 12 ·3 15 ·2

35

i i i i

i i

x x n x n

D x
n n

 

2
214 18604

15,2;
35 1225

 

в в

18604
3,9.

1225
D   
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Медіаною (Ме) називають значення середнього елемента варіаційного ря-

ду. Якщо обсяг вибірки n = 2m + 1 непарний, то медіаною буде значення еле-

мента варіаційного ряду з номером m + 1: 

Ме = хm+1. 

Якщо обсяг вибірки n = 2m парний, то медіаною буде середнє значення 

елементів варіаційного ряду з номерами m і m + 1: 

1 .
2

m mx x
Me  

Якщо задано інтервальний статистичний розподіл вибірки, то спочатку 

знаходять медіанний частинний інтервал, тобто перший частинний інтервал, 

для якого сума частот усіх попередніх частинних інтервалів з даним включно 

перевищує половину обсягу вибірки. У цьому разі медіану знаходять за фор-

мулою 

1

min 1

1

2
,

Me

i

i

Me Me

Me

n n

Me x
n

 

де min

Mex  — початок медіанного частинного інтервалу; 
Me

 — довжина медіан-

ного частинного інтервалу; n — обсяг вибірки; 
Men  — частота медіанного час-

тинного інтервалу; Ме –1 — номер попереднього до медіанного частинного ін-

тервалу. 

Приклад 5. На одному з відрізків залізниці планується створити зупинку 

пасажирського поїзда. Розподіл населених пунктів з чисельністю їх населення 

наведено в таблиці. 

На якому кілометрі залізни-

ці розташований населений 

пункт, км 

10 12 15 25 28 30 33 

Чисельність населення,  

тис. оcіб 
5 2 3 10 1 4 6 

На якому кілометрі залізниці потрібно розташувати цю зупинку, щоб су-

марна відстань, яку покриватимуть потенційні пасажири до цієї зупинки, була 

найменшою. 

Розв’язання. Оскільки медіана має властивість, що сума абсолютних ве-

личин відхилень елементів вибірки від медіани менша, ніж від будь-якої іншої 

величини, то для розв’язання прикладу потрібно знайти медіану. 

Спочатку визначимо обсяг вибірки: 

n = 5 + 2 + 3 + 10 + 1 + 4 + 6 = 31. 
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Отже, серединою (середнім членом) варіаційного ряду буде елемент із 

номером 16: Ме = х16. Оскільки варіаційний ряд можна записати у вигляді 

5 разів 10 разів 4 рази 6 разів

10, ..., 10,12,12,15,15,15, 25, ..., 25, 28, 30, ..., 30, 33, ..., 33;  

легко бачити, що х16 = 25, тобто зупинку слід розташувати на 25-му кілометрі 

залізниці.  

Модою (Мо) називають варіанту з найбільшою частотою. У випадку інте-

рвального статистичного розподілу вибірки з однаковими за довжиною час-

тинними інтервалами модальний частинний інтервал визначається за найбіль-

шою частотою, а при різних за довжиною частинних інтервалах — за найбіль-

шою густиною max i

i
i

n
, де ni, i — відповідно частота та довжина і-го частин-

ного інтервалу. У цьому разі моду знаходять за формулою 

min 1

1 1

,
2

Mo Mo

Mo Mo

Mo Mo Mo

n n
Mo x

n n n
 

де min

Mox  — початок модального частинного інтервалу; 
Mo

 — довжина модаль-

ного частинного інтервалу; 
Mon  — частота модального частинного інтервалу; 

1Mon  — частота попереднього до модального частинного інтервалу; 
1Mon  — 

частота наступного за модальним частинного інтервалу. 

Варіаційним розмахом називають різницю між найбільшим і найменшим 

значеннями вибірки: 

max min .R x x  

§3. Статистичні оцінки параметрів розподілу 

Точкові оцінки 

Статистичною оцінкою * невідомого параметра  теоретичного роз-

поділу називають функцію f(Х1, Х2, ..., Хn) від спостережуваних випадкових ве-

личин Х1, Х2, ..., Хn. 

Точковою називають статистичну оцінку, яка визначається одним єдиним 

числом * = f(x1, x2, ..., xn), де x1, x2, ..., xn — результати n спостережень над кі-

лькісною ознакою випадкової величини X (вибірка). 

Незміщеною називають точкову оцінку *, математичне сподівання якої 

дорівнює оцінюваному параметру  за будь-якого обсягу вибірки: 

М( *) = . 
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Зміщеною називають точкову оцінку *, математичне сподівання якої ві-

дмінне від оцінюваного параметра : 

М( *)  . 

Незміщеною оцінкою генерального середнього (математичного сподіван-

ня) є вибіркове середнє 

1
в ,

k

i i

i

n x

x
n

 

де nі — частота варіанти хi; xі — варіанта вибірки; 
1

k

i

i

n n — обсяг вибірки. 

Зміщеною оцінкою генеральної дисперсії є вибіркова дисперсія 

2

в

1

в .

k

i i

i

n x x

D
n

 

Ця оцінка зміщена, оскільки 

в г

1
.

n
M D D

n
 

Незміщеною оцінкою генеральної дисперсії є виправлена вибіркова дисперсія 

в .
1

n
s D

n
 

Для обчислення вибіркової дисперсії можна скористатися більш зручною 

формулою 
2

2

2 12 1
в вв 2

.

kk

i ii i
ii

n xn x

D x x
n n

 

Інтервальні оцінки 
Інтервальною називають оцінку, яка визначається числовим інтервалом. 

Довірчим називають інтервал ( 1; 2), у який із заданою надійністю  (імовір-

ністю, близькою до 1) потрапляє оцінюваний параметр : 

P( 1 <  < 2) = ,     1. 

Для повторної вибірки обсягом n середня вибіркова вx  є незміщеною і спро-

можною оцінкою середньої генеральної гx . Якщо n доволі велике, тоді вx  з дос-

татнім ступенем точності розподілена за нормальним законом із параметрами  

г
г , .

D
a x

n
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Для безповторної вибірки параметри відповідно рівні  

г
г , · ,

1

D N n
a x

n N
 

де N — обсяг генеральної сукупності.  

Для повторної вибірки обсягом n середня вибіркова частка  є незміще-

ною і спроможною точковою оцінкою невідомої генеральної частки p. Якщо n до-

волі велике, тоді  з достатнім ступенем точності розподілена за нормальним за-

коном із параметрами  

1
, .

p p
a p

n
 

Для безповторної вибірки параметри відповідно рівні  

1
, · .

1

p p N n
a p

n N
 

Проте N, як правило, доволі велике, тому приймають N – 1 = N. 

Можливі значення, знайдені на основі даних простої вибірки, не співпа-

дають із оцінюваними параметрами, і кожне таке неспівпадання називають по-

милкою репрезентативності, яка викликана тим, що досліджується не всі ге-

неральна сукупність, а лише її частина. Тому виникає потреба в оцінці середніх 

величин таких помилок. 

Середньою квадратичною помилкою при оцінювання середньої генераль-

ної гx  та генеральної частки p називають середнє квадратичне відхилення се-

редньої вибіркової вx  та вибіркової частки . 

Можна вказати такі формули для визначення середніх квадратичних по-

милок: 

г г, 1 ,x x

D D n

n n N
 

1 1
, 1 .

p p p p n

n n N
 

Тоді, щоб знайти довірчий інтервал в в;x x  з певною надійністю 

, необхідно знайти граничну помилку  (найбільше відхилення середньої ви-

біркової або вибіркової частки від середньої генеральної чи генеральної частки 

відповідно, яке можливе для заданої довірчої ймовірності ) за формулою 

t , де t — корінь рівняння 2Ф(t) =  (див. додаток 2). 
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Формули для обчислення граничних помилок: 

 для середньої вибіркової: 

а) у випадку повторної вибірки: в ;
D

t
n

 

б) у випадку безповторної вибірки: в 1 ;
D n

t
n N

 

 для вибіркової частки: 

а) у випадку повторної вибірки: 
1

;t
n

 

б) у випадку безповторної вибірки: 
1

1 .
n

t
n N

 

Приклад 6 У результаті статистичних досліджень випадкової величини X 

отримано вибірку обсягу n = 25 із таким статистичним розподілом: 

xі 0 1 2 3 4 5 6 

ni 1 3 4 6 5 4 2 

Знайти з надійністю  = 0,99 інтервальну оцінку математичного сподіван-

ня а випадкової величини X за вибірковим середнім. Вважається, що випадкова 

величина X нормально розподілена. 

Розв’язання. Оскільки в умові задачі не вказано, яка вибірка, то вважаємо, 

що вона є повторною. Перш ніж знайти довірчий інтервал для математичного 

сподівання гx  = а випадкової величини X за формулою 

в в ,
s s

x t a x t
n n

 

де 
2

в
1

n
s D

n
 — виправлена вибіркова дисперсія, необхідно визначити вибі-

ркове середнє вx , «виправлене» вибіркове середнє квадратичне відхилення s 

(n < 30) і t  за додатком 2: 

7

1
в

0 ·1 1· 3 2 · 4 3 · 6 4 · 5 5 · 4 6 · 2
3,24;

25

i i

i

n x

x
n

 

7
2

2
1

вв
1 1

i i

i

n x
n n

s D x
n n n
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1

2 2 2 2 2 2 2 2
20 ·1 1 · 3 2 · 4 3 · 6 4 · 5 5 · 4 6 · 225

3,24
25 1 25

 

25
· 2,5024 1,6145.

24
 

Тоді за додатком 2 знайдемо t з рівняння Ф(t) = 
2

, Ф(t) = 
0,99

2
, 

Ф(t) = 0,495, t = 2,58. 

Шуканий довірчий інтервал 

1,6145 1,6145
3,24 2,58 · 3,24 2,58 · ,

25 25
a  

тобто 

2,407 < a < 4,073.  

Кореляційний і регресійний аналіз 

Випадкові величини можуть бути незалежними або залежними. Вид за-

лежності може бути функціональним, що трапляється рідко, або стохастичним, 

який полягає в тому, що при зміні можливих значень однієї випадкової вели-

чини відбувається зміна закону розподілу іншої. Найважливішим випадком та-

кого зв’язку є кореляційний зв’язок. 

Кореляційною залежністю називають залежність між значеннями однієї 

випадкової величини і умовним середнім значенням іншої. Вона має вигляд: 

xy f x  

або 

.yx y  

Перше рівняння називають рівнянням регресії Y на X, друге — рівнянням 

регресії X на Y, а їхні графіки — лініями регресії Y на X та X на Y. Якщо обидві 

лінії регресії — прямі, то кореляцію називають лінійною. 

Вибірковим рівнянням прямої лінії регресії Y на X називають рівняння  

в

y

x

x

y y r x x , 

де xy  — умовне середнє, ,x y  — вибіркові середні випадкових величин X та 

Y відповідно, ,x y  — вибіркові середні квадратичні відхилення, rв — вибір-

ковий коефіцієнт кореляції, який дорівнює  

b

x y

xy x y
r , 
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де 
1 1

.

k m

i j ij

i j

x y n

xy
n

 

У випадку кореляції X на Y рівняння регресії має вигляд: 

в

x
y

y

x x r y y . 

Зазначимо, що rв в обох рівняннях одне й теж. Воно характеризує тісноту 

лінійного зв’язку між випадковими величинами X та Y. 

Дані рівняння одержані за допомогою методу найменших квадратів. 

Кореляційна залежність може бути також і нелінійною, а саме, параболі-

чною, гіперболічою, показниковою тощо. У цьому випадку рівняння регресії 

мають інший вигляд, функції f(x) і (y) набувають відповідного вигляду. Так, 

наприклад, у випадку параболічної залежності 

2

2 1 0 ,xy a x a x a  

де a0, a1, a2 — невідомі параметри. Щоб їх знайти, необхідно розв’язати систе-

му нормальних рівнянь 

4 3 2 2

2 1 0

1 1 1 1

3 2

2 1 0

1 1 1 1

2

2 1 0

1 1 1

;

;

,

i i i i i

i i i i i

i i i i

k k k k

x i x i x i x ix

i i i i

k k k k

x i x i x i x ix

i i i i

k k k

x i x i x x

i i i

a n x a n x a n x n y x

a n x a n x a n x n y x

a n x a n x a n n y

 

де 
1

i j

i

i

m

x y j

j

x

x

n y

y
n

 — умовне середнє, m — кількість спостережуваних варіант 

випадкової величини Y, 
i jx yn  — частота варіанти (xi; yj). 

Приклад 7. Дано результати статистичних досліджень факторіальної 

ознаки x та результативної ознаки y: 

x 2 3 4 2 3 4 2 3 3 4 2 3 4 5 5 5 5 5 7 7 

y 4 5 1 3 4 3 4 4 3 3 4 4 3 5 4 5 4 5 6 6 

Побудувати рівняння кореляційної залежності. Дані таблиці незгруповані. 

Розв’язання. Для зручності згрупуємо дані, тобто запишемо до таблиці. 
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Y   

 X 
1 3 4 5 6 nx 

2 — 1 3 — — 4 

3 — 1 3 1 — 5 

4 1 — 3 — — 4 

5 — — 2 3 — 5 

7 — — — — — 2 

ny 1 2 11 4 2 n = 20 

Визначимо характер зв’язку між X та Y. 

0

y

x

1
2
3

4
5
6

1 2 3 4 5 6 7  
Рис. 4 

Згідно графіка робимо висновок, що між x та y існує прямолінійна залеж-

ність, рівняння якої .xy kx b  Щоб знайти параметри k і b, запишемо каноні-

чну систему рівнянь: 
2 ;

.

k x bx xy

k x b y
 

Проте рівняння прямолінійної регресії у вигляді 
в

y

x

x

y y r x x  зру-

чніше, оскільки за величиною rв можна зробити висновок про тісноту зв’язку 

між X та Y. Нагадаємо, що 

2

1 121; ; ;
j ji

m mk

j y j yi x
j ji

y y y y

y n y y nx n

y x D D
n n n

, 

або за розрахунковою формулою 

2

2 2
12 2 .

j

m

j y

j

y

y n

y y y
n
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Аналогічно для 

2

2 2
2 2 1 .

i

k

i y

i

x

x n

x x x
n

 

Наостанок, ,b

x y

xy x y
r  де 

1 1
.

k m

i j ij

i j

x y n

xy
n

 

Отже, 

2 · 4 3 · 5 4 · 4 5 · 5 7 · 2 78
3,90;

20 20
x  

1·1 3 · 2 4 ·11 5 · 4 6 · 2 83
4,15;

20 20
y  

22 2 2 2 2
2 2 · 4 3 · 5 4 · 4 5 · 5 7 · 2 78

2,19; 2,19 1,48;
20 20

x x
 

22 2 2 2 2
2 1 ·1 3 · 2 4 ·11 5 · 4 6 · 2 83

1,13; 1,13 1,06.
20 20

y y
 

Обчислимо спочатку xy x y : 

2 · 3 ·1 2 · 4 · 3 3 · 3 ·1 3 · 4 · 3 3 · 5 · 3 4 ·1 ·1 4 · 4 · 3 5 · 4 · 2 5 · 5 · 3 7 · 6 · 2

20
xy x y  

78 83
· 0,87.

20 20
 

Тоді вибірковий коефіцієнт кореляції дорівнюватиме: 

в

0,87
0,55.

1,48 ·1,06
r  

Таким чином, рівняння прямолінійної регресії має вигляд: 

1,06
4,15 0,55 · 3,90 ,

1,48
x

y x  

або 

0,39 2,61.xy x  

Отже, між величинами X та Y існує прямолінійна кореляція, рівняння ре-

гресії якої 0,39 2,61.xy x  При цьому вибірковий коефіцієнт кореляції 

в 0,55r  свідчить про середній лінійний зв’язок між X та Y, до того ж, оскіль-

ки 
в 0r , то має місце додатна кореляція, тобто при зростанні X зростає відпо-

відне значення результативної ознаки Y. 
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ДОДАТКИ 

Таблиця 1 

Значення функції Гауcса 

2

2
1

2

x

x e  

x 
Соті долі x 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 

0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 

0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825 

0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697 

0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538 

0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352 

0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 

0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 

0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685 

0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 

1,0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203 

1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965 

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 

1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518 

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 

1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 

1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 

1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 

1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 

1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 



 41 

2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 

2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363 

2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290 

2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 

2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 

2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 

2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 

2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081 

2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 

2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 

3,0 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 

3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 

3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 

3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013 

3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009 

3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006 

3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 

3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 

3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 

3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001 
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Таблиця 2 

 

Значення функції Лапласа 

2

2

0

1

2

x t

x e dt  

х 
Соті долі х 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 

0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 

0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 

0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 

0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 

0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 

0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 

0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 

0,8 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 

0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 

1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 

1,1 36433 36650 36864 37076 37285 37493 37698 37900 38100 38298 

1,2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 

1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41308 41466 41621 41774 

1,4  41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189 

1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 

1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 44352 45449 

1,7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 

1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 

1,9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 
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2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169 

2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 

2,2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 

2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 

2,4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361 

2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 

2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 

2,7 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 

2,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807 

2,9 49813 49819 49825 49831 49835 49841 49846 49851 49856 49861 

3,0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49897 49900 

3,1 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929 

3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 

3,3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965 

3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976 

3,5 49977 49978 49978 49979 49980 49981 48881 49982 49983 49983 

3,6 49984 49985 40085 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989 

3,7 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 

3,8 49993 49993 49993 49994 49994 49994 49994 49995 49995 49995 

3,9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997 
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