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ÂÑÒÓÏ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïèòàííÿì åôåêòèâíîñòi çàñòîñóâàííÿ
ïðîåêöiéíèõ i âàðiàöiéíèõ ìåòîäiâ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü
ïðè äîñëiäæåííi äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà ç ïîðîæíèíîþ ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ
ðiäèíîþ. Îäíi¹þ ñåðåä òàêèõ çàäà÷ ¹ çàäà÷à ïðî ìàëi êîëèâàííÿ
ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ. Ó
âèïàäêó öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ
ðiäèíè â íåðóõîìié ïîñóäèíi òà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëiâ
Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî. Òàêà ìåòîäèêà äîñëiäæåííÿ, çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi
[39],  ðóíòó¹òüñÿ íà òîìó ôàêòi, ùî äëÿ êðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè
âiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ äîïîìiæíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçóâàííÿ áiëüø ñêëàäíèõ çàäà÷ äèíàìiêè òâåðäîãî
òiëà ç ðiäèíîþ òàêîæ  ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ äîïîìiæíèõ
çàäà÷. Íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ, ùî ìåòîäîì ðîáîòè [39] ìîæíà
ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê i ó âèïàäêó ïîðîæíèíè iíøî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè.
Òà âðàõîâóþ÷è, ùî ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíèõ çàäà÷ ó âèïàäêó ïîðîæíèí áiëüø
ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè áóäóþòüñÿ íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè, ïèòàííÿ
ïðî äîïóñòèìiñòü çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íîãî ïiäõîäó çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Â äàíié ðîáîòi öå ïèòàííÿ äîñëiäæóâàëîñÿ íà ïðèêëàäi çàäà÷i ïðî âëàñíi
êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ, ùî ÷àñòêîâî çàïîâíþ¹ ïîðîæíèíó ñôåðè÷íî¨
ôîðìè. Âèÿâèëîñü, ùî òðàäèöiéíèé ìåòîä íå çàâæäè äà¹ çàäîâiëüíèé
ðåçóëüòàò. Òîìó áóëî ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ â íàïðÿìêó ïîáóäîâè iíøèõ
ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè òàêî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè. Â ðåçóëüòàòi
çàïðîïîíîâàíî ïðèíöèïîâî iíøèé, âàðiàöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i



5

ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ.
Íà éîãî îñíîâi ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìàëi êîëèâàííÿ (çàäà÷à Êîøi)
ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ, à òàêîæ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà
ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ äâîøàðîâîþ ðiäèíîþ.

Àêòóàëüíiñòü òåìè.
Çàäà÷i äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà ç ðiäèíîþ ïðèâåðòàëè óâàãó â÷åíèõ

ùå â XIX ñòîëiòòi. Êîëèâàííÿ ðiäèíè â ðóõîìîìó òiëi ìîæå ñïðè÷èíèòè
äåñòàáiëiçàöiéíèé âïëèâ íà äèíàìiêó éîãî ðóõó. Òîìó äîñëiäæåííÿ òàêèõ
çàäà÷ ¹ âàæëèâèì ç òî÷êè çîðó iíæåíåðíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Ïðàêòè÷íèì ïðèêëàäîì òàêèõ çàäà÷ ¹ ðåçîíàíñíi êîëèâàííÿ ðiäêîãî
ïàëèâà â ðóõîìèõ îá'¹êòàõ (öèñòåðíàõ, ñóäíàõ, ëiòàêàõ òîùî). Òàêîæ ãîñòðî¨
àêòóàëüíîñòi çàäà÷i êîëèâàííÿ ðiäèíè â ïîðîæíèíi ðóõîìîãî òiëà íàáóâàþòü
ïðè ñòâîðåííi îá'¹êòiâ àâiàöiéíî¨ òà ðàêåòíî¨ òåõíiêè.

ßñêðàâèì ïðèêëàäîì ïîñòà¹ çàäà÷à ïðî êîëèâàííÿ òiëà ç ðiäèíîþ â
ïîðîæíèíi â ñó÷àñíié áóäiâåëüíié iíæåíåði¨. Ïðè áóäiâíèöòâi õìàðî÷îñiâ, âåæ
òà iíøèõ âèñîòíèõ áóäiâåëü âèíèêà¹ ïîòðåáà ó ñòàáiëiçàöiéíîìó åëåìåíòi äëÿ
àìîðòèçàöi¨ ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü, ñïðè÷èíåíèõ ïîòîêîì ïîïåðå÷íîãî âiòðó
òîùî. Òàêèì åëåìåíòîì âèñòóïà¹ ðiäèíà, âëàñíi êîëèâàííÿ ÿêî¨, ñïiâïàäàþòü
ç êîëèâàííÿì áóäiâëi. Ñâiòîâà íàçâà òàêîãî ïiäõîäó Tuned Liquid Dampers
(TLD) àáî Active Liquid Dampers. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñõîæèõ çàäà÷ ïîòðåáóþòü i
áóäiâëi â ñåéñìi÷íî àêòèâíèõ ðàéîíàõ. Çà ðàõóíîê êîëèâàíü ðiäèíè âäà¹òüñÿ
äåìïôåðóâàòè êîëèâàííÿ, ñïðè÷èíåíi ïîøòîâõàìè çåìëåòðóñó.

Öiëèé ðÿä òàêèõ îá'¹êòiâ ìîæíà ìîäåëþâàòè çà äîïîìîãîþ ôiçè÷íîãî
ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè, ÷àñòêîâî çàïîâíåíî¨
ðiäèíîþ.

Êðiì òåõíi÷íîãî, òàêi çàäà÷i îäíî÷àñíî ìàþòü i âàæëèâå
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òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ, îñêiëüêè çóìîâëþþòü ðîçâèòîê ðÿäó öiêàâèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì, ÿêi äîñëiäæóâàëèñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò
Î.Êîøi, Ì.Â.Îñòðîãðàäñüêîãî, Ñ.Ë.Ñîáîë¹âà, C.Ã.Êðåéíà, Ì.Ì.Ìîéñå¹âà,
Ñ.Ã.Íàðiìàíîâà, Á.I.Ðàáiíîâè÷à, Ë.Í.Ñòðåòåíñêîãî, Ä.Å.Îöîõèìñüêîãî,
I.Î.Ëóêîâñüêîãî, I.Á.Áîãîðÿäà òà iíøèõ.

Ïðè äîñëiäæåííi äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà ç ïîðîæíèíàìè íåöèëiíäðè÷íî¨
ôîðìè òðàäèöiéíèì ñïîñîáîì, âèêîðèñòîâóþòü ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî âëàñíi
êîëèâàííÿ ðiäèíè â íåðóõîìié ïîðîæíèíi òà çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëiâ
Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî.

Òîìó àêòóàëüíèì ¹ ïîòðåáà îöiíèòè òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ, ùî ìîæóòü
áóòè îòðèìàíi òðàäèöiéíèì ìåòîäîì ó âèïàäêó íåöèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè,
êîëè ðîçâ'ÿçêè çãàäàíèõ âèùå áàçîâèõ çàäà÷ ïîáóäîâàíi íàáëèæåíèì
ìåòîäîì, à òàêîæ ïåðåâiðèòè äîöiëüíiñòü çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ìåòîäó, à
òàêîæ ðîçðîáèòè àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî ìàëi
êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ, ÿêèé áè
äàâ çìîãó ïîêðàùèòè òî÷íiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.
Ðîáîòà íàä äèñåðòàöi¹þ ðîçïî÷àòà i âèêîíàíà ó âiäïîâiäíîñòi äî ïëàíiâ
íàóêîâèõ äîñëiäæåíü âiääiëó äèíàìiêè òà ñòiéêîñòi áàãàòîâèìiðíèõ ñèñòåì
iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì íàóêîâî-
äîñëiäíèõ ðîáiò â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíî¨ òåìè �13 "Ðîçðîáêà ìåòîäiâ
äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ çàäà÷ äèíàìiêè òà ñòiéêîñòi ñêëàäíèõ ìåõàíi÷íèõ
ñèñòåì"(íîìåð äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0106U000282), à òàêîæ â ìåæàõ íàóêîâî-
äîñëiäíî¨ òåìè �23 "Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè òà
ñòiéêîñòi îá'¹êòiâ ìåõàíiêè, ãiäðîìåõàíiêè òà ãåìîäèíàìiêè"(íîìåð äåðæ.
ðå¹ñòðàöi¨ 0105U001108) çà ïðîãðàìîþ "Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ
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i ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñiâ ó ñèëüíî íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ".
Ìåòà òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.
1. Ïîáóäîâà âàðiàöiéíîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi

êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ íåöèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè.
2. Ïîðiâíÿííÿ òî÷íîñòi îäåðæàíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ðiçíèìè

ìåòîäàìè.
3. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ïðî ìàëi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà (çàäà÷à Êîøi).
4. Ðîçðîáêà âàðiàöiéíîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi

êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ äâîøàðîâîþ
ðiäèíîþ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìàëi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà íàâêîëî ãîðèçîíòàëüíî¨
îñi, ç ïîðîæíèíîþ ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè, ÷àñòêîâî çàïîâíåíî¨
iäåàëüíîþ ðiäèíîþ àáî iäåàëüíîþ äâîøàðîâîþ ðiäèíîþ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà
íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äèíàìiêè ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ
íåöèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè, ÷àñòêîâî çàïîâíåíî¨ îäíîøàðîâîþ àáî äâîøàðîâîþ
iäåàëüíîþ ðiäèíîþ. Àíàëiç òî÷íîñòi íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ  ðóíòó¹òüñÿ
íà ïîðiâíÿííi ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ íà îñíîâi âèêîðèñòàííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíèõ çàäà÷ òà áåçïîñåðåäíüîãî âèêîðèñòàííÿ ðîçðîáëåíèõ
ïðîåêöiéíîãî i âàðiàöiéíîãî ìåòîäiâ.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ìåòè ïîñòàþòü íàñòóïíi çàâäàííÿ:
1. Ïðîâåñòè ÷èñëîâó ðåàëiçàöiþ êëàñè÷íîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ öèëiíäðè÷íî¨ i
ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ iäåàëüíîþ ðiäèíîþ.

2. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiîíàë, íà ìiíiìiçàöi¨ ÿêîãî,  ðóíòó¹òüñÿ âàðiàöiéíèé
ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i äëÿ ïîðîæíèíè ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨
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ôîðìè. Äîñëiäèòè âçà¹ìîçâ'ÿçîê ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i òà ¨¨ âàðiàöiéíîãî
ôîðìóëþâàííÿ.

3. Ïîðiâíÿòè âåëè÷èíè âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi îòðèìàíi êëàñè÷íèì òà
âàðiàöiéíèì ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà iç
öèëiíäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ.

4. Ðåàëiçóâàòè òðàäèöiéíèé ìåòîä äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ ñôåðè÷íî¨ ôîðìè. Ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi
òðàäèöiéíèì òà âàðiàöiéíèì ìåòîäàìè.

5. Ñôîðìóëþâàòè òà ðåàëiçóâàòè ïðîåêöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïðî
âëàñíi êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ.

6. Íà îñíîâi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè
çàäà÷i ïðî ìàëi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ.

7. Äîñëiäèòè âïëèâ ðiäèíè íà ñòiéêiñòü òà ðóõ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà.
Ïîðiâíÿòè éîãî iç âiäïîâiäíèì ðóõîì ìàÿòíèêà, êîëè ðiäèíà "çàìîðîæåíà".

8. Ïîáóäóâàòè âàðiàöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi
êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ äâîøàðîâîþ
ðiäèíîþ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
1. Ðîçðîáëåíî âàðiàöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi

êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨
ôîðìè, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ. Íà îñíîâi ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà�
Îñòðîãðàäñüêîãî âèâåäåíî ðiâíÿííÿ ðóõó ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ â íåðóõîìié
ñèñòåìi êîîðäèíàò.

2. Äîñëiäæåíî ìàëi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà øëÿõîì ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i Êîøi ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð'¹ ïî âëàñíèõ ôóíêöiÿõ
âiäïîâiäíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i.
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3. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ çà äîïîìîãîþ
òðàäèöiéíîãî, ïðîåêöiéíîãî òà âàðiàöiéíîãî ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî
âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà çi ñôåðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ.

4. Óçàãàëüíåíî âàðiàöiéíèé ìåòîä íà âèïàäîê çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà ç äâîøàðîâîþ ðiäèíîþ â ïîðîæíèíi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè
äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷, ùî âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi òà ïðîåêòóâàííi ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ç
ðiäèíîþ â ïîðîæíèíi ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè ïðè íàÿâíîñòi âiëüíî¨
ïîâåðõíi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñîáèñòèé âíåñîê àâòîðà ïîëÿãà¹ â
îáãîâîðåííi ïîñòàíîâîê çàäà÷ òà îñíîâíèõ äîâåäåíü, âèêîíàííi ðîçðàõóíêiâ
òà ôîðìóëþâàííi âèñíîâêiâ. Ïðîôåñîðó Ì.ß. Áàðíÿêó íàëåæàòü iäåÿ òà
ïîñòàíîâêà çàäà÷, ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî ìåòîäiâ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, ïîðàäè ùîäî
÷èñëîâî¨ ðåàëiçàöi¨.

Ðîáîòè [5], [6], [52] i [7] íàïèñàíi â ñïiâàâòîðñòâi ç ïðîôåñîðîì
Ì.ß. Áàðíÿêîì. Ïóáëiêàöiÿ [51] íàïèñàíà çäîáóâà÷åì ÿê ïðîäîâæåííÿ i
ðîçøèðåííÿ iäå¨,çàïî÷àòêîâàíî¨ ïðîôåñîðîì Ì.ß. Áàðíÿêîì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨
äîïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñÿ ïî ìiði ¨õ îòðèìàííÿ íà ñåìiíàðàõ âiääiëó
äèíàìiêè òà ñòiéêîñòi áàãàòîâèìiðíèõ ñèñòåì iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, íà ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ [53], à òàêîæ íà íàóêîâèõ
êîíôåðåíöiÿõ [54, 55, 56] Â öiëîìó äèñåðòàöiÿ îáãîâîðþâàëàñÿ íà ñåìiíàði
iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè "Ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè â ìåõàíiöi òà
îá÷èñëþâàëüíà ìàòåìàòèêà".

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 9 ðîáîòàõ.
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Ñåðåä íèõ 5 ñòàòåé [5, 6, 7], [51, 52] â íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ
òà 4 òåçè äîïîâiäåé [53]-[56].

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó,
÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ó âñòóïi îêðåñëåíî îñíîâíi ïðîáëåìè äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöi¨. Íàâåäåíî
ãîëîâíi äîñÿãíåííÿ òà ïðàêòè÷íó öiííiñòü. Îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè,
ñôîðìóëüîâàíî ìåòó òà çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, âiäîáðàæåíî íàóêîâó íîâèçíó.
Íàâåäåíî iíôîðìàöiþ ïðî çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè,
à òàêîæ iñòîðiþ àïðîáàöi¨ ðîáîòè òà ïåðåäóþ÷i ïóáëiêàöi¨. Ðîçãëÿíóòî
ñòðóêòóðó äèñåðòàöi¨.

Â ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ìiñòèòüñÿ îãëÿä ëiòåðàòóðè, à òàêîæ
âèêëàäåíî êëàñè÷íèé ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèì Ì.Ì.Ìîéñå¹âèì, ÿêèé
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äèíàìiêè ðóõó òâåðäîãî òiëà ç
ðiäèíîþ â ïîðîæíèíi. Äëÿ öüîãî, â äðóãîìó ïàðàãðàôi âèâåäåíi ðiâíÿííÿ
ðóõó ìàÿòíèêà çãiäíî [39], âèõîäÿ÷è ç çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ â ðóõîìié
ñèñòåìi êîîðäèíàò. Âïðîâàäæåíî áåçðîçìiðíi êîîðäèíàòè, ïîñòàâëåíî çàäà÷ó
Êîøi, òà çàïèñàíî çàäà÷ó ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ,
ùî ìà¹ ôîðìó òiëà îáåðòàííÿ. Â òðåòüîìó ïàðàãðàôi íàâåäåíî ðåàëiçàöiþ
ìåòîäó äëÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà ó âèïàäêó
ïîðîæíèíè öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè. Äëÿ òàêî¨ ïîðîæíèíè âiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè
äîïîìiæíèõ çàäà÷ � çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ó íåðóõîìié
ïîðîæíèíi, à òàêîæ çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ïîòåíöiàëó Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî.
Â êiíöi ðîçäiëó íàâåäåíî ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè ðåàëiçàöi¨ êëàñè÷íîãî ìåòîäó.
Âëàñíi çíà÷åííÿ íàâåäåíî â çàëåæíîñòi âiä âèñîòè íàïîâíåííÿ òà âiääàëi âiä
òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òiëà.

Â äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ îäíà ç íàéïðîñòiøèõ
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çàäà÷ äèíàìiêè òiëà ç ðiäèíîþ � çàäà÷à íà âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç
ðiäèíîþ, ùî ÷àñòêîâî çàïîâíþ¹ ïîðîæíèíó ñôåðè÷íî¨ ôîðìè. Äëÿ òàêî¨
ïîðîæíèíè íåâiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíèõ çàäà÷. Â ïåðøîìó
ïàðàãðàôi ðåàëiçîâàíî ðîçøèðåííÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó íà âèïàäîê
ïîðîæíèíè ñôåðè÷íî¨ ôîðìè. Â äðóãîìó ïàðàãðàôi äëÿ ïîðiâíÿííÿ
òî÷íîñòi i ãðóáî¨ îöiíêè äîïóñòèìîñòi çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íîãî ïiäõîäó,
çàïðîïîíîâàíî ïðîåêöiéíèé ìåòîä. Â òðåòüîìó ïàðàãðàôi îòðèìàíî
ïîðiâíÿëüíi õàðàêòåðèñòèêè ïðî òî÷íiñòü îáîõ ìåòîäiâ, òà åôåêòèâíiñòü
çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó äëÿ ïîðîæíèí íåöèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè.
Îá ðóíòîâàíî ïîòðåáó â àëüòåðíàòèâíîìó ìåòîäi ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà ç ðiäèíîþ ó âèïàäêó íåöèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, à
òàêîæ íåîáõiäíiñòü ïîøóêó ìåòîäó, ÿêèé áè äàâ çìîãó îöiíèòè i ïîêðàùèòè,
ïðè ïîòðåái, òî÷íiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi ðîáîòè ïðåäñòàâëåíî âàðiàöiéíèé ìåòîä íà ïðèêëàäi
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ,
çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ. Äëÿ öüîãî â ïåðøîìó ïàðàãðàôi, âèâåäåíå ðiâíÿííÿ
ðóõó ìàÿòíèêà â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò, âèõîäÿ÷è ç ïðèíöèïó
íàéìåíøî¨ äi¨ â ôîðìi Ãàìiëüòîíà�Îñòðîãðàäñüêîãî. Â öüîìó âèïàäêó
ïîòåíöiàë Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî ïðèðîäíî íå âõîäèòü â ðiâíÿííÿ. Íàâåäåíî
çàìiíó øóêàíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà îòîòîæíþ¹ ðiâíÿííÿ â ðóõîìié òà íåðóõîìié
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïîñòàâëåíî çàäà÷ó Êîøi. Â äðóãîìó ïàðàãðàôi
âèêëàäåíî âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Äëÿ ïîáóäîâè âiäïîâiäíîãî
ôóíêöiîíàëó çàäà÷ó çàïèñàíî â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi. Äîâåäåíî òåîðåìó
ïðî ìiíiìiçàöiþ ôóíêöiîíàëó äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ
ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ. Â
òðåòüîìó ïàðàãðàôi çàïðîïîíîâàíî ìåòîä Ðiòöà äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiíiìóìó
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ïîáóäîâàíîãî ôóíêöiîíàëó. Â ÷åòâåðòîìó ïàðàãðàôi âèêëàäåíî ìåòîä
ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî
çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ, ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹ ïî ðîçâ'ÿçêàõ çàäà÷i ïðî
âëàñíi êîëèâàííÿ öüîãî ìàÿòíèêà. Â ï'ÿòîìó ïàðàãðàôi íàâåäåíî ÷èñëîâi
ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì. Äëÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ïîðîæíèí ÿê öèëiíäðè÷íî¨ òàê
i ñôåðè÷íî¨ ôîðìè. Òàêîæ çîáðàæåíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ âèïàäêó
âiëüíèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ, ùî ÷àñòêîâî çàïîâíþ¹ ïîðîæíèíó
ñôåðè÷íî¨ ôîðìè.

Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ òî÷íîñòi îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ âàðiàöiéíèì
ìåòîäîì, êëàñè÷íèì ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì Ìîéñå¹âèì òà ïðîåêöiéíèì
ìåòîäîì.

Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà, ç ïîðîæíèíîþ ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ äâîøàðîâîþ ðiäèíîþ.
Ðiâíÿííÿ âèâîäÿòüñÿ íà îñíîâi çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨. Çàñòîñîâó¹òüñÿ
âàðiàöiéíèé ïiäõiä. Íàâåäåíi ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè çíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò íà
ïîâåðõíi ðîçäiëó òà íà âiëüíié ïîâåðõíi.

Âèñíîâêè âêëþ÷àþòü â ñåáå ïiäñóìêè çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäiâ òà
ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â ðîáîòi.

Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë íàðàõîâó¹ ïîíàä 60 íàéìåíóâàíü ðîáiò, ùî
öèòóþòüñÿ â òåêñòi äèñåðòàöi¨.

Ìàþ÷è íàãîäó, âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó ìî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó
ïðîôåñîðó Ì.ß. Áàðíÿêó òà çàâiäóâà÷ó âiääiëó äèíàìiêè òà ñòiéêîñòi
áàãàòîâèìiðíèõ ñèñòåì àêàäåìiêó ÍÀÍ Óêðà¨íè I.Î. Ëóêîâñüêîìó çà ïîñòiéíó
òóðáîòó i äîïîìîãó â ðîáîòi íàä äèñåðòàöi¹þ.
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ÐÎÇÄIË 1
ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ I ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×

1.1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Çàäà÷i ïðî ðóõ òâåðäîãî òiëà ç ïîðîæíèíàìè ÷àñòêîâî àáî ïîâíiñòþ
çàïîâíåíèìè ðiäèíîþ íàáóëè ïðèêëàäíîãî çíà÷åííÿ ó çâ'ÿçêó ç
ïðîåêòóâàííÿì òà äîñëiäæåííÿì äèíàìiêè îá'¹êòiâ àâiàöiéíî¨ òà êîñìi÷íî¨
òåõíiêè.

Íàéïðîñòiøi çàäà÷i, çâ'ÿçàíi ç ðóõîì òiëà ç ïîðîæíèíàìè, ïîâíiñòþ
çàïîâíåíèìè iäåàëüíîþ ðiäèíîþ, ðîçãëÿäàëèñÿ ùå â 19-ìó ñòîëiòòi â ðîáîòàõ
Êîøi, Îñòðîãðàäñüêîãî, Ñòîêñà, Ãåëüìãîëüöà òà iíøèõ â÷åíèõ. Òåîðiÿ ðóõó
òâåðäîãî òiëà ç ïîðîæíèíîþ, ïîâíiñòþ çàïîâíåíîþ iäåàëüíîþ íåñòèñëèâîþ
ðiäèíîþ, ùî çäiéñíþ¹ ïîòåíöiàëüíèé ðóõ, áóëà äåòàëüíî âèêëàäåíà ó
ðîáîòàõ Í.Å.Æóêîâñüêîãî [12]. Ïðè öüîìó ðóõ òiëà ç ðiäèíîþ âèÿâëÿ¹òüñÿ
åêâiâàëåíòíèì ðóõó òâåðäîãî òiëà, òåíçîð iíåðöi¨ ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ ç òåíçîðà
iíåðöi¨ ñàìîãî òiëà i òåíçîðà ïðè¹äííèõ ìàñ äëÿ äàíî¨ ïîðîæíèíè. Öåé
òåíçîð ïðè¹äíàíèõ ìàñ âèçíà÷à¹òüñÿ íà îñíîâi ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷,
ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä ôîðìè ïîðîæíèíè. Öi ðîçâ'ÿçêè â ëiòåðàòóði
íàçèâàþòüñÿ ïîòåíöiàëàìè Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî.

Âàæëèâîãî ïðèêëàäíîãî çíà÷åííÿ ìàþòü çàäà÷i äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà
ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ iäåàëüíîþ ðiäèíîþ. Öié òåìàòèöi
ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ïðàöü, îïóáëiêîâàíèõ â äðóãié ïîëîâèíi 20-
ãî ñòîëiòòÿ. Êðiì ïèòàííÿ ñòiéêîñòi òóò ïîñòà¹ ïèòàííÿ âèâ÷åííÿ âëàñíèõ
êîëèâàíü òiëà ç ðiäèíîþ. Öi çàäà÷i ðîçãëÿäàëèñü â îñíîâíîìó â ëiíiéíîìó
íàáëèæåííi.

Çàãàëüíà çàäà÷à ïðî êîëèâàííÿ òiëà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ
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iäåàëüíîþ ðiäèíîþ, äîñëiäæóâàëàñü â ðîáîòàõ Ì.Ì.Ìîéñå¹âà [36],
Ä.Å.Îõîöèìñêîãî [43], Ã.Ñ.Íàðèìàíîâà [41], [42], Ñ.Ã.Êðåéíà i Ì.Ì.Ìîéèñå¹âà
[37], [40], Á.I.Ðàáèíîâè÷à [46], I.Á.Áîãîðÿäà [8]. Â ðåçóëüòàòi òàêèõ ïðàöü áóëî
âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ çàäà÷i ïðî ìàëi êîëèâàííÿ òiëà ç ïîðîæíèíîþ,÷àñòêîâî
çàïîâíåíîþ iäåàëüíîþ ðiäèíîþ, ïîòðiáíî, êðiì âèçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëiâ
Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî, ðîçâ'ÿçóâàòè ùå i äîïîìiæíó çàäà÷ó ïðî âëàñíi
êîëèâàííÿ â íåðóõîìié ïîðîæíèíi. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ çàäà÷i âiäîìi
òiëüêè äëÿ íåáàãàòüîõ, çîêðåìà äëÿ öèëiíäðè÷íèõ, ïîðîæíèí. Äëÿ ïîðîæíèí
ñêëàäíiøî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè çàñòîñîâóþòüñÿ ÷èñëîâi òà âàðiàöiéíi ìåòîäè,
ÿêi âèêëàäåíi â ïðàöÿõ À.À.Ïåòðîâà [45], Ì.Ì.Ìîéñå¹âà, I.Á.Áîãîðÿäà,
I.Î.Ëóêîâñüêîãî [25] , Á.I.Ðàáèíîâè÷à, Ë.Â.Äîêó÷à¹âà òà iíøèõ.

Ó âèïàäêó, êîëè êîëèâàííÿ ðiäèíè íå ìîæíà ââàæàòè ìàëèìè,
çàäà÷à óñêëàäíþ¹òüñÿ i ñòà¹ íåëiíiéíîþ. Òàêèì çàäà÷àì ïðèñâÿ÷åíî ðÿä
ïðàöü Ì.Ì.Ìîéñå¹âà, Ã.Ñ.Íàðèìàíîâà, Ë.Â.Äîêó÷à¹âà, I.Î.Ëóêîâñüêîãî.
Òóò íàéáiëüøà óâàãà ïðèäiëÿëàñü àíàëiòè÷íèì i ÷èñëîâèì ìåòîäàì, çà
äîïîìîãîþ ÿêèõ âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ïîâíó iíôîðìàöiþ ïðî âñi ãiäðîäèíàìi÷íi
êîåôiöi¹íòè ðiâíÿíü ðóõó çáóäæåíî¨ ñèñòåìè, âêëþ÷àþ÷è íå òiëüêè ÷àñòîòè,
àëå i ïðè¹äíàíi ìàñè ðiäèíè. Çàñòîñóâàííÿ âàðiàöiéíèõ ìåòîäiâ äëÿ òàêèõ
öiëåé âèêëàäåíî â ðîáîòi I.Î.Ëóêîâñüêîãî [28].

Ó âèïàäêó ñëàáêîãî ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ íà äèíàìiêó òâåðäîãî òiëà ç
ðiäèíîþ, êðiì ìàñîâèõ ñèë ìîæóòü âïëèâàòè òàêîæ iíøi ñèëè, à ñàìå ñèëè
â'ÿçêîñòi òà ñèëè ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó.

Òàêi çàäà÷i âèâ÷àëèñÿ òà äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ Ñ.Ã.Êðåéíà
[21], Ô.Ë.×åðíîóñüêà [59], À.Ä.Ìèøêiñà, Ì.Ä.Êîïà÷åâñüêîãî, À.Ä.Òþïöîâà,
Ë.À. Ñëîáîæàíiíà [35].

Äîñëiäæåííÿì êîëèâàíü ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç â'ÿçêîþ ðiäèíîþ â
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ïîðîæíèíi çàéìàâñÿ Ï.Ñ.Êðàñíîùåêîâ [20], Ð.I.Öåáðié [58], [57].
Ó çâ'ÿçêó ç ïiäâèùåííÿì øâèäêîäi¨ i îá'¹ìó ïàì'ÿòi êîìï'þòåðíî¨

òåõíiêè, ç'ÿâèëàñü ìîæëèâiñòü áiëüø åôåêòèâíî çàñòîñîâóâàòè ðiçíi âàðiàíòè
ïðîåêöiéíî�ðiçíèöåâèõ ñõåì, ìåòîä ñêií÷åíèõ åëåìåíòiâ, à òàêîæ ïðîåêöiéíi
ìåòîäè. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äèíàìiêè òiëà ç ðiäèíîþ áiëüø âàãîìèìè ¹
íå äåòàëi ðóõó ðiäèíè, à iíòåãðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè ¨¨ âïëèâó íà ðóõ òiëà.
Â òàêié ïîñòàíîâöi áiëüø åôåêòèâíèìè ¹ ïðîåêöiéíi ìåòîäè, ÿêi äîçâîëÿþòü
ïîáóäóâàòè íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi.

Â êiíöi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ îïóáëiêîâàíi ïðàöi Ì.ß.Áàðíÿêà [2], [3],
I.Î.Ëóêîâñüêîãî, Ì.ß.Áàðíÿêà, À.Í.Êîìàðåíêî [27], ïðèñâÿ÷åíi ðiçíèì
ïèòàííÿì ïîáóäîâè ïðîåêöiéíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
ðiâíÿíü ðóõó îáìåæåíîãî îá'¹ìó ðiäèíè â ïîðîæíèíi òâåðäîãî òiëà. Â öèõ
ðîáîòàõ ïîáóäîâàíi ðiçíi ñèñòåìè êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà i Ãåëüìãîëüöà. Çà äîïîìîãîþ òàêèõ ôóíêöié ðåàëiçîâàíèõ
äëÿ ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó âäàëîñü ñêëàñòè åôåêòèâíi ÷èñëîâi àëãîðèòìè
äîñëiäæåííÿ âëàñíèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ.

Ðÿä ðîáiò Þ.Ì.Êîíîíîâà [15, 16, 17] ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ äèíàìiêè
ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ iäåàëüíîþ ðiäèíîþ,
çîêðåìà, ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ó âèïàäêó äâîøàðîâî¨ ðiäèíè â öèëiíäðè÷íié
ïîðîæíèíi, ÿêi ðîçäiëåíi ïðóæíèìè ìåìáðàíàìè àáî ïëàñòèíêàìè.

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ â ðîáîòàõ Þ.Ì.Êîíîíîâà
âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíèõ çàäà÷ âèçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó
Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî òà çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ðiäèíè â íåðóõîìié
ïîñóäèíi. Òàêèé ïiäõiä âèÿâèâñÿ åôåêòèâíèì òiëüêè äëÿ çàäà÷i ç
öèëiíäðè÷íèìè ïîðîæíèíàìè, òîáòî ó âèïàäêàõ, êîëè âiäîìi òî÷íi àíàëiòè÷íi
ðîçâ'ÿçêè öèõ äîïîìiæíèõ çàäà÷. Ó âèïàäêó îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü ñêëàäíiøó
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ãåîìåòðè÷íó ôîðìó äîïîìiæíi çàäà÷i ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi òiëüêè
íàáëèæåíî, ùî âíîñèòü äîäàòêîâi ïîõèáêè â òî÷íiñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i.

Îïåðàòîðíi ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïðî êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíàìè,
÷àñòêîâî çàïîâíåíèìè ðiäèíàìè ìiñòÿòüñÿ â ðîáîòàõ Àëi Âàäiàà [11],
Þ.Ñ.Ïàøêîâà [44], Ì.À.Ñîëäàòîâ [49], â ÿêèõ äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ñïåêòðà
âiäïîâiäíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷.

Â ðîáîòàõ àâòîðà i Ì.ß.Áàðíÿêà [5, 6, 51, 52, 7] ðîçðîáëåíî âàðiàöiéíèé
ìåòîä äîñëiäæåííÿ ìàëèõ êîëèâàíü ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ
äîâiëüíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè, ÿêà ÷àñòêîâî çàïîâíåíà iäåàëüíîþ ðiäèíîþ.

Îñîáëèâà ïðàêòè÷íà ïîòðåáà çàñòîñóâàííÿ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ðiäèíè,
ùî ÷àñòêîâî çàïîâíþ¹ ïîðîæíèíó, çóñòði÷à¹òüñÿ ó ñó÷àñíié áóäiâåëüíié
iíæåíåði¨. Õìàðî÷îñè òà iíøi âèñîòíi áóäiâëi ìîæóòü çàçíàòè êàòàñòðîôi÷íèõ
ðóéíóâàíü â ñèëó ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü çóìîâëåíèõ ïîðèâàìè âiòðó. Â
òàêèõ ñïîðóäàõ iíñòàëþ¹òüñÿ êîíòåéíåð ç ðiäèíîþ. Ôîðìà êîíòåéíåðó i
ðiâåíü íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïiäáèðàþòüñÿ òàê, ùîá âëàñíi êîëèâàííÿ ðiäèíè
ñïiâïàäàëè ç êîëèâàííÿì áóäiâëi, i òèì ñàìèì àìîðòèçóâàëè ðåçîíàíñíi
åôåêòè. Ïîñòà¹ çàäà÷à íà âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ìàÿòíèêà, ç îá'¹ìîì
ðiäèíè ç âiëüíîþ ïîâåðõíåþ. Ôîðìà îá'¹ìó ðiäèíè ÷àñòî íåöèëiíäðè÷íî¨,
ôîðìè.

Ñåðåä ïóáëiêàöié çóñòði÷à¹ìî ðîáîòè McNamara.R.J [65], Kareem.A.,
Sun.W.J. [66], Kareem.A. [67], Kareem.A., Kline.S. [68], A.Y.J. Won, J.A. Pires,
M.A. Haroun [71], Bharadwaj Nanda [69].

Âïðîâàäæåííÿ TLD�åëåìåíòiâ çóñòði÷à¹ìî â íàñòóïíèõ ñâiòîâèõ
ñïîðóäàõ: Áåðëiíñüêà òåëåâiçiéíà âåæà � äåìïôåð ðîçòàøîâàíèé â øïèëü.
Bloomberg Tower â Íüþ�Éîðêó, Áóðäæ àëü�Àðàá â Äóáà¨, Citigroup öåíòð â
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Íüþ�Éîðêó � îäèí ç ïåðøèõ õìàðî÷îñiâ ç âìîíòîâàíèì äåìïôåðîì, Comcast
Center ó Ôiëàäåëüôi¨, øòàò Ïåíñiëüâàíiÿ � ìiñòèòü íàéáiëüøèé TLCD â ñâiòi
(1300 òîíí), Äóáëií Spire ó Äóáëiíi � öå âóçüêà òîíêà ñòðóêòóðà, ðîçðîáëåíà
ç äåìïôåðîì äëÿ çàáåçïå÷åííÿ àåðîäèíàìi÷íî¨ ñòiéêîñòi ïiä ÷àñ øòîðìîâîãî
âiòðó, John Hancock Tower â Áîñòîíi � äåìïôåð áóâ äîäàíèé äî íüîãî ïiñëÿ
òîãî âií áóâ ïîáóäîâàíèé, Ëîíäîíñüêèé ìiñò Ìiëåíióì, Park Tower â ×èêàãî
� ïåðøèé áóäèíîê ó ÑØÀ, â ÿêîìó äåìïôåð âìîíòîâàíèé ç ñàìîãî ïî÷àòêó
áóäiâíèöòâà, Øàíõàéñüêèé âñåñâiòíié ôiíàíñîâèé öåíòð ó Øàíõà¨.

Íå ìåíø àêòóàëüíîþ ïîòðåáîþ ¹ âïðîâàäæåííÿì TLD�îá'¹êòiâ ó
áóäiâëÿõ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â çîíàõ ñåéñìi÷íî¨ àêòèâíîñòi [70].
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1.2. Ðiâíÿííÿ ðóõó ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ

Îäíi¹þ iç íàéïðîñòiøèõ çàäà÷ äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà ç ðiäèíîþ ¹ çàäà÷à
ïðî êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà âiäíîñíî íåðóõîìî¨ ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi.
Â ìàÿòíèêó ¹ ïîðîæíèíà, ÷àñòêîâî çàïîâíåíà ðiäèíîþ. Íàÿâíiñòü âiëüíî¨
ïîâåðõíi â ðiäèíi âiäíîñèòü òàêó ìåõàíi÷íó ñèñòåìó äî ñèñòåì ç íåñêií÷åííèì
÷èñëîì ñòóïåíåé âiëüíîñòi.

Îäíèì iç ïåðøèõ ðîçãëÿíóâ öi çàäà÷i Ì.Ì. Ìîéñå¹â â ðîáîòi [36], à ïîòiì
â ðîáîòi [39].

Ïðèâåäåìî, âèêëàäåíèé â ðîáîòi [39], âèâiä ðiâíÿíü ðóõó ìàÿòíèêà.

Ìàë. 1.1: Âiäõèëåíå âiä ñòàíó ñïîêîþ
ïîëîæåííÿ ìàÿòíèêà

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ïëîñêi êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà âiäíîñíî ãîðèçîíòàëüíî¨
íåðóõîìî¨ îñi, ÿêó ïîçíà÷åíî Ox1.

Âiñü Oz ðóõîìî¨, çâ'ÿçàíî¨ ç òiëîì,
ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz ñóìiùåíà
ç âiññþ ñèìåòði¨ òiëà, à ¨¨ ïî÷àòîê
âèáðàíèé íà "çàìîðîæåíié" âiëüíié
ïîâåðõíi ðiäèíè.

Â ìàÿòíèêó ¹ ïîðîæíèíà, ÿêà
÷àñòêîâî çàïîâíåíà ðiäèíîþ.

Çáóðåíèé ñòàí äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà â ìîìåíò
÷àñó t õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíèìè
âåëè÷èíàìè:

1. Êóòîì µ(t) âiäõèëåííÿ
ìàÿòíèêà âiä âåðòèêàëüíîãî
ñòàíó.
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2. Âiäõèëåííÿì N(x, y, t) âiëüíî¨ ïîâåðõíi â íàïðÿìêó îñi Oz âiäíîñíî ¨¨
"çàìîðîæåíîãî" ðiâíîâàæíîãî ñòàíó.

3. Ïîëåì øâèäêîñòåé ~v(x, y, z, t) ÷àñòèíîê ðiäèíè îá'¹ìó Ω.

Ðiäèíà ââàæà¹òüñÿ iäåàëüíîþ i íåñòèñëèâîþ, à ¨¨ ðóõ ïîòåíöiàëüíèì,
òîáòî, âåêòîð øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê ðiäèíè ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

~v(x, y, z, t) = ∇ϕ(x, y, z, t),

äå ϕ(x, y, z, t) � ïîòåíöiàë øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê ðiäèíè. Iç óìîâè
íåñòèñëèâîñòi div~v = 0 âèïëèâà¹, ùî

∆ϕ = 0. (1.1)

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà T = T0 + T1 , äå T0 - êiíåòè÷íà
åíåðãiÿ òiëà, T1- êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ðiäèíè.

Äëÿ òiëà:

T0 =
J0

2

(
dµ

dt

)2

,

äå J0 - ìîìåíò iíåðöi¨ òiëà âiäíîñíî íåðóõîìî¨ îñi, t-÷àñ.
Äëÿ ðiäèíè âèðàç êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨

T1 =
ρ

2

∫

Ω

(
~∇ϕ + ~v∗

)2
dΩ,

äå Ω � îá'¹ì ðiäèíè â ñòàíi ðiâíîâàãè, ~v∗ � âåêòîð øâèäêîñòåé ðiäèíè â
ïðèïóùåíi, ùî âiëüíà ïîâåðõíÿ çàìiíåíà òâåðäîþ êðèøêîþ

~v∗ =
dµ

dt
~∇ϕ∗.

Òóò ϕ∗ � ïîòåíöiàë Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî, ÿêèé çàëåæèòü òiëüêè âiä ôîðìè
ïîðîæíèíè i ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i
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∆ϕ∗ = 0 â Ω,
∂ϕ∗

∂n
= (~r × ~n,~i) íà S + Σ, (1.2)

äå ~r � ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè.
Âåëè÷èíà êóòà µ âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà, òà âåëè÷èíà àìïëiòóäè ðóõó

÷àñòèíîê ðiäèíè ââàæàþòüñÿ ìàëèìè â òîìó ñåíñi, ùî ¨õíiìè êâàäðàòàìè,
äîáóòêàìè òà âèùèìè ñòåïåíÿìè ìîæíà çíåõòóâàòè ïîðiâíÿíî ç ïåðøèìè ¨õ
ñòåïåíÿìè. Îñêiëüêè êîëèâàííÿ ââàæà¹ìî ìàëèìè, âñi õàðàêòåðèñòèêè ðóõó
ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà ìîæíà çíåñòè íà íåçáóðåíi îá'¹ìè ðiäèí òà ïîâåðõíi,
ùî ¨õ îáìåæóþòü. Òàêèì ÷èíîì, êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè òiëî�
ðiäèíà ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

T = T0 + T1 =
J0

2

(
dµ

dt

)2

+
ρ

2

∫

Ω

(∇ϕ)2dΩ

+
dµ

dt
ρ

∫

Ω

∇ϕ · ∇ϕ∗dΩ +
ρ

2

(
dµ

dt

)∫

Ω

(∇ϕ∗)2dΩ.

Îñêiëüêè âåëè÷èíà
∫
Ω

(∇ϕ∗)2dΩ çàëåæèòü òiëüêè âiä ôîðìè ïîðîæíèíè,
òîìó ïîçíà÷åíî J = J0+m, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ìîìåíòîì iíåðöi¨ åêâiâàëåíòíîãî
òâåðäîãî òiëà. Òóò m ïðè¹äíàíèé ìîìåíò iíåðöi¨ ðiäèíè m = ρ

∫
Ω

(∇ϕ∗)2dΩ

Ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ òàêîæ ðîçáèòî íà äâi ñêëàäîâi

Π = Π0 + Π1,

äå Π0 � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ òâåðäîãî òiëà, Π1 � ðiäèíè.
Äëÿ òâåðäîãî òiëà îòðèìàíî

Π0 = M0g.h

Òóò M0 � ìàñà òâåðäîãî òiëà, g � ïðèñêîðåííÿ ñèë çåìíîãî òÿæiííÿ. ßêùî
l0 � âiääàëü âiä öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà äî òî÷êè ïiäâiñó, òî h = l0− l0cosµ,
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i ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí äðóãîãî ïîðÿäêó

Π0 = M0gl0
µ2

2
.

Îá÷èñëþ¹òüñÿ ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ðiäèíè

Π1 = ρg

∫

Ω

z1dΩ,

òóò Ω � îá'¹ì ðiäèíè, ÿêèé çàéìà¹ ðiäèíà â çáóðåíîìó ñòàíi, ÿêèé ðîçáèòî
íà äâi ñêëàäîâi Ω = Ω0 + Ω1, äå Ω0 � îá'¹ì ðiäèíè â ïîëîæåííi ðiâíîâàãè,
à Ω1 � îá'¹ì, ùî çàéìà¹ ðiäèíà ìiæ âiëüíîþ ïîâåðõíåþ â çáóðåíîìó ñòàíi i
ïëîùèíîþ, â ÿêié çíàõîäèëàñü âiëüíà ïîâåðõíÿ â ñòàíi ñïîêîþ

Π1 = ρg
∫
Ω0

z1dΩ + ρg
∫
Ω1

z1dΩ.

Ìàë. 1.2: Ðóõîìà i íåðóõîìà ñèñòåìè
êîîðäèíàò

Ïåðøèé äîäàíîê � òî ¹ åíåðãiÿ
ðiäèíè â ïðèïóùåííi, ùî âiëüíà
ïîâåðõíÿ çàìiíåíà òâåðäîþ êðèøêîþ
i ìîæíà çàïèñàòè

ρg

∫

Ω0

z1dΩ = ρgΩ0z
∗
1,

äå z∗1- àïïëiêàòà öåíòðà âàãè
ðiäèíè â ñòàíi ðiâíîâàãè z∗1 =

−l∗ cos µ.
I ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí äðóãîãî

ïîðÿäêó ìàëîñòi,

z∗1 = l∗
µ2

2
+ l∗ = l∗

µ2

2
+ const,

òóò l∗ � âiäñòàíü âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà âàãè ðiäèíè Ω0.
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Ç ìàëþíêà 1.2 âèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè M ðiäèíè

z1 = −O1B = −O1A− AC + CB =

−l cos µ + z cos µ + y sin µ =

= (z − l) cos µ− y sin µ,

äå l � âiäñòàíü âiä âiëüíî¨ ïîâåðõíi äî òî÷êè ïiäâiñó.
Íåõàé N � çáóðåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi. Òîäi ìîæíà çàïèñàòè

ρg

∫

Ω1

z1dΩ = ρg

∫

Σ

ds

N∫

0

(z − l) cos µ− y sin µdz).

Îñêiëüêè äëÿ íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè

∫

Σ

ds

N∫

0

l cos µdz = l cos µ

∫

Σ

Nds = 0,

òî, îòæå,
ρg

∫

Ω1

z1dΩ =
ρg

2

∫

Σ

N 2 cos µds + ρg

∫

Σ

yN sin µds.

Ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí äðóãîãî ïîðÿäêó, îòðèìó¹òüñÿ âèðàç äëÿ
ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà

Π =
k2µ2

2
+

ρg

2

∫

Σ

N 2ds + µρg

∫

Σ

yNds,

òóò k2 = l0M0g + l∗ρ1gΩ0. Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè ëàãðàíæiàí

L =

t1∫

0

(T − Π)dt,

äå t1 � äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó.
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Iç óìîâè δL = 0 âèâîäèòüñÿ ðiâíÿííÿ ðóõó

δL =

t1∫

0

(
J0

dµ

dt
δ
dµ

dt
+ δ

dµ

dt
ρ

∫

Ω

∇ϕ∗∇ϕdΩ +
dµ

dt
ρ

∫

Ω

∇ϕ∗δ∇ϕdΩ+

+ρ

∫

Ω

(∇ϕ)δ∇ϕdΩ− k2µδµ− ρgδµ

∫

Σ

yNdS−

−ρgµ

∫

Σ

yδNdS − ρg

∫

Σ

NδNdSδµ

)
dt

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Ãðiíà òà âðàõîâóþ÷è êiíåìàòè÷íi óìîâè

∂ϕ

∂n
= 0 íà S,

∂ϕ

∂n
=

∂N

∂t
íà Σ, (1.3)

îòðèìàíî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ íàñòóïíèõ âèðàçiâ:
∫

Ω

∇ϕ∗∇ϕdΩ =

∫

Σ

ϕ∗
∂N

∂t
dΩ,

∫

Ω

∇ϕ∗δ∇ϕdΩ =

∫

Σ

ϕ∗δ
∂N

∂t
dΩ,

∫

Ω

∇ϕδ∇ϕdΩ =

∫

Σ

ϕδ
∂N

∂t
dΩ.

Iíòåãðóþ÷è ïî ÷àñòèíàõ:

δL =

t1∫

0

(
J0

d

dt

(
dµ

dt
δµ

)
− J0δµ

d2µ

dt2
+ ρ

∫

Σ

ϕ∗
∂

∂t

(
∂N

∂t
δµ

)
dS−

−ρδµ

∫

Σ

ϕ∗
∂2N

∂t2
dS + ρ

∫

Σ

ϕ∗
∂

∂t

(
dµ

dt
δN

)
dS − ρ

∫

Σ

ϕ∗
d2µ

dt2
δNdS+

+ρ

∫

Σ

∂

∂t
(ϕδN) dS − ρ

∫

Σ

∂ϕ

∂t
δNdS − k2µδµ−

−ρgδµ

∫

Σ

yNdS − ρgµ

∫

Σ

yδNdS − ρg

∫

Σ

NδNdS

)
dt

.
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Îñêiëüêè íà êiíöÿõ iíòåðâàëó âàðiàöi¨ δµ = 0 i δN = 0, òî

δL =

t1∫

0

((
− J0

d2µ

dt2
− ρ

∫

Σ

ϕ∗
∂2N

∂t2
dS − k2µ− ρg

∫

Σ

yNdS + M

)
δµ−

−ρ

∫

Σ

(
ϕ∗

d2µ

dt2
+

∂ϕ

∂t
+ gµy + gN

)
δNdS

)
dt = 0.

Îñêiëüêè δN i δµ äîâiëüíi òà íåçàëåæíi, òî îòðèìó¹òüñÿ

J0
d2µ

dt2
+ ρ

∫

Σ

ϕ∗
∂2N

∂t2
dS + k2µ + ρg

∫

Σ

yNdS = 0,

ϕ∗
d2µ

dt2
+

∂ϕ

∂t
+ gµy + gN = 0 íà Σ.

(1.4)

Ñèñòåìà (1.4) ìiñòèòü íåâiäîìi N òà µ, ÿêi çâ'ÿçàíi êiíåìàòè÷íîþ óìîâîþ
(1.3), òîìó äîöiëüíî çàìiñòü ïîòåíöiàëó øâèäêîñòåé ϕ âèêîðèñòîâóâàòè
ïîòåíöiàë ïåðåìiùåíü Q, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

∂Q

∂t
= ϕ.

Ïîòåíöiàë ïåðåìiùåíü Q çãiäíî (1.1) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆Q = 0 (1.5)

i, âðàõîâóþ÷è (1.3), çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè

∂Q

∂n
= 0 íà S, (1.6)

∂Q

∂n
=

∂Q

∂z
= N íà Σ. (1.7)

Òîäi ðiâíÿííÿ ðóõó ìàÿòíèêà ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

J
d2µ

dt2
+ ρ

∫

Σ

ϕ∗
∂

∂z

(
∂2Q

∂t2

)
dS + k2µ + ρg

∫

Σ

y
∂Q

∂z
dS = 0, (1.8)
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À êðàéîâó óìîâó (1.7):

ϕ∗
d2µ

dt2
+

∂2Q

∂t2
+ gµy + g

∂Q

∂z
= 0 íà Σ (1.9)

Çàäà÷à Êîøi.
Äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (1.5) i (1.8) ïðè êðàéîâèõ

óìîâàõ (1.6), (1.7) i (1.9) ïîòðiáíî äîëó÷èòè ùå ïî÷àòêîâi óìîâè íàñòóïíîãî
âèãëÿäó:

∂Q

∂n
= q0;

∂2Q

∂n∂t
= w0; µ = µ0;

dµ

dt
= ω0 ïðè t = 0, (1.10)

äå q0 � âåðòèêàëüíå âiäõèëåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè, w0 � íîðìàëüíà
øâèäêiñòü âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè, µ0- êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà, ω0 � êóòîâà
øâèäêiñòü ìàÿòíèêà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó.

Ïåðåõiä äî áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí.
Äàëi, íåõàé L � õàðàêòåðíèé ëiíiéíèé ðîçìið îáëàñòi Ω. Òîäi ââåäåìî

áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè (ïîçíà÷åíi çíà÷êîì "∼")

x = x̃ · L, y = ỹ · L, z = z̃ · L, Q = Q̃ · L2, N = Ñ · L,

t = t̃ · g−1/2L1/2, k2 = ρ g L4 · k̃2, J = J̃ ρ L
5

, ϕ∗ = ϕ̃∗ · L2,

~n = ~̃n · L, q0 = q̃0 · L, w0 = w̃0 · L1/2g1/2.

Òîäi çàäà÷à Êîøi (1.8),(1.6),(1.9), (1.10) ïðèéìà¹ òàêèé âèãëÿä
(ïîçíà÷åííÿ "∼"îïóñêà¹ìî):

J
d2µ

dt2
+

∫

Σ

ϕ∗
∂

∂z

(
∂2Q

∂t2

)
dS + k2µ +

∫

Σ

y
∂Q

∂z
dS = 0,

∆Q = 0 â Ω,
∂Q

∂n
= 0 íà S,

ϕ∗
d2µ

dt2
+

∂2Q

∂t2
+ gµy + g

∂Q

∂z
= 0 íà Σ,

(1.11)
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ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ
∂Q

∂n
= q0;

∂2Q

∂n∂t
= w0; µ = µ0;

dµ

dt
= ω0 ïðè t = 0. (1.12)

Íèæ÷å, â �3.2 áóäå ðîçãëÿíóòî çàäà÷i Êîøi â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò,
òà â �3.6 íàâåäåíî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð'¹ ïî âëàñíèõ
ôóíêöiÿõ âiäïîâiäíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i.

Âëàñíi êîëèâàííÿ.
Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü i êðàéîâèõ óìîâ (1.11), ÿêi íàñòóïíèì ÷èíîì

çàëåæàòü âiä ÷àñó:

µ(t) = sin σt · θ, Q(x, y, z, t) = sin σt · Φ(x, y, z)

îïèñóþòü âëàñíi, àáî, íîðìàëüíi êîëèâàííÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè.
Òîäi

d2µ(t)

dt2
= −σ2 sin σt · θ, ∂2Q(x, y, z, t)

∂t2
= −σ2 sin σt · Φ(x, y, z).

Â òàêîìó ðàçi çàäà÷à (1.11) ïðèéìà¹ òàêèé âèãëÿä (ïîêëàäàþ÷è λ = σ2):

−Jλθ − λ

∫

Σ

ϕ∗
∂Φ

∂z
dS + k2θ +

∫

Σ

∂Φ

∂z
y dS = 0,

∆Φ = 0 â Ω,

−λ θϕ∗ − λ Φ + yθ +
∂Φ

∂z
= 0 íà Σ,

∂Φ

∂n
= 0 íà S.

(1.13)

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.13), â ðîáîòi [39], ôóíêöiÿ Φ ïîäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi ðîçâèíåííÿ â óçàãàëüíåíèé ðÿä Ôóð'¹

Φ =
∞∑

k=1

ck uk (1.14)

ïî âëàñíèõ ôóíêöiÿõ êðàéîâî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i

∆u = 0 â Ω,
∂u

∂n
= 0 íà S,

∂u

∂z
= σ u íà Σ, (1.15)



27

ÿêà îïèñó¹ âëàñíi êîëèâàííÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè â íåðóõîìié ïîðîæíèíi.
Ââàæà¹òüñÿ, ùî âëàñíi ôóíêöi¨ çàäà÷i (1.15) íîðìîâàíi, òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà
∫

Σ

uiuk dS =





1, ïðè i = k,

0, ïðè i 6= k.
(1.16)

Âèðàç (1.14) ïiäñòàâëÿ¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ ðóõó i êðàéîâó óìîâó íà Σ (1.13)

−Jλθ − λ

∫

Σ

ϕ∗
∞∑

k=1

ck
∂uk

∂z
dS + k2θ +

∫

Σ

∞∑

k=1

ck
∂uk

∂z
ydS = 0, (1.17)

−λ θϕ∗ − λ

∞∑

k=1

ck uk + yθ +
∞∑

k=1

ck
∂uk

∂z
= 0. (1.18)

Ðiâíÿííÿ (1.18) ìíîæèòüñÿ íà ui, iíòåãðó¹òüñÿ ïî Σ i, âðàõîâóþ÷è
îðòîíîðìîâàíiñòü (1.16), îäåðæó¹òüñÿ íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

−λ θ

∫

Σ

ϕ∗uidS − λ ci + θ

∫

Σ

y uidS +

∫

Σ

∞∑

k=1

ck
∂uk

∂z
uidS = 0. (1.19)

ßêùî âðàõóâàòè, ùî âñi uk, ÿê ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i (1.15), ìàþòü
çàäîâîëüíÿòè óìîâó íà Σ

∂uk

∂z
= σk uk, (1.20)

òî ðiâíÿííÿ (1.17) òà (1.19) ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

−Jλθ − λ

∫

Σ

ϕ∗
∞∑

k=1

ckσk ukdS + k2θ +

∫

Σ

∞∑

k=1

ckσk ukydS = 0, (1.21)

−λ θ

∫

Σ

ϕ∗uidS − λ ci + θ

∫

Σ

y uidS + σici = 0. (1.22)

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè (1.21) i (1.22) âèêîíóþòüñÿ òiëüêè íàáëèæåíî ó
âèïàäêó, êîëè óìîâà (1.20) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ íàáëèæåíî, i âiäïîâiäíî (1.21) òà
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(1.22) âèêîíóþòüñÿ òî÷íî òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè âiäîìèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (1.15).

Ç (1.22) îäåðæó¹òüñÿ âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ci

ci = θ
(ai − λ bi)

λ− σi
, (1.23)

äå
ai =

∫

Σ

y uidS, bi =

∫

Σ

ϕ∗uidS.

Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíèé âèðàç (1.23) äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ci â (1.21),
îäåðæó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

k2 − λJ +
∞∑

k=1

σk
(ak − λ bk)

2

λ− σk
= 0 (1.24)

äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ. Öå ðiâíÿííÿ ïðåäñòàâëåíî â ðîáîòi
[39]. Ç öüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèòüñÿ λ i ïîòiì êîåôiöi¹íòè ci, i òàêèì ÷èíîì
çíàõîäèòüñÿ íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê øóêàíî¨ ôóíêöi¨ Φ.

Öåé ñïîñiá ââàæà¹òüñÿ êëàñè÷íèì, àëå, çàóâàæèìî, ïðè öüîìó âèìàãà¹
òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíèõ çàäà÷.
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1.3. Çàäà÷à ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÿêà
ìà¹ ôîðìó òiëà îáåðòàííÿ âiäíîñíî âåðòèêàëüíî¨ îñi

Äàëi îáìåæèìîñÿ äîñëiäæåííÿì ïîðîæíèí, ÿêi ìàþòü ôîðìó òiëà
îáåðòàííÿ âiäíîñíî âåðòèêàëüíî¨ îñi. Òîìó ìîæíà ïåðåéòè äî öèëiíäðè÷íî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò (z, r, η). Ðîçâ'ÿçîê øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

x = r cos η, y = r sin η.

Ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ÿê i ïîïåðåäíüî¨, çâ'ÿæåìî ç âiëüíîþ
ïîâåðõíåþ ðiäèíè â ñòàíi ñïîêîþ.

Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à (1.2) äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîòåíöiàëó Ñòîêñà�
Æóêîâñüêîãî ïðèéìà¹ âèãëÿä:

∆1ϕ
∗ = 0 â G,

∂ϕ∗

∂n
= (r cos(~n, z)− (z − l) cos(~n, r)) íà L + Γ. (1.25)

À òîìó ¨¨ ðîçâ'ÿçîê øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

ϕ∗(z, r, η) = ϕ∗(z, r) sin η.

Ùîäî ôóíêöi¨ Φ(z, r, η), òî ç óñiõ ìîæëèâèõ

Φ(z, r, η) = Φ(z, r) sin mη, Φ(z, r, η) = Φ(z, r) cos mη,

çà ðàõóíîê âèðîäæåíîñòi iíòåãðàëiâ
2π∫

0

sin mη sin η dη = 0,

2π∫

0

cos mη sin η dη = 0,

ìîæåìî øóêàòè ôóíêöiþ Φ ó âèãëÿäi

Φ(z, r, η) = Φ(z, r) sin η,
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îñêiëüêè ¹äèíèì iíøèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1.13) ¹ âèïàäîê θ = 0, ùî
âiäïîâiäà¹ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ðiäèíè â íåðóõîìié ïîñóäèíi.

Ôóíêöiÿ Φ(z, r) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(
k2 − Jλ

)
θ + π

r0∫

0

r
∂Φ

∂z
(r − λ ϕ∗) dr = 0, (1.26)

∆1Φ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂Φ

∂r

)
+

∂2Φ

∂z2 −
1

r2Φ = 0, (1.27)

i êðàéîâi óìîâi:

−λ θϕ∗ − λ Φ + rθ +
∂Φ

∂z
= 0 íà Γ,

∂Φ

∂n
= 0 íà L. (1.28)

Äîïîìiæíà çàäà÷à (1.15) íàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

∆1u = 0 â G,
∂u

∂n
= 0 íà L,

∂u

∂z
= σ u íà Γ. (1.29)
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1.4. Äîñëiäæåííÿ âëàñíèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà ç öèëiíäðè÷íîþ
ïîðîæíèíîþ

Äëÿ ïîðîæíèíè êðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè ç âåðòèêàëüíîþ âiññþ ñèìåòði¨,
êðàéîâà çàäà÷à íà çíàõîäæåííÿ ïîòåíöiàëó Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî (1.25) òà
çàäà÷à ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ðiäèíè â íåðóõîìié ïîðîæíèíi (1.29) ïðèéìàþòü
âèãëÿä:

∆1ϕ
∗ = 0 â G,

∂ϕ∗

∂z
= r, ïðè z = 0, z = −h,

∂ϕ∗

∂r
= l − z, ïðè r = 1 (1.30)

i

∆1u = 0 â G,
∂u

∂z
= σu, ïðè z = 0,

∂u

∂z
= 0, ïðè r = 1,

∂u

∂z
= 0, ïðè z = −h,

(1.31)
äå G = (z, r) : 0 < r < 1,−h < z < 0.

ßêùî çðîáèòè çàìiíó ϕ∗ = z r + Ψ, òî çàäà÷à (1.30) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

∆1Ψ = 0 â G,
∂Ψ

∂z
= 0, ïðè z = 0, z = −h,

∂Ψ

∂r
= l − 2z, ïðè r = 1.

(1.32)
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ðîçêëàäó â ðÿä Ôóð'¹ ïî ôóíêöiÿõ
cos

(
kπz

h

)
Ψ =

∞∑

k=0

ak cos

(
kπz

h

)
I1

(
kπr
h

)

I1
(

kπ
h

) . (1.33)

Òîäi îäåðæó¹òüñÿ âèðàç ïîòåíöiàëó Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî ó âèãëÿäi ðÿäó
Ôóð'¹

ϕ∗ = z r + (l + h) r − 8h

π2

∞∑
i=1

1

(2i− 1)2


1 +

I2

(
(2i− 1)π

h

)

I1

(
(2i− 1)π

h

)




−1

.

Âiäîìèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.31). Âií ìà¹ âèãëÿä

uk(z, r) = J1(ξk, r) ch (ξk(z + h)) ,
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äå ξk � k-òèé êîðiíü ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ J ′1(r) = 0, h � âèñîòà
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ.
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1.5. ×èñëîâà ðåàëiçàöiÿ

Çãiäíî ç âèêëàäåíèì âèùå ìåòîäîì, ïðîâîäèëèñÿ ðîçðàõóíêè âëàñíèõ çíà÷åíü
äëÿ ìàÿòíèêà ç öèëiíäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ iäåàëüíîþ
ðiäèíîþ. Ðàäióñ ïîðîæíèíè r0 = 0.1m, âèñîòà ïîðîæíèíè h0 = 0.2m. Òâåðäå
òiëî ìà¹ ôîðìó öèëiíäðà, ñòiíêè i äíî ÿêîãî ìàþòü îäíàêîâó òîâùèíó. Ìàñà
òiëà M0 = 1kg . Ãóñòèíà ðiäèíè ρ0 = 1000 kg/ m3.

Â òàáëèöi 1.1 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i â çàëåæíîñòi âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ, ïðè
äîâæèíi d0 = 1 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà. Òóò âçÿòî
N = 20 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié i âèêîðèñòîâóâàëîñÿ N1 = 8 ôóíêöié â
ðîçêëàäi ïî ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i.

Â òàáëèöi 1.2 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i â çàëåæíîñòi âiä äîâæèíè d0 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî
òiëà, ïðè âèñîòi h1 = 0.15 íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ. Òóò âçÿòî N = 20

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié i âèêîðèñòîâóâàëîñÿ N1 = 8 ôóíêöié â ðîçêëàäi ïî
ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i.

Òàáëèöÿ 1.1: Âëàñíi çíà÷åííÿ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü
êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20, êiëüêiñòü ôóíêöié ó ðîçêëàäi N1 = 8

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.10 0.097478046 2.630768429 5.441073313 8.573469402 11.724526466
0.12 0.098193200 2.552610507 5.415292966 8.564980532 11.720398673
0.14 0.098972401 2.465216603 5.397572480 8.559191891 11.717564418
0.16 0.099796635 2.385266202 5.385157539 8.555096195 11.715542864
0.18 0.100654175 2.316684639 5.376147576 8.552083420 11.714045369
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Òàáëèöÿ 1.2: Âëàñíi çíà÷åííÿ ïðè âèñîòi íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15,
êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20, êiëüêiñòü ôóíêöié ó ðîçêëàäi

N1 = 8

d0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.00 -0.446841165 1.979974824 5.382781152 8.562374813 11.721494221
0.01 0.017876419 1.908426556 5.366329351 8.554570673 11.716970503
0.02 0.467454845 1.849138754 5.351187646 8.547273795 11.712719951
0.03 0.808453984 1.826844941 5.339929877 8.541703627 11.709450966
0.04 0.991817863 1.866303279 5.333552611 8.538260882 11.707380367
0.05 1.040919920 1.954236909 5.331464523 8.536652707 11.706335492
0.06 1.019279261 2.049664577 5.332358428 8.536328384 11.706009816
0.07 0.970395811 2.130467210 5.334974904 8.536782583 11.706126979
0.08 0.913614691 2.193222078 5.338404461 8.537653690 11.706489887
0.09 0.856772431 2.240729878 5.342087166 8.538713952 11.706973503
0.10 0.802961050 2.276629633 5.345714873 8.539830795 11.707503777
0.11 0.753267815 2.303970998 5.349135917 8.540931770 11.708039018
0.12 0.707904241 2.325038172 5.352287962 8.541980119 11.708556983
0.13 0.666700656 2.341480906 5.355156586 8.542959472 11.709046745
0.14 0.629333507 2.354480375 5.357751410 8.543864739 11.709503810
0.15 0.595432242 2.364884941 5.360092929 8.544696832 11.709927249
0.16 0.564629175 2.373309192 5.362205498 8.545459669 11.710318034
0.17 0.536581516 2.380203294 5.364113745 8.546158494 11.710678083
0.18 0.510979636 2.385900937 5.365840859 8.546798952 11.711009716
0.19 0.487548610 2.390652482 5.367407880 8.547386602 11.711315356
0.20 0.466046589 2.394647999 5.368833512 8.547926676 11.711597363
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1.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Îïèñàíèé âèùå ìåòîä äîáðå ïðàöþ¹ äëÿ ïîðîæíèí öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè,
îñêiëüêè âiäîìèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ çàäà÷i.

Çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü ïåðåíåñåííÿ òàêîãî
ïiäõîäó íà çàäà÷i ç ïîðîæíèíîþ ñêëàäíiøî¨ ôîðìè, äëÿ ÿêèõ ïîáóäîâàíi
òiëüêè íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíèõ çàäà÷. Òàêi äîñëiäæåííÿ äàäóòü
çìîãó îöiíèòè òî÷íiñòü ìåòîäiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ðóõó
òâåðäîãî òiëà ç ïîðîæíèíàìè ÷àñòêîâî çàïîâíåíèìè iäåàëüíîþ ðiäèíîþ, i
ÿêi áóäóþòüñÿ íà îñíîâi íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áàçîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷, ÿêi
îïèñóþòü âëàñíi êîëèâàííÿ ðiäèíè â íåðóõîìié ïîñóäèíi.
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ÐÎÇÄIË 2
ÌÅÒÎÄÈ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÂËÀÑÍÈÕ ÊÎËÈÂÀÍÜ

ÌÀßÒÍÈÊÀ Ç ÎÑÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÎÞ ÏÎÐÎÆÍÈÍÎÞ,
×ÀÑÒÊÎÂÎ ÇÀÏÎÂÍÅÍÎÞ ÐIÄÈÍÎÞ

2.1. Íàáëèæåíèé ìåòîä âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà ç
ïîðîæíèíîþ, ùî ìà¹ ôîðìó òiëà îáåðòàííÿ

Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî êëàñè÷íèé ìåòîä ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ìîæå áóòè åôåêòèâíî ðåàëiçîâàíèé
äëÿ âèïàäêó êðóãîâî¨ öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, äëÿ ÿêî¨ âiäîìi òî÷íi
ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ, ÷è äîïóñòèìî
çàñòîñîâóâàòè òàêèé ïiäõiä ó âèïàäêó, êîëè ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè çíàéäåíèé
òiëüêè íàáëèæåíî, îáìåæèìîñÿ ïîðîæíèíàìè, ÿêi ìàþòü ôîðìó òiëà
îáåðòàííÿ. Äëÿ òàêèõ ïîðîæíèí, ÿê ïðàâèëî, íå âiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè
äîïîìiæíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ (1.25) òà (1.29). Â çàëåæíîñòi âiä ôîðìè
ìåðèäiàëüíîãî ïåðåðiçó G îáëàñòi Ω, ìè çìîæåìî ç ïåâíîþ òî÷íiñòþ
ïîáóäóâàòè íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè öèõ êðàéîâèõ çàäà÷. Öÿ òî÷íiñòü âïëèâàòèìå
íà òî÷íiñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.26)�(1.28).

Çàóâàæèìî, ùî â äàíîìó âèïàäêó óìîâà ∂Φ

∂n
= 0 íà L òà ∂Φ

∂n
= σΦ íà Γ

çàäîâîëüíÿþòüñÿ íàáëèæåíî, ùî ¹ iñòîòíîþ âiäìiííiñòþ âiä âèïàäêó äëÿ
öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, äå öi óìîâè çàäîâîëüíÿþòüñÿ òî÷íî.

Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.27)�(1.28) ïîäàìî ó âèãëÿäi ñêií÷åíî¨
ñóìè

Φ =

N1∑

k=1

dk uk, (2.1)

äå uk � íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1.29).
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Â òàêîìó âèïàäêó, ïiñëÿ àíàëîãi÷íî¨ ïiäñòàíîâêè ïiäñòàíîâêè (2.1) â
(1.26) i âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü ÿê i ó �1.2, îäåðæó¹ìî òðàíñöåíäåíòíå
ðiâíÿííÿ (1.24), êîåôiöi¹íòè ai, bi ÿêîãî, â ñèëó çãàäàíîãî âèùå çàóâàæåííÿ,
îá÷èñëþþòüñÿ òiëüêè íàáëèæåíî.

×èñëîâi ðåçóëüòàòè òàêîãî ïiäõîäó ïðåäñòàâëåíi â �2.3.
Îäíi¹þ ç àëüòåðíàòèâíèõ ðåàëiçàöié êëàñè÷íîãî ïiäõîäó, òîáòî,

ïîáóäîâàíîãî íà âèêîðèñòàííi ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíèõ çàäà÷, ¹ çâåäåííÿ
çàäà÷i (1.26)�(1.28) äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çàìiñòü
ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ.

Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âèðàç (2.1) ïiäñòàâèìî â (1.26)

(
k2 − λJ

)
θ + π

r0∫

0

r

N1∑

k=1

dk
∂uk

∂z
(r − λϕ∗) dr = 0. (2.2)

À ïîòiì ïiäñòàâèìî âèðàç (2.1) ùå i â óìîâó (1.28) íà Γ, ïîìíîæèìî íà
r ui, ïðîiíòåãðó¹ìî ïî Γ, i îäåðæèìî N1 ðiâíÿíü äëÿ êîæíîãî i = (1, N1)

−λ θ

r0∫

0

rϕ∗uidr − λ

r0∫

0

r

N1∑

k=1

dkukuidr + θ

r0∫

0

r2uidr +

r0∫

0

N1∑

k=1

dk
∂uk

∂z
ruidr = 0.

(2.3)
Âðàõîâóþ÷è, ùî ∂ui

∂z
= σi ui íà Γ, òà ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ d0 = θ,

îäåðæèìî ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ îäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ
çíà÷åíü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ i êîåôiöi¹íòiâ dk

N1∑

k=0

(µik − λ νik) dk = 0, (2.4)

äå
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µoo = k2, νoo = J,

µok = π

r0∫

0

r2 ∂uk

∂z
dr = πσk

r0∫

0

r2 uk dr,

νok = π

r0∫

0

r
∂uk

∂z
ϕ∗dr = πσk

r0∫

0

r ukϕ
∗dr,

µio =

r0∫

0

r2 ui dr, νio =

r0∫

0

r uiϕ
∗dr,

µik =





σi

r0∫

0

r u2
i dr, ïðè i = k,

0, ïðè i 6= k,

νik =





r0∫

0

r u2
i dr, ïðè i = k,

0, ïðè i 6= k.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó (1.16) ïðî îðòîíîðìîâàíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié ui

ìîæåìî çàïèñàòè

µik =





σi, ïðè i = k,

0, ïðè i 6= k,
νik =





1, ïðè i = k,

0, ïðè i 6= k.
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2.2. Ïðîåêöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà çi ñôåðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.27), (1.26) i (1.28), çãiäíî ç ìåòîäîì Ðiòöà, áóäåìî øóêàòè
ó âèãëÿäi ðîçêëàäó ïî ñèñòåìi îäíîðiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ

Φ =
N∑

k=1

akwk, (2.5)

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë [27]

w1 = r, w2 = zr, wk+1 =
(2k + 1)zwk − (k − 1)(r2 + z2)wk−1

k + 2
,

∂wk

∂z
= (k − 1)wk−1, r

∂wk

∂r
= kwk − (k − 1)zwk−1,

(2.6)

i çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1.27).
Ïiäñòàâèìî âèðàç (2.5) â êðàéîâi óìîâè (1.28) íà Γ òà íà L, äîìíîæèìî

íà (r wi), ïðîiíòåãðó¹ìî ¨õ âiäïîâiäíî ïî Γ i ïî L i äîäàìî

∫

L+Γ

N∑

k=1

ak
∂wk

∂n
rwidl+θ

r0∫

0

r2widr−λ

r0∫

0

N∑

k=1

akwkrwidr−λθ

r0∫

0

rϕ∗widr = 0, (i = 1, N).

À ÿêùî ïiäñòàâèòè âèðàç (2.5) â ðiâíÿííÿ ðóõó (1.26), òî îòðèìà¹ìî

(
k2 − λJ

)
θ + π

r0∫

0

r

N∑

k=1

ak
∂Uk

∂z
(r − λϕ∗) dr = 0.

ßêùî ïîçíà÷èòè θ = a0, òî ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâíÿíü:
N∑

k=0

(αik − λ βik) ak = 0,
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äå
αoo = k2, βoo = J,

αok = π

r0∫

0

r2 ∂wk

∂z
dr, βok = π

r0∫

0

r
∂wk

∂z
ϕ∗dr,

αio =

r0∫

0

r2 wi dr, βio =

r0∫

0

r wiϕ
∗dr,

αik =

∫

L+Γ

r wi
∂wk

∂n
dl, βik =

r0∫

0

r wiwk dr.

Ïîòåíöiàë Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ âàðiàöiéíèì ìåòîäîì.
Êîåôiöi¹íòè bk âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ

ϕ∗ =
N∑

k=1

bkwk,

∫

L+Γ

r
∂ϕ∗

∂n
widl =

∫

L+Γ

r(r cos nz − z cos nr)wi dl.
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2.3. ×èñëîâà ðåàëiçàöiÿ

Ùîá îöiíèòè òî÷íiñòü òà äîïóñòèìiñòü çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó
ïðîâîäèëèñÿ ðîçðàõóíêè äëÿ îäíi¹¨ iç îñíîâíèõ çàäà÷ äèíàìiêè ðiäèíè
â ðóõîìîìó òiëi � çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ
â ïîðîæíèíi. Â ÿêîñòi äîñëiäæåííÿ âëàñíèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà ç
íåöèëiíäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ, âçÿòî çàäà÷ó ïðî êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà çi
ñôåðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ iäåàëüíîþ ðiäèíîþ. Äëÿ
ïîðiâíÿííÿ òî÷íîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà çi
ñôåðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ, ïðîâîäèëèñÿ ðîçðàõóíêè çãiäíî ç îïèñàíèìè âèùå
êëàñè÷íèì òà ïðîåêöiéíèì ìåòîäàìè. Êëàñè÷íèé ìåòîä ðåàëiçîâàíî äâîìà
ñïîñîáàìè � øëÿõîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ (1.24) i
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (2.4).

Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñÿ äëÿ òiëà, ùî ìà¹ ôîðìó ñôåðè ðàäióñà r = 0.1m,

çi ñòàëîþ òîâùèíîþ ïîâåðõíi, ìàñà ÿêîãî M0 = 1kg. Ãóñòèíà ðiäèíè ρ0 =

1000 kg/ m3.
Â òàáëèöÿõ 2.1 i 2.2 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè âëàñíèõ

çíà÷åíü çàäà÷i, îòðèìàíèõ êëàñè÷íèì ìåòîäîì, ðîçâ'ÿçóþ÷è òðàíñöåíäåíòíå
ðiâíÿííÿ i ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäïîâiäíî. Ðåçóëüòàòè
íàâåäåíî äëÿ ðiçíî¨ âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ, ïðè äîâæèíi
d0 = 1 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà. Òóò âçÿòî N = 30

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié i âèêîðèñòîâóâàëîñÿ N1 = 6 ôóíêöié â ðîçêëàäi ïî
ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i.

Â òàáëèöi 2.3 íàâåäåíî òàêi æ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì.
Òóò òàêîæ íàâåäåíî âëàñíi çíà÷åííÿ â çàëåæíîñòi âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ
ðiäèíîþ, ïðè äîâæèíi d0 = 1 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà,
êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20.
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Â òàáëèöi 2.4 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, â çàëåæíîñòi âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ
ïîðîæíèíè ðiäèíîþ, ïðè äîâæèíi d0 = 0.2 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè
òâåðäîãî òiëà. Òóò âçÿòî N = 20 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié i âèêîðèñòîâóâàëîñÿ
N1 = 6 ôóíêöié â ðîçêëàäi ïî ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i.

Â òàáëèöi 2.5 íàâåäåíî òàêi æ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì.
Òóò òàêîæ íàâåäåíî âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ðiçíî¨ âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ
ðiäèíîþ, ïðè äîâæèíi d0 = 0.2 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî
òiëà, êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20.

Â òàáëèöi 2.6 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, áåðó÷è
N = 30 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè
òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi ïî ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨
çàäà÷i N1 = 6.

Â òàáëèöi 2.7 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì, áåðó÷è
N = 30 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè
òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2.

Â òàáëèöi 2.8 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, â
çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15,
êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi ïî ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i N1 = 6.

Â òàáëèöi 2.9 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì, â
çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2 , âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15.

Â òàáëèöi 2.10 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, â
çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi ôóíêöié N1 â ðîçêëàäi ïî ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨
çàäà÷i. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà d0 = 1, âèñîòà
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íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30.
Â òàáëèöi 2.11 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, â

çàëåæíîñòi âiä âiääàëi d0 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà.
Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié
N = 30, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi ïî ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i
N1 = 6.

Â òàáëèöi 2.12 íàâåäåíî òi æ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì,
â çàëåæíîñòi âiä âiääàëi d0 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà.
Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N =

30.
Â òàáëèöi 2.13 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì äëÿ

âèñîòè íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, â çàëåæíîñòi âiä âiääàëi d0 âiä òî÷êè
ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà. Êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N =

30, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi ïî ðîçâ'ÿçêàõ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i N1 = 6.
Â òàáëèöi 2.14 íàâåäåíî òi æ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì

äëÿ âèñîòè íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, â çàëåæíîñòi âiä âiääàëi d0 âiä
òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà. Êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié
N = 30.
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Òàáëèöÿ 2.1: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, ðîçâ'ÿçóþ÷è
òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ, ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi N1 = 6

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.10 0.097232528 2.610629316 5.397280225 8.548467253 11.706428719
0.09 0.096981596 2.517596879 5.341246542 8.524071015 11.703298768
0.08 0.096794634 2.395535137 5.323023884 8.577208655 11.812291814
0.07 0.096695870 2.238000796 5.344024457 8.714901796 12.045349762
0.06 0.096714837 2.045214710 5.407986527 8.952464945 12.427927921
0.05 0.096884879 1.826094534 5.519937980 9.317311853 13.006943769

Òàáëèöÿ 2.2: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó
ðiâíÿíü, ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30,

êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi N1 = 6

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.10 0.097232528 2.610629316 5.397280225 8.548467253 11.706428719
0.09 0.096981596 2.517596879 5.341246542 8.524071015 11.703298768
0.08 0.096794634 2.395535137 5.323023884 8.577208655 11.812291814
0.07 0.096695870 2.238000796 5.344024457 8.714901796 12.045349762
0.06 0.096714837 2.045214710 5.407986527 8.952464945 12.427927921
0.05 0.096884879 1.826094534 5.519937980 9.317311853 13.006943769

Ç òàáëèöi 2.1 òà òàáëèöi 2.2 áà÷èìî, ùî ðåàëiçàöiÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó äà¹
ïðàêòè÷íî iäåíòè÷íi ðåçóëüòàòè, ðîçâ'ÿçóþ÷è òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ i
ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.
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Òàáëèöÿ 2.3: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì ïðè äîâæèíi ïiäâiñó
d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi

N1 = 6

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.10 0.097232527 2.610495288 5.397135609 8.548337749 11.706304512
0.09 0.096981596 2.517512422 5.341192249 8.524044793 11.703294269
0.08 0.096794634 2.395486628 5.323007532 8.577218191 11.812316673
0.07 0.096695870 2.237977670 5.344022138 8.714916273 12.045383120
0.06 0.096714837 2.045206355 5.407986946 8.952472114 12.427980907
0.05 0.096884879 1.826092385 5.519938479 9.317302301 13.005193586

Ïîðiâíþþ÷è âìiñò òàáëèöi 2.1 òà òàáëèöi 2.3, áà÷èìî, ùî êëàñè÷íèé i
ïðîåêöiéíèé ìåòîä äà¹ ìàéæå òi ñàìi ðåçóëüòàòè i äëÿ âèñîò íàïîâíåííÿ
h1 = 0.05 i äëÿ âèñîòè íàïîâíåííÿ h1 = 0.1 ïîðîæíèíè ðiäèíîþ. Ïðè òàêèõ
âèñîòàõ ¹ õîðîøèé ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ïðîòå ìîæåìî
ñïîñòåðiãàòè ïåâíi âiäìiííîñòi ó ðåçóëüòàòàõ äâîõ ìåòîäiâ.
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Òàáëèöÿ 2.4: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì ïðè äîâæèíi ïiäâiñó
d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20, êiëüêiñòü ôóíêöié â

ðîçêëàäi N1 = 6

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.190 0.483000853 5.953865480 13.501030401 63.380048439 5531.186700786
0.185 0.481298860 4.904719484 10.921859158 22.140942655 371.250222850
0.180 0.479041052 4.310782951 9.547048347 15.609617714 78.796586721
0.175 0.476305559 3.929951361 8.631516845 13.514227102 33.753126204
0.170 0.473166617 3.667234768 7.973082998 12.401121423 21.870338184
0.165 0.469695602 3.477941121 7.473612996 11.622251809 17.601330414
0.160 0.465958885 3.337695020 7.082576785 11.018645102 15.681428015
0.155 0.462016808 3.231735490 6.768694727 10.534187540 14.621075030

Òàáëèöÿ 2.5: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì ïðè äîâæèíi ïiäâiñó
d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.190 0.483000916 5.949055974 13.770170333 89.033415441
0.185 0.481299043 4.897057415 10.917661396 25.910420203 704.897349525
0.180 0.479041366 4.304491735 9.539702963 16.486676881 128.355093310
0.175 0.476305925 3.924086037 8.623351247 13.730092189 46.634606028
0.170 0.473167165 3.661586853 7.964574835 12.446556464 26.453964224
0.165 0.469696161 3.473359464 7.466408504 11.625776658 19.523828629
0.160 0.465959330 3.334078293 7.076509795 11.013309692 16.575167225
0.155 0.462017218 3.228548428 6.763099599 10.527141200 15.075905483

Ç òàáëèöi 2.4 òà òàáëèöi 2.5 áà÷èìî, ùî, êîëè âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ
âèùà, ðåçóëüòàòè äâîõ ìåòîäiâ äîâîëi âiäðiçíÿþòüñÿ.
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Òàáëèöÿ 2.6: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì ïðè äîâæèíi ïiäâiñó
d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30, êiëüêiñòü ôóíêöié â

ðîçêëàäi N1 = 6

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.190 0.483000406 5.948493477 13.248468287 20.624664539 52.137484046
0.185 0.481298038 4.901855173 10.904374394 16.916360164 23.981520251
0.180 0.479040485 4.310045929 9.539395381 14.809977552 20.092885626
0.175 0.476304812 3.929529250 8.627421180 13.400475311 18.175159668
0.170 0.473166028 3.667038500 7.970407190 12.386425124 16.805391333
0.165 0.469695225 3.477910363 7.472380069 11.617196852 15.765232752
0.160 0.465958554 3.337745901 7.082040406 11.014812179 14.953308355
0.155 0.462016508 3.231833105 6.768328534 10.531166104 14.302922284

Òàáëèöÿ 2.7: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì ïðè äîâæèíi ïiäâiñó
d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.190 0.483000430 5.943991669 13.243826324 20.785423396 65.124476454
0.185 0.481298119 4.897924906 10.900089378 16.911529384 24.994780439
0.180 0.479040650 4.306173339 9.533963819 14.803601404 20.158215405
0.175 0.476305002 3.926436935 8.622798236 13.395505814 18.170696641
0.170 0.473166280 3.664163394 7.965897698 12.380974889 16.800163046
0.165 0.469695443 3.475671410 7.468704662 11.612806985 15.761381210
0.160 0.465958753 3.335765489 7.078704098 11.010727278 14.948948120
0.155 0.462016678 3.230158164 6.765382028 10.527540468 14.298815673

Ç òàáëèöi 2.6 òà òàáëèöi 2.7 áà÷èìî, ùî âðàõîâóþ÷è áiëüøó êiëüêiñòü
êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, âñå ùå ñïîñòåðiãà¹ìî iñòîòíi âiäìiííîñòi ðåçóëüòàòiâ
îòðèìàíèõ äâîìà ìåòîäàìè.
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Òàáëèöÿ 2.8: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì â çàëåæíîñòi âiä
êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 0.2, âèñîòà

íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi N1 = 6

N λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

20 0.457924099 3.150536509 6.511872020 10.138271570 13.927582367
21 0.457924013 3.150533048 6.511775005 10.137328884 13.834924663
22 0.457923999 3.150533739 6.511724096 10.136812456 13.799815943
23 0.457923997 3.150539150 6.511725980 10.136734528 13.785879327
24 0.457923965 3.150549243 6.511710253 10.136716289 13.779095342
25 0.457923939 3.150566704 6.511677164 10.136582853 13.775305692
26 0.457923943 3.150591903 6.511671747 10.136488938 13.773532127
27 0.457923950 3.150619368 6.511687650 10.136494277 13.773109541
28 0.457923939 3.150642651 6.511689896 10.136478597 13.773119630
29 0.457923927 3.150659817 6.511680004 10.136408702 13.773030182
30 0.457923928 3.150672071 6.511679203 10.136368488 13.772919552
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Òàáëèöÿ 2.9: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì, äîâæèíà ïiäâiñó
d0 = 0.2, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15

N λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

20 0.457924504 3.147726619 6.506611804 10.131332931 14.176300684
21 0.457924382 3.148062905 6.507010736 10.131465895 13.936630637
22 0.457924275 3.148456755 6.507712997 10.132100456 13.832032495
23 0.457924245 3.148556653 6.507971364 10.132345198 13.791395506
24 0.457924227 3.148574951 6.507956928 10.132232691 13.776996177
25 0.457924168 3.148784401 6.508250791 10.132394537 13.772108874
26 0.457924110 3.149020904 6.508698164 10.132826330 13.770501382
27 0.457924095 3.149077918 6.508848096 10.133019955 13.769811412
28 0.457924087 3.149092294 6.508847360 10.132996883 13.769393785
29 0.457924054 3.149230472 6.509059044 10.133167637 13.769359331
30 0.457924020 3.149382943 6.509356176 10.133490829 13.769599120

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî íi êëàñè÷íèé ìåòîä, íi ïðîåêöiéíèé íå äà¹ çáiæíîñòi
ïðè çáiëüøåííi êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, ùî ìè áà÷èìî ç òàáëèöi 2.8
i òàáëèöi 2.9.
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Òàáëèöÿ 2.10: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì, äîâæèíà ïiäâiñó
d0 = 1, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié

N = 30

N1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

3 0.097232528 2.611362223 5.397634976
4 0.097232528 2.610886154 5.397394390 8.548552924
5 0.097232528 2.610709623 5.397314484 8.548490872 11.706452836
6 0.097232528 2.610629316 5.397280225 8.548467253 11.706428719
7 0.097232528 2.610585898 5.397262384 8.548455732 11.706418284
8 0.097232527 2.610553377 5.397249418 8.548447753 11.706411585
9 0.097232527 2.610526421 5.397239035 8.548441681 11.706406833
10 0.097232527 2.610514594 5.397234675 8.548439277 11.706405082
11 0.097232527 2.610513655 5.397234345 8.548439104 11.706404964
12 0.097232527 2.610513644 5.397234341 8.548439102 11.706404963
13 0.097232527 2.610513644 5.397234341 8.548439102 11.706404963
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Òàáëèöÿ 2.11: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì â çàëåæíîñòi âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi N1 = 6

d0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.20 0.457923928 3.150672071 6.511679203 10.136368488 13.772919552
0.19 0.478899336 3.155500085 6.511694533 10.136240841 13.772810660
0.18 0.501773536 3.160629390 6.511657536 10.136077658 13.772677942
0.17 0.526794870 3.166060062 6.511549030 10.135869112 13.772515331
0.16 0.554250869 3.171776478 6.511342683 10.135602179 13.772314883
0.15 0.584473842 3.177736355 6.511001998 10.135259413 13.772066080
0.14 0.617845972 3.183852663 6.510475846 10.134817173 13.771754837
0.13 0.654802415 3.189963459 6.509691807 10.134243058 13.771362076
0.12 0.695829278 3.195780960 6.508546107 10.133492127 13.770861650
0.11 0.741450268 3.200804339 6.506888405 10.132501360 13.770217327
0.10 0.792189524 3.204168392 6.504498841 10.131181546 13.769378421
0.09 0.848485393 3.204377956 6.501054162 10.129405706 13.768273616
0.08 0.910502887 3.198840079 6.496080561 10.126993531 13.766802741
0.07 0.977732289 3.183051292 6.488897707 10.123693649 13.764827417
0.06 1.048116203 3.149265868 6.478583951 10.119173496 13.762165562
0.05 1.116060015 3.084704913 6.464065659 10.113048637 13.758605856
0.04 1.167537549 2.970920433 6.444583373 10.105030442 13.753982930
0.03 1.167239524 2.792151925 6.420886694 10.095319880 13.748384404
0.02 1.030642908 2.571979677 6.396855927 10.085241873 13.742510895
0.01 0.633732701 2.408854112 6.379207127 10.077460502 13.737875968
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Òàáëèöÿ 2.12: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì â çàëåæíîñòi âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

d0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.20 0.457924020 3.149382943 6.509356176 10.133490829 13.769599120
0.19 0.478899425 3.154199944 6.509359621 10.133352360 13.769479182
0.18 0.501773618 3.159317141 6.509310266 10.133178230 13.769335435
0.17 0.526794935 3.164734453 6.509189021 10.132958795 13.769162047
0.16 0.554250901 3.170436076 6.508969719 10.132681313 13.768951418
0.15 0.584473818 3.176379519 6.508616137 10.132328764 13.768693544
0.14 0.617845856 3.182477517 6.508077597 10.131878151 13.768375106
0.13 0.654802147 3.188567880 6.507282401 10.131298049 13.767978158
0.12 0.695828767 3.194362588 6.506127937 10.130545001 13.767478262
0.11 0.741449371 3.199360664 6.504465725 10.129558259 13.766841757
0.10 0.792188017 3.202697003 6.502078904 10.128252116 13.766021884
0.09 0.848482941 3.202877180 6.498649069 10.126505036 13.764953353
0.08 0.910499021 3.197310504 6.493710264 10.124145185 13.763545286
0.07 0.977726493 3.181499374 6.486594744 10.120934313 13.761673588
0.06 1.048108453 3.147712271 6.476400406 10.116559652 13.759177659
0.05 1.116053227 3.083202864 6.462081425 10.110664648 13.755876642
0.04 1.167547919 2.969589653 6.442909744 10.102993632 13.751642373
0.03 1.167340521 2.791205445 6.419648284 10.093769208 13.746591084
0.02 1.031117568 2.571594263 6.396129478 10.084287834 13.741403298
0.01 0.635150169 2.408828202 6.378940807 10.077096205 13.737473730
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Òàáëèöÿ 2.13: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì â çàëåæíîñòi âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30, êiëüêiñòü ôóíêöié â ðîçêëàäi N1 = 6

d0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.20 0.479040485 4.310045929 9.539395381 14.809977552 20.092885626
0.19 0.502255123 4.311088994 9.539319469 14.809893673 20.092815190
0.18 0.527726916 4.312165831 9.539214884 14.809790839 20.092730683
0.17 0.555780443 4.313265312 9.539072984 14.809664086 20.092628602
0.16 0.586799285 4.314368729 9.538882128 14.809506860 20.092504350
0.15 0.621237378 4.315445566 9.538626445 14.809310389 20.092351827
0.14 0.659631452 4.316446755 9.538284002 14.809062783 20.092162822
0.13 0.702613144 4.317293702 9.537824050 14.808747683 20.091926129
0.12 0.750917196 4.317860145 9.537202803 14.808342243 20.091626217
0.11 0.805377508 4.317941522 9.536356871 14.807814028 20.091241218
0.10 0.866892543 4.317202271 9.535192937 14.807116239 20.090739842
0.09 0.936319253 4.315083510 9.533571370 14.806180285 20.090076623
0.08 1.014204777 4.310639535 9.531280414 14.804904346 20.089184673
0.07 1.100152995 4.302249757 9.527996924 14.803136405 20.087965033
0.06 1.191369593 4.287134836 9.523233028 14.800651939 20.086272847
0.05 1.279371951 4.260676396 9.516288827 14.797135353 20.083906119
0.04 1.342774600 4.216081275 9.506309184 14.792206625 20.080622725
0.03 1.333123006 4.147047862 9.492749169 14.785620418 20.076264489
0.02 1.157729353 4.059410901 9.476758048 14.777867209 20.071135741
0.01 0.706092300 3.985491393 9.462936532 14.771038521 20.066579344
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Òàáëèöÿ 2.14: Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðîåêöiéíèì ìåòîäîì â çàëåæíîñòi âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

d0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.20 0.479040650 4.306173339 9.533963819 14.803601404 20.158215405
0.19 0.502255306 4.307207912 9.533880812 14.803510920 20.158134280
0.18 0.527727118 4.308276190 9.533769805 14.803402481 20.158038321
0.17 0.555780663 4.309367217 9.533622546 14.803271615 20.157923948
0.16 0.586799521 4.310462548 9.533427953 14.803112454 20.157786532
0.15 0.621237626 4.311532074 9.533170954 14.802917204 20.157619947
0.14 0.659631702 4.312527353 9.532830774 14.802675366 20.157415996
0.13 0.702613379 4.313370766 9.532378363 14.802372602 20.157163558
0.12 0.750917392 4.313937582 9.531772453 14.801989029 20.156847315
0.11 0.805377629 4.314025679 9.530953456 14.801496626 20.156445836
0.10 0.866892561 4.313303446 9.529833869 14.800855278 20.155928664
0.09 0.936319206 4.311218538 9.528283124 14.800006679 20.155251878
0.08 1.014204987 4.306836288 9.526103789 14.798865083 20.154351407
0.07 1.100154830 4.298555088 9.522995594 14.797303868 20.153133421
0.06 1.191378018 4.283628494 9.518507094 14.795138593 20.151462356
0.05 1.279404271 4.257493792 9.511994423 14.792115196 20.149152795
0.04 1.342889950 4.213441500 9.502679263 14.787939473 20.145990673
0.03 1.333512319 4.145245820 9.490087939 14.782453890 20.141858640
0.02 1.158893572 4.058639162 9.475333960 14.776141256 20.137097367
0.01 0.708730582 3.985473022 9.462713035 14.770802602 20.133021984

Ìè ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè âiäìiííîñòi ó ðåçóëüòàòàõ îòðèìàíèõ êëàñè÷íèì òà
ïðîåêöiéíèì ìåòîäàìè ç òàáëèöü 2.11-2.14.



55

2.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Ïîðiâíþþ÷è âëàñíi çíà÷åííÿ, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ äâîõ
çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäiâ, ìîæåìî îöiíèòè äîöiëüíiñòü çàñòîñóâàííÿ
êëàñè÷íîãî ìåòîäó â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.

Êëàñè÷íèé ìåòîä äà¹ ùå òî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ íåâèñîêî¨ âèñîòè
íàïîâíåííÿ, òîìó ìîæå áóòè ÿêiñíî çàñòîñîâàíèé, îñêiëüêè ¹ äîñèòü òî÷íi
ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Àëå, êîëè âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ âèùà, ðåçóëüòàòè äâîõ ìåòîäiâ
äîâîëi âiäðiçíÿþòüñÿ i, îòæå, ïîòðiáíî ìàòè áiëüø òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâèõ
äîïîìiæíèõ çàäà÷, äëÿ òîãî ùîá áóëî äîöiëüíî çàñòîñîâóâàòè êëàñè÷íèé
ìåòîä.

Çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié òà çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi
ôóíêöié â ðÿäi ðîçêëàäó ïî ðîçâ'ÿçêàõ áàçîâî¨ çàäà÷i, íå äà¹ ìîæëèâîñòi
îöiíèòè òî÷íiñòü.

Â ðîáîòàõ Ì.ß. Áàðíÿêà, Î.Í.Êîìàðåíêà [27] òà [4] çàïðîïîíîâàíî
ìåòîäè äëÿ îòðèìàííÿ áiëüø òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i,
íà îñíîâi âðàõóâàííÿ îñîáëèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi êóòîâèõ òî÷îê îáëàñòi.

Íi êëàñè÷íèé ìåòîä, íi ïðîåêöiéíèé íå äà¹ çáiæíîñòi ïðè çáiëüøåííi
êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Òîìó ìîæåìî òiëüêè îöiíèòè âiäìiííîñòi,
ïðîòå âàæêî îöiíèòè òî÷íiñòü îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òèì ÷è iíøèì ìåòîäîì.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîòðåáà ó ìåòîäi, ÿêèé áè äàâ çìîãó îöiíèòè òî÷íiñòü
òà ïîêðàùèòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ,
÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ.
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ÐÎÇÄIË 3
ÂÀÐIÀÖIÉÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÇÀÄÀ×I

ÏÐÎ ÊÎËÈÂÀÍÍß ÌÀßÒÍÈÊÀ

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò

Ïîñòàâèìî ïåðåä ñîáîþ çàäà÷ó âèâåñòè ðiâíÿííÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà ç
ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ, áåçïîñåðåäíüî â íåðóõîìié
ñèñòåìi êîîðäèíàò, âðàõîâóþ÷è äiþ çîâíiøíiõ ñèë. À òàêîæ çàïðîïîíóâàòè
ìåòîä, ÿêèé áè äàâ çìîãó ïîêðàùèòè òî÷íiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ó âèïàäêó
íåöèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, çîêðåìà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè.

Âèâiä ðiâíÿíü â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò.
Íåõàé âiñü Ox1 íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò Ox1y1z1 ñïiâïàäà¹ ç

íåðóõîìîþ âiññþ, ÿê i âiñü Ox ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz. Âiñü
Oz1 íàïðàâèìî âåðòèêàëüíî âãîðó. Ïî÷àòîê íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò
âèáåðåìî â òî÷öi ïiäâiñó ìàÿòíèêà. Äëÿ âèâåäåííÿ ðiâíÿííÿ ðóõó ôiçè÷íîãî
ìàÿòíèêà âèêîðèñòà¹ìî âàðiàöiéíèé ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨ â ôîðìi
Ãàìiëüòîíà�Îñòðîãðàäñüêîãî, çãiäíî ÿêîãî äëÿ äiéñíîãî ðóõó áóäü-ÿêî¨
ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç iäåàëüíèìè ãåîìåòðè÷íèìè â'ÿçÿìè, âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

t1∫

t0

(
δ(T − Π) + δA

)
dt = 0, (3.1)

äå t0 i t1 � ôiêñîâàíi ìåæi iíòåãðóâàííÿ, T i Π� êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà
åíåðãi¨ ñèñòåìè, A � ðîáîòà çîâíiøíiõ ñèë, ùî çäiéñíþ¹òüñÿ íà ìîæëèâîìó
ïåðåìiùåíi ñèñòåìè.

ßê i ïðè âèâåäåíi ðiâíÿíü â ðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò, êiíåòè÷íà åíåðãiÿ
ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ñêëàäîâèõ T = T0 + T1, äå T0 �
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êiíåòè÷íà åíåðãiÿ òiëà, T1 � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ðiäèíè.
Äëÿ òiëà âèðàç êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ òàêèé æå

T0 =
J0

2

(
dµ

dt

)2

,

äå J0 � ìîìåíò iíåðöi¨ òiëà âiäíîñíî íåðóõîìî¨ îñi.
À îò êiíåòè÷íà åíåðãiÿ T1 ðiäèíè â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ iíøèé

âèãëÿä
T1 =

ρ

2

∫

Ω

(∇ϕ)2dΩ,

äå Ω - îá'¹ì ðiäèíè.
Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà, ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí

âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi, ìà¹ âèãëÿä

T =
J0

2

(
dµ

dt

)2

+
ρ

2

∫

Ω

(∇ϕ)2dΩ.

Äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ìà¹ìî Π = Π0 + Π1, äå Π0 � ïîòåíöiàëüíà
åíåðãiÿ òâåðäîãî òiëà, Π1 � ðiäèíè. Äëÿ òâåðäîãî òiëà ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí
äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi ìà¹ìî

Π0 = l0M0g
µ2

2
.

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ðiäèíè Π1 â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò çóìîâëåíà
òðüîìà ñêëàäîâèìè: ïðèðîñòîì ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ðiäèíè ïðè âiäõèëåííi
ìàÿòíèêà ïðè çáåðåæåííi ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ ñòàíó âiëüíî¨ ïîâåðõíi,
ïðèðîñòîì ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ðiäèíè ïðè âiäõèëåííi âiëüíî¨ ïîâåðõíi âiä
ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ i äîäàòêîâîãî çáóðåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè.
ßêùî âiäõèëèòè ìàÿòíèê ïðè ôiêñîâàíié âiëüíié ïîâåðõíi ("çàìîðîæåíà
ðiäèíà"), òî ç òî÷íiñòþ äî äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ
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çáiëüøèòüñÿ íà âåëè÷èíó
Π1

1 =
µ2

2
l1ρgΩ,

äå l1 � âiääàëü âiä öåíòðà âàãè ðiäèíè äî òî÷êè ïiäâiñó. ßêùî ïiñëÿ
öüîãî âiëüíà ïîâåðõíÿ ðiäèíè ïðè ôiêñîâàíîìó âiäõèëåííi ìàÿòíèêà
çàéìå ãîðèçîíòàëüíå ïîëîæåííÿ, òî ïðè öüîìó ÷àñòèíêè âiëüíî¨ ïîâåðõíi
ïåðåìiñòÿòüñÿ íà âåëè÷èíó −yµ i ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ çìåíøèòüñÿ íà
âåëè÷èíó

Π2
1 =

µ2

2
ρg

∫

Σ

y2dS,

òóò Σ � âiëüíà ïîâåðõíÿ ðiäèíè.
Äîäàòêîâå çáóðåííÿ N âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè ïðèâåäå äî çáiëüøåííÿ

ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ðiäèíè íà âåëè÷èíó

Π3
1 =

ρg

2

∫

Σ

N 2dS

Òàêèì ÷èíîì ñóìàðíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà

Π = Π0 + Π1
1 + Π2

1 + Π3
1 = l0M0g

µ2

2
+

µ2

2
l1ρgΩ− µ2

2
ρg

∫

Σ

y2dS+

+
ρg

2

∫

Σ

N 2dS = k2µ
2

2
+

g

2
ρ

∫

Σ

N 2dS,

äå D = l0M0g + l1ρgΩ− ρg
∫
Σ

y2dS.

Íåõàé íà òâåðäå òiëî äiþòü çîâíiøíi ñèëè, ìîìåíò ÿêèõ âiäíîñíî îñi ïiäâiñó
M(t). Òîäi δA = M(t)δµ. Îá÷èñëèìî âåëè÷èíó δU = δ(T − Π) + δA.

Òîäi ëiâà ñòîðîíà ðiâíîñòi 3.1 ïðèéìà¹ âèãëÿä
t1∫

t0

δU =

t1∫

t0

(
J0

dµ

dt
δ
dµ

dt
+ ρ

∫

Ω

∇ϕδ∇ϕdΩ−Dµδµ− ρg

∫

Σ

NδNdS + Mδµ

)
dt.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ãðiíà îòðèìà¹ìî

t1∫

t0

δU =

t1∫

t0

(
J0

dµ

dt
δ
dµ

dt
+ ρ

∫

S+Σ

ϕδ
∂ϕ

∂n
dS −Dµδµ− ρg

∫

Σ

NδNdS + Mδµ

)
dt.

Âðàõó¹ìî êiíåìàòè÷íi óìîâè
∂ϕ

∂n
=

∂N

∂t
íà Σ,

∂ϕ

∂n
=

dµ

dt
· fs íà S, (3.2)

äå fs = (~r × ~n,~i) = y cos(~n, z) − z cos(~n, y), ~r � ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè, S

� òâåðäà ñòiíêà.
Òîäi ∫

S+Σ

ϕδ
∂ϕ

∂n
dS =

∫

S

ϕfsδ
dµ

dt
dS +

∫

Σ

ϕδ
∂N

∂t
dS.

Iíòåãðóþ÷è ïî ÷àñòèíàõ
t1∫

t0

δU =

t1∫

t0

(
J0

d

dt

(
dµ

dt
δµ

)
− J0

d2µ

dt2
δµ− ρ

∫

S

fs
∂

∂t
(ϕδµ) dS − ρ

∫

S

fs
∂ϕ

∂t
δµdS+

+ρ

∫

Σ

∂

∂t
(ϕδN) dS − ρ

∫

Σ

∂ϕ

∂t
δNdS −Dµδµ− ρg

∫

Σ

NδNdS

)
dt.

Âðàõîâóþ÷è, ùî δµ = 0 i δN = 0 íà êiíöÿõ iíòåðâàëó iíòåãðóâàííÿ, òî
t1∫

t0

δU =

t1∫

t0

((
− J0

d2µ

dt2
− ρ

∫

S

fs
∂ϕ

∂t
dS −Dµ + M

)
δµ−

−ρ

∫

Σ

(
∂ϕ

∂t
+ ρgN

)
δNdS

)
dt = 0

Îñêiëüêè δN i δµ íåçàëåæíi i äîâiëüíi, òî îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ç äâîõ ðiâíÿíü

J0
d2µ

dt2
+ ρ

∫

S

fs
∂ϕ

∂t
dS + Dµ−M = 0, â Ω,

ρ
∂ϕ

∂t
+ ρgN = 0, íà Σ.

(3.3)
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Ñèñòåìà (3.3) ìiñòèòü íåâiäîìi N òà µ, ÿêi çâ'ÿçàíi êiíåìàòè÷íèìè
óìîâàìè (3.2), òîìó äîöiëüíî çàìiñòü ïîòåíöiàëó øâèäêîñòåé ϕ

âèêîðèñòîâóâàòè ïîòåíöiàë ïåðåìiùåíü U , ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

∂U

∂t
= ϕ.

Âðàõîâóþ÷è (1.1), ïîòåíöiàë ïåðåìiùåíü U çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆U = 0 (3.4)

i êðàéîâi óìîâè

∂U

∂n
= µfs íà S,

∂U

∂n
=

∂U

∂z
= N íà Σ, (3.5)

òî ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

J0
d2µ

dt2
+ ρ

∫

S

fs
∂2U

∂t2
dS + Dµ−M = 0, â Ω,

ρ
∂2U

∂t2
+ ρg

∂U

∂z
= 0, íà Σ.

(3.6)

Âiäïîâiäíiñòü ðiâíÿíü ó ðóõîìié òà íåðóõîìié ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò.

Çàóâàæèìî, ùî ïîêëàâøè M = 0, ðiçíèöþ ìiæ ðiâíÿííÿìè, âèâåäåíèìè
â ðóõîìié òà íåðóõîìié ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, ìîæíà âèðàçèòè ó âiäïîâiäíîñòi
ïîòåíöiàëiâ ïåðåìiùåíü Q â ðóõîìié òà U â íåðóõîìié ñècòåìi âiäïîâiäíî:

U = Q + ϕ∗µ.

Òîäi äëÿ U êðàéîâà óìîâà íà S ìà¹ âèãëÿä

∂U

∂n
=

∂Q

∂n
+

∂ϕ∗

∂n
µ = fsµ
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ∂ϕ∗

∂z
= y, êðàéîâó óìîâó íà Σ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∂2U

∂t2
+ g

∂U

∂z
= 0. (3.7)

Ðiâíÿííÿ ðóõó òåæ ïåðåòâîðèìî

J
d2µ

dt2
+ ρ

∫

Σ

ϕ∗
∂

∂z

(
∂2U

∂t2
− ϕ∗

d2µ

dt2

)
dS + k2µ + ρg

∫

Σ

y

(
∂U

∂z
− ∂ϕ∗

∂z
µ

)
dS −M =

= J
d2µ

dt2
+ ρ

∫

S+Σ

ϕ∗
∂

∂n

(
∂2U

∂t2

)
dS − ρ

∫

S

ϕ∗
∂

∂n

(
∂2U

∂t2

)
dS − ρ

∫

S+Σ

ϕ∗
∂ϕ∗

∂n

d2µ

dt2
dS+

+ρ

∫

S

ϕ∗
∂ϕ∗

∂n

d2µ

dt2
dS + k2µ + ρg

∫

Σ

y
∂U

∂z
dS − ρg

∫

Σ

y
∂ϕ∗

∂z
µdS −M =

= J
d2µ

dt2
+ ρ

∫

S+Σ

∂ϕ∗

∂n

∂2U

∂t2
dS − ρ

∫

S

ϕ∗
∂2

∂t2

(
∂U

∂n

)
dS − ρ

d2µ

dt2

∫

S+Σ

ϕ∗
∂ϕ∗

∂n
dS+

+ρ

∫

S

ϕ∗fs
d2µ

dt2
dS + k2µ + ρg

∫

Σ

y
∂U

∂z
dS − ρg

∫

Σ

y2µdS −M =

= (J −m)
d2µ

dt2
+ ρ

∫

S

fs
∂2U

∂t2
dS + ρ

∫

Σ

y
∂2U

∂t2
dS − ρ

∫

S

ϕ∗
d2

dt2
(fsµ)dS+

+ρ

∫

S

ϕ∗fs
d2µ

dt2
dS +


k2 − ρg

∫

Σ

y2dS


 µ + ρg

∫

Σ

y
∂U

∂z
dS.

Íàêiíåöü, âðàõîâóþ÷è óìîâó (3.7), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ â íåðóõîìié ñèñòåìi
êîîðäèíàò (ÿêå îòðèìàëè âèùå, áåçïîñåðåäíüî âèâîäÿ÷è â íåðóõîìié ñèñòåìi
êîîðäèíàò)

J0
d2µ

dt2
+ ρ

∫

S

fs
∂2U

∂t2
dS + Dµ−M = 0, (3.8)

òóò D = k2 − ρg

∫

Σ

y2dS.
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Ðiâíÿííÿ â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìàþòü ñêëàäíiøó óìîâó íà
òâåðäié ñòiíöi S, ïðîòå íå ìiñòÿòü ïîòåíöiàëó Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî ϕ∗ i òàêèì
÷èíîì íå âèìàãàþòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i (1.2).

Çàäà÷à Êîøi. Ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ ïîòåíöiàëó ïåðåìiùåíü U â
íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäàìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

∂U

∂n
= u0,

∂

∂t

(
∂U

∂n

)
= v0 íà Σ, µ = µ0,

dµ

dt
= ω0 ïðè t = 0, (3.9)

äå u0 i v0 � âåðòèêàëüíå âiäõèëåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè i íîðìàëüíà
øâèäêiñòü âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè âiäïîâiäíî â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò,
µ0 i ω0 � òi æ ùî i â (1.10): êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà i êóòîâà øâèäêiñòü
ìàÿòíèêà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âiäïîâiäíî.

Ïåðåõiä äî áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí.
ßê i â �2.1. ïåðåéäåìî äî áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí. ßêùî L õàðàêòåðíèé

ëiíiéíèé ðîçìið îáëàñòi Ω, òî

x = x̃ · L, y = ỹ · L, z = z̃ · L, U = Ũ · L2, N = Ñ · L,

t = t̃ · g−1/2L1/2, D = ρ g L4 · D̃, J0 = J̃0 ρ L
5

, fs = f̃s · L,

~n = ~̃n · L, u0 = ũ0 · L, v0 = ṽ0 · L1/2g1/2, M = ρ g L4M̃.

Îïóñêàþ÷è çíà÷îê "∼"íàä áåçðîçìiðíèìè âåëè÷èíàìè, ìà¹ìî íàñòóïíó
çàäà÷ó:

J0
d2µ

dt2
+

∫

S

fs
∂2U

∂t2
dS + Dµ = M, ∆U = 0 â Ω,

∂2U

∂t2
+

∂U

∂z
= 0 íà Σ,

∂U

∂n
= θfs íà S,

(3.10)

ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ
∂U

∂n
= u0,

∂

∂t

(
∂U

∂n

)
= v0 íà Σ, µ = µ0,

dµ

dt
= ω0 ïðè t = 0. (3.11)
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Âëàñíi êîëèâàííÿ.
Ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî�êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.10), (3.11) ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi

óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð'¹ ïî âëàñíèõ ôóíêöiÿõ çàäà÷i ïðî âëàñíi
êîëèâàííÿìè ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ. Äëÿ çàäà÷i, ùî îïèñó¹ ðóõ ìàÿòíèêà â
íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïðè M = 0, öi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

µ(t) = cos(
√

λ t) · θ, U(x, y, z, t) = cos(
√

λ t) ·Ψ(x, y, z),

Òîäi

d2µ(t)

dt2
= −λ cos(

√
λ t) · θ, ∂2U(x, y, z, t)

∂t2
= −λ cos(

√
λ t) ·Ψ(x, y, z)

Òîäi çàäà÷à (3.10) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

−J0λ θ − λ

∫

S

Ψfs dS + Dθ = 0, ∆Ψ = 0 â Ω,

−λΨ +
∂Ψ

∂z
= 0 íà Σ,

∂Ψ

∂n
= θ · fs íà S.

(3.12)
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3.2. Ïîáóäîâà ôóíêöiîíàëó äëÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ, ùî ÷àñòêîâî çàïîâíþ¹ ïîðîæíèíó, òà
çâåäåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äî çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó

Ïîñòàâèìî ïåðåä ñîáîþ çàäà÷ó áåçïîñåðåäíüîãî âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ
çàäà÷i (3.12), ÿêå á äàëî ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèïàäêó
äîâiëüíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîðîæíèí.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åíi òèõ çíà÷åíü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ,
ïðè ÿêèõ iñíó¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.12). ßêùî ïîðiâíÿòè çàäà÷ó
(1.15), ÿêà îïèñó¹ âëàñíi êîëèâàííÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè â íåðóõîìié ïîñóäèíi,
òî ïîáà÷èìî, ùî ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð λ òóò ìiñòèòüñÿ òàêîæ â êðàéîâié
óìîâi íà Σ. Òàêîæ çàìiñòü óìîâè ∂Φ

∂n
= 0 íà S îäåðæó¹ìî ñêëàäíiøó óìîâó

∂Ψ

∂n
= θ · fs íà S.

Âàðiàöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (1.15)  ðóíòó¹òüñÿ íà ìiíiìiçàöi¨
ôóíêöiîíàëó

K(Φ) =

∫
Ω

(∇Φ)2 dΩ

∫
Σ

Φ2 dS

íà êëàñi ôóíêöié Φ ∈ W 1
2 (Ω), äå W 1

2 (Ω) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà ôóíêöié,
iíòåãðîâàíèõ ç êâàäðàòîì ðàçîì ç ïåðøèìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïî îáëàñòi
Ω, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∫

Σ

Φ dS = 0.

Ùîá çàïèñàòè âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë äëÿ çàäà÷i (3.12), ÿêà îïèñó¹
âëàñíi êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ, çàïèøåìî öþ çàäà÷ó â
ñèìåòðè÷íîìó âèãëÿäi:
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∆Ψ = 0 â Ω,
∂Ψ

∂z
= λΨ íà Σ,

∂Ψ

∂n
=

λ · fs

D


 J0θ +

∫

S

Ψ · fs dS


 íà S,

θ =
λ

D


 J0θ +

∫

S

Ψ · fs dS


 .

(3.13)

Îïåðàòîðíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ΨΣ i ΨS � ôóíêöi¨, çàäàíi íà
Σ i S, òàêi, ùî ΨΣ = ΨS íà l , äå l = Σ∩S, êðiì òîãî, äëÿ íèõ iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i Äiðiõëå

4Ψ = 0 â Ω, Ψ = ΨΣ íà Σ, Ψ = ΨS íà S, (3.14)

ùî íàëåæèòü ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà W 1
2 (Ω). Íà öüîìó êëàñi ôóíêöié âèçíà÷à¹ìî

âåêòîð-ôóíêöi¨ −→P = [ΨΣ, ΨS, θ], äå θ � ñêàëÿð.
Âåêòîð-ôóíêöi¨ ~P = [ΨΣ, ΨS, θ] íàëåæàòü äî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H

åëåìåíòiâ iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

([ΨΣ,1, ΨS,1, θ1], [ΨΣ,2, ΨS,2, θ2]) =

∫

Σ
ΨΣ,1ΨΣ,2dS+

∫

S

ΨS,1ΨS,2dS+θ1θ2. (3.15)

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð A, ÿêèé ñòàâèòü âåêòîð-
ôóíêöi¨ ~P = [ΨΣ, ΨS, θ] ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð-ôóíêöiþ

A~P =
[∂Ψ

∂z
,
∂Ψ

∂n
, J0θ

]
, (3.16)

äå Ψ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå (3.14). Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð B, ÿêèé äi¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

B ~P =
[
ΨΣ,

fs

D

(
J0θ +

∫

S

ΨS · fs dS
)
,

1

D

(
J2

0θ + J0

∫

S

ΨΣ · fs dS
)]

. (3.17)
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Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A ñèìåòðè÷íèé i äîäàòíüî âèçíà÷åíèé

(
A~P1, ~P2) =

∫

S+Σ

∂Ψ1

∂n
Ψ2dS + J0θ1θ2 =

=

∫

Ω

(
∇Ψ1,∇Ψ2

)
dΩ + J0θ1θ2 =

(
~P1, A~P2),

(
A~P , ~P

)
=

∫

S+Σ

∂Ψ

∂n
ΨdS + J0θ

2 =

∫

Ω

(
∇Ψ)2dΩ + J0θ

2 ≥

≥ C1

(∫

Σ
(ΨΣ)2dS +

∫

S

(ΨS)2dS
)

+ J0θ
2 ≥ min(C1, J0)

∥∥[ΨΣ, ΨS, θ]
∥∥2

.

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð B ñèìåòðè÷íèé i íåâiä'¹ìíèé ïðè D > 0

(
B ~P1, ~P2

)
=

∫

Σ
ΨΣ,1ΨΣ,2dS +

1

D

∫

S

fS

(
J0θ1 +

∫

S

fSΨS,1dS
)
ΨS,2dS+

+
1

D

(
J2

0θ1 + J0

∫

S

fSΨS,1dS
)
θ2 =

∫

Σ
ΨΣ,1ΨΣ,2dS+

+
1

D

(
J0θ1 +

∫

S

fSΨS,1dS
)(

J0θ2 +

∫

S

fSΨS,2dS
)

=
(
~P1, B ~P2

)
,

(
BP, P ) =

∫

Σ
(ΨΣ)2dS +

1

D

(
J0θ +

∫

S

fSΨSdS
)2 ≥ 0.

Òåïåð íà îñíîâi âèçíà÷åíèõ âèùå îïåðàòîðiâ ðîçãëÿíåìî ñïåêòðàëüíó
çàäà÷ó

A~P = λB ~P , àáî A[ΨΣ, ΨS, θ] = λB[ΨΣ, ΨS, θ]. (3.18)

Òóò ΨΣ, ΨS � ôóíêöi¨ iç âèçíà÷åíîãî âèùå êëàñó, θi ∈ R � êîíñòàíòà.
Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷ó Êîøi (3.10), (3.11) òàêîæ ìîæåìî çàïèñàòè â

îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi:

∂2

∂t2
B ~P + A~P = ~P0M(t), äå ~P0 =

[
0,

fS

D
,
J0

D

]
, (3.19)
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ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ

A~P =
[
u0, fSθ0, J0θ0

]
,

∂

∂t
A~P =

[
v0, fSω0, J0ω0

]
ïðè t = 0. (3.20)

Ïåðåâiðèìî âiäïîâiäíiñòü ìiæ îïåðàòîðíèì ïîäàííÿì (3.19), (3.20)
òà ðiâíÿííÿì (3.10) i êðàéîâèìè óìîâàìè (3.11). Äëÿ öüîãî âèïèøåìî
êîìïîíåíòè âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (3.19)

∂2U

∂t2
+

∂U

∂n
= 0 íà Σ,

fs

D

(
J0

d2θ

dt2
+

∫

S

∂2U

∂t2
fsdS

)
+

∂U

∂n
= fs

M(t)

D
íà S,

1

D

(
J2

0
d2θ

dt2
+ J0

∫

S

∂2U

∂t2
dS

)
+ J0θ = J0

M(t)

D
.

Ïîìíîæèìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà fs, òà ïîäiëèìî éîãî íà J0 i âiäíiìåìî
éîãî âiä äðóãîãî ðiâíÿííÿ. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

fs

D

(∂U

∂n
− fsθ

)
= 0 íà S.

Êðiì òîãî, ÿêùî ïîäiëèòè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà J0 i ïîìíîæèòè íà D, òî
îäåðæèìî ïåðøå iç ðiâíÿíü (3.10), ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

ßêùî ìîìåíò çîâíiøíiõ ñèë M(t) ≡ 0, òî çàäà÷à (3.19) îïèñó¹ ìàëi âiëüíi
êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ðiäèíîþ.

Çàäà÷à (3.18) ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà âèòiêà¹ ç ðiâíÿííÿ (3.20)
çàäà÷i Êîøi ïðè ïîäàííi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ïðè M = 0 ó âèãëÿäi:

~P (x, y, z, t) = ~P (x, y, z) cos(
√

λ t).

Íà êëàñi âåêòîð-ôóíêöié ~P = [ΨΣ, ΨS, θ] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiîíàë

K(~P ) =
(AP,P )

(BP, P )
. (3.21)
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ßêùî ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ Ψ(x, y, z) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äiðiõëå (3.14), òî
ôóíêöiîíàë K(~P ) íàáèðà¹ âèãëÿäó

K(Ψ, θ) =

∫
Ω

(∇Ψ)2 dΩ + J0θ
2

∫
Σ

Ψ2 dS + 1
D

(
J0θ +

∫
S

fsΨ dS
)2 . (3.22)

Ðîçãëÿäàþ÷è ôóíêöiîíàë (3.23) íà áiëüø øèðîêîìó êëàñi ôóíêöié
Ψ ∈ W 1

2 (Ω), ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó (3.23) íà êëàñi ôóíêöié

Ψ ∈ W 1
2 (Ω) ∩ L2(Σ) äîñÿãà¹òüñÿ íà ôóíêöi¨ Ψ1 òà êîíñòàíòi θ1, ùî

çàäîâîëüíÿþòü çàäà÷ó (3.12), à çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó K(Ψ1, θ1) äîðiâíþ¹
íàéìåíøîìó âëàñíîìó çíà÷åííi λ1 çàäà÷i (3.12). Íàñòóïíi âëàñíi çíà÷åííÿ
çàäà÷i (3.12) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó K(Ψ, θ) íà êëàñi
ôóíêöi¨ Ψ ∈ W 1

2 (Ω) ∩ L2(Σ), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi
∫

Σ

ΨΨi dS +
1

D

(
J0θ +

∫

S

fsΨ dS
)(

J0θi +

∫

S

fsΨi dS
)

= 0,

äå i = 1, 2, ..., n− 1, à [Ψi, θi]� i-òà âëàñíà âåêòîð-ôóíêöiÿ çàäà÷i.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ Ψ = Ψ0 òà êîíñòàíòà θ = θ0 íàäàþòü ìiíiìóì

ôóíêöiîíàëó (3.21) i öåé ìiíiìóì äîðiâíþ¹ λ0, òîäi

∂

∂ε
K(Ψ0 + εΨ, θ0 + εθ)

∣∣∣∣
ε=0

= 0.

∂

∂ε

∫
Ω

(∇Ψ0 + ε∇Ψ)2 dΩ + J0(θ0 + εθ)2

∫
Σ

(Ψ0 + εΨ)2 dS + 1
D

(
J0(θ0 + εθ) +

∫
S

fs(Ψ0 + εΨ) dS
)2

∣∣∣∣∣∣∣
ε=0

=

=

2
∫
Ω
∇Ψ0∇Ψ dΩ + 2J0θ0θ

∫
Σ

Ψ2
0dS + 1

D

(
J0θ +

∫
S

fsΨ0dS
)2 −
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−λ0

2

(∫
Σ

Ψ0ΨdS + 1
D

(
J0θ +

∫
S

fsΨ0dS
)(

J0θ0 +
∫
S

fsΨdS
))

∫
Σ

Ψ2
0dS + 1

D

(
J0θ +

∫
S

fsΨ0dS
)2 = 0,

äå λ0 =

∫
Ω

(∇Ψ0)
2 dΩ + J0 θ2

0

∫
Σ

Ψ2
0 dS + 1

D

(
J0θ0 +

∫
S

fsΨ0 dS
)2 .

Êîíñòàíòà θ òà ôóíêöiÿ Ψ âèáèðàþòüñÿ íåçàëåæíèìè îäíà âiä îäíî¨,
à òîìó ìè ìîæåìî îêðåìî ïðèðiâíÿòè äî íóëÿ îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi.
Ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ êîåôiöi¹íò ïðè θ, îòðèìó¹ìî

J0θθ0 − λ0
1

D


J0θ0 +

∫

S

fsΨ0 dS


 J0θ0 = 0,

òîáòî,

Dθ0 − λ0


J0θ0 +

∫

S

fsΨ0 dS


 = 0. (3.23)

Ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ ñóìó ÷ëåíiâ îäåðæàíî¨ ðiâíîñòi, ÿêi ìiñòÿòü â ñîái
äîâiëüíó ôóíêöiþ Ψ, îòðèìó¹ìî

∫

Ω

∇Ψ0∇Ψ dΩ− λ0

∫

Σ

Ψ0Ψ dS +
λ0

D


J0θ0 +

∫

S

fsΨ0 dS




∫

S

fsΨ dS = 0.

Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Ãðiíà
∫

S+Σ

∂Ψ0

∂n
ΨdS −

∫

Ω

4Ψ0ΨdΩ− λ0

∫

Σ

Ψ0ΨdS−

−λ0

D


J0θ0 +

∫

S

fsΨ0dS




∫

S

fsΨdS = 0.

Âðàõîâóþ÷è (3.32), ìà¹ìî
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∫

S

(
∂Ψ0

∂n
− θ0fs

)
ΨdS +

∫

Ω

4Ψ0ΨdΩ−
∫

Σ

(
∂Ψ0

∂n
− λ0Ψ0

)
ΨdS = 0.

ßêùî âèáðàòè â ÿêîñòi ôóíêöi¨ Ψ ôiíiòíó â îáëàñòi Ω ôóíêöiþ, òî, iç ïîâíîòè
â L2(Ω) ôiíiòíèõ ôóíêöié, âèòiêà¹, ùî ôóíêöiÿ Ψ0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
Ëàïëàñà â óçàãàëüíåíîìó ñìèñëi

∆Ψ0 = 0 â Ω.

Íàðåøòi, iç ìîæëèâîñòi äîâiëüíîãî âèáîðó ôóíêöi¨ Ψ íà S i Σ âèïëèâà¹, ùî
ôóíêöiÿ Ψ0 çàäîâîëüíÿ¹ â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi òàêîæ i êðàéîâi óìîâè

∂Ψ0

∂n
= θfS íà S,

∂Ψ0

∂z
= λ0Ψ0 íà Σ.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.



71

3.3. Ìåòîä Ðiòöà ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë (3.21) íà êëàñi ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié Ψ, íà ÿêèõ âií
íàáóâà¹ âèãëÿäó

K(Ψ, θ) =

∫
S+Σ

Ψ
∂Ψ

∂n
dΩ + J0θ

2

∫
Σ

Ψ2 dS +
(

1
DJ0θ +

∫
Σ

fsΨ dS
)2 . (3.24)

Äàëi îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ïîðîæíèí, ÿêi ìàþòü ôîðìó òiëà îáåðòàííÿ
âiäíîñíî âåðòèêàëüíî¨ îñi. Êðiì òîãî, ââàæà¹ìî, ùî öåíòð âàãè òiëà i ðiäèíè
â ñòàíi ñïîêîþ ëåæàòü íà îñi ñèìåòði¨ ïîñóäèíè, ÿêó ïðèéìåìî çà âiñü Oz.

Ëiíiÿ ïiäâiñó òiëà òàêîæ ñïiâïàäà¹ ç âiññþ Oz. Ïåðåõîäèìî äî öèëiíäðè÷íî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò

x = r cos η, y = r sin η.

Ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò çâ'ÿæåìî ç âiëüíîþ ïîâåðõíåþ ðiäèíè â ñòàíi
ñïîêîþ. Òîäi ôóíêöiÿ fs = y cos nz− (z− l) cos ny, äå l � âiäñòàíü âiä âiëüíî¨
ïîâåðõíi äî ëiíi¨ ïiäâiñó, òîáòî fs =

(
rcosnz − (z − l)

)
sin η,. Öå îçíà÷à¹, ùî

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3.13) ìàòèìóòü âèãëÿä

Ψ(z, r, η) = Ψ(z, r) sin η,

äå Ψ(z, r) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ

∂r

)
+

∂2Ψ

∂z2 −
1

r2Ψ = 0. (3.25)

Â ÿêîñòi ñèñòåìè ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (3.25),
âèáåðåìî ñèñòåìó îäíîðiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
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ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë [27]

w1 = r, w2 = zr, wk+1 =
(2k + 1)zwk − (k − 1)(r2 + z2)wk−1

k + 2
,

∂wk

∂z
= (k − 1)wk−1, r

∂wk

∂r
= kwk − (k − 1)zwk−1.

(3.26)

Çãiäíî ç ìåòîäîì Ðiòöà, àïðîêñèìó¹ìî øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ñêií÷åíîþ
ñóìîþ âèãëÿäó

θ = a0, Ψ =
N∑

k=1

akwk sin η. (3.27)

Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ êîíñòàíò ak, k = 0, 1, 2, ..., N i ïàðàìåòðà λ

îäåðæèìî iç óìîâè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó (3.24) ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

N∑

k=0

ak(αik − λβik) = 0,

äå
αoo = Jo, αoi = 0, αij =

∫

S+Σ

wi
∂wj

∂n
dS,

βoo =
J2

o

D
, βoi =

Jo

D

∫

S

fswidS,

βij =

∫

Σ

wiwjdS +
1

D

∫

S

fswidS

∫

S

fswjdS.
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3.4. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi

Íîðìóâàííÿ âëàñíèõ ôóíêöié.
Íåõàé λi, λj � äîâiëüíi âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.18), à Pi, Pj � ¨õíi

âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨. Òîáòî

A~Pi = λiB ~Pi, i , A ~Pj = λjB ~Pj (3.28)

Äîìíîæèìî ñêàëÿðíî ïåðøå ç öèõ ðiâíÿíü íà ~Pj, à äðóãå íà ~Pi

(
A~Pi, ~Pj

)
=

(
λiB ~Pi, ~Pj

)
,

(
A~Pi, ~Pj

)
=

(
λiB ~Pi, ~Pj

)
. (3.29)

ßêùî âiäíÿòè ïåðøå ðiâíÿííÿ âiä äðóãîãî, òà âðàõóâàòè ñèìåòðè÷íiñòü
îïåðàòîðiâ A òà B, òî ìîæåìî çàïèñàòè

(λi − λj)
(
B ~Pi, ~Pj

)
= 0.

Äëÿ i 6= j, âëàñíi çíà÷åííÿ λi 6= λj, i îòæå
(
B ~Pi, ~Pj

)
= 0 (3.30)

i âðàõîâóþ÷è (3.29), îòðèìà¹ìî
(
A~Pi, ~Pj

)
= 0. (3.31)

ßêùî ðîçïèñàòè ñêàëÿðíi äîáóòêè â (3.30) i (3.31) çãiäíî (3.15), ìîæåìî
çàïèñàòè óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i (3.18) â
íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

∫

Σ

ΨiΨjdΣ +
1

D

(
J0θi +

∫

S

fSΨidS
)(

J0θj +

∫

S

fSΨjdS
)

= 0,

∫

Ω

∇Ψi∇ΨjdΩ + J0θiθj = 0, ÿêùî i 6= j.
(3.32)
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Ïðîíîðìó¹ìî êðiì òîãî öi ôóíêöi¨, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ùå i óìîâà
(
A~Pi, ~Pi

)
=

∫

Ω

(∇Ψi

)2
dΩ + J0θ

2
i = 1,

çâiäêè âèòiêà¹ òàêà ðiâíiñòü:
(
B ~Pi, ~Pi

)
=

∫

Σ

Ψ2
i dΣ +

1

D

(
J0θi +

∫

S

fSΨidS
)2

=
1

λi
.

Ïîêëàäàþ÷è ΨΣ,i = Ψi íà Σ, à ΨS,i = Ψi íà S, ìà¹ìî, ùî âåêòîð�ôóíêöi¨
~Pi = [ΨΣ,i, ΨS,i, θi] ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè çàäà÷i (3.18), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
âiäïîâiäíi óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi

(B ~Pi, ~Pj) = 0, (A~Pi, ~Pj) = 0, ÿêùî i 6= j (3.33)

i óìîâè íîðìóâàííÿ

(B ~Pi, ~Pi) =
1

λi
, (A~Pi, ~Pi) = 1. (3.34)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.10) � (3.11) ïîäàìî ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíîãî ðÿäó
Ôóð'¹ ïî ðîçâ'ÿçêàõ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ öüîãî ìàÿòíèêà

U(x, y, z, t) =
∞∑

k=1

ak(t)Ψk(x, y, z), µ(t) =
∞∑

k=1

ak(t)θk. (3.35)

Ïðè ïîçíà÷åííÿõ ~P = [ΨΣ, ΨS, θ] i âiäïîâiäíî ~Pk = [ΨΣ,k, ΨS,k, θk] ìîæåìî
çàïèñàòè

P (x, y, z, t) =
∞∑

k=1

ak(t)Pk(x, y, z). (3.36)

Êîåôiöi¹íòè ak(t) âèçíà÷àþòüñÿ øëÿõîì ïiäñòàíîâêè âèðàçó (3.36) â
ðiâíÿííÿ (3.19) i ïî÷àòêîâi óìîâè (3.20) òà íàñòóïíîãî ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ
íà âëàñíó ôóíêöiþ ~Pi = [ΨΣ,i, ΨS,i, θi]. Íà îñíîâi óìîâ îðòîãîíàëüíîñòi (3.33)
i óìîâ (3.34), îäåðæó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü



75

d2ai

dt2
+ λiai = Mλi(~P0, ~Pi). (3.37)

ßêùî ñêàëÿðíî ïîìíîæèòè ïî÷àòêîâi óìîâè (3.20) íà âëàñíi ôóíêöi¨
çàäà÷i (3.18), òî îäåðæèìî òàêi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ai(t) òà ¨õ ïîõiäíèõ
ïðè t = 0

ai(0) = ([u0, fSθ0, J0θ0], [ΨΣ,i, ΨS,i, θi]),

dai

dt
(0) = ([v0, fSω0, J0ω0], [ΨΣ,i, ΨS,i, θi]).

(3.38)

Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (3.37) ïðè âèïèñàíèõ âèùå ïî÷àòêîâèõ
óìîâàõ äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ó âèãëÿäi (3.35).

Ó âèïàäêó âiëüíèõ êîëèâàíü, êîëè ìîìåíò çîâíiøíiõ ñèë äîðiâíþ¹
íóëþ, ðiâíÿííÿ (3.19) ïðèéìà¹ âèãëÿä

∂2

∂t2
B ~P + A~P = 0.

À ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.37) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà îäíîðiäíó
d2ai

dt2
+ λiai = 0. (3.39)

I âiäïîâiäíî êîåôiöi¹íòè ai(t) øóêàþòüñÿ ó âèãëÿäi

ai(t) = αi cos(
√

λit) + βi sin(
√

λit).

Âèðàçè (3.38) íàáèðàþòü íàñòóïíîãî âèãëÿäó

αi = ([u0, fSθ0, J0θ0], [ΨΣ,i, ΨS,i, θi]),

λiβi = ([v0, fSω0, J0ω0], [ΨΣ,i, ΨS,i, θi]).
(3.40)

Çâiäêè îòðèìó¹ìî ÿâíèé âèãëÿä ñêëàäîâèõ αi òà βi êîåôiöi¹íòiâ ai ó
ðîçêëàäi (3.35) øóêàíî¨ ôóíêöi¨

αi = ([u0, fSθ0, J0θ0], [ΨΣ,i, ΨS,i, θi]),

βi =
([v0, fSω0, J0ω0], [ΨΣ,i, ΨS,i, θi])

λi
.

(3.41)
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3.5. ×èñëîâà ðåàëiçàöiÿ

Çãiäíî ç ðîçðîáëåíèì âèùå íàáëèæåíèì ìåòîäîì, ïðîâîäèëèñÿ ðîçðàõóíêè
âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ äâîõ ôîðì ïîðîæíèíè ìàÿòíèêà � öèëiíäðè÷íî¨ i
ñôåðè÷íî¨.

Ó âèïàäêó ïîðîæíèíè öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè: ðàäióñ ïîðîæíèíè r0 =

0.1m, âèñîòà ïîðîæíèíè h0 = 0.2m. Òâåðäå òiëî ìà¹ ôîðìó öèëiíäðà, ñòiíêè
i äíî ÿêîãî ìàþòü îäíàêîâó òîâùèíó. Ìàñà òiëà M0 = 1kg. Ãóñòèíà ðiäèíè
ρ0 = 1000 kg/ m3.

Â òàáëèöi 3.1 íàâåäåíî íàáëèæåíi âëàñíi çíà÷åííÿ λ0 (â ïðèïóùåííi, ùî
ðiäèíà "çàìåðçëà") i ïåðøi ÷îòèðè âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.18) â çàëåæíîñòi
âiä âiäñòàíi d0 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà äëÿ âèñîòè
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15m.

Â òàáëèöi 3.2 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i (3.18) â çàëåæíîñòi âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ, ïðè
äîâæèíi d0 = 1 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà. Òóò âçÿòî
N = 20 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié.

Â òàáëèöi 3.3 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, â
çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà d0 = 1, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15m.

Íà ìàëþíêó 3.1 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0 ïðè âèñîòi íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.05m .

Íà ìàëþíêó 3.2 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0 ïðè âèñîòi íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.2m .

Íà ìàëþíêó 3.3 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.01.

Íà ìàëþíêó 3.4 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
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âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.001.

Ó âèïàäêó ïîðîæíèíè ñôåðè÷íî¨ ôîðìè òâåðäå òiëî ìà¹ ôîðìó
ñôåðè ðàäióñà r = 0.1m , çi ñòàëîþ òîâùèíîþ ïîâåðõíi, ìàñà ÿêîãî M0 = 1kg.
Ãóñòèíà ðiäèíè ρ0 = 1000 kg/ m3.

Â òàáëèöi 3.4 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i (3.18) â çàëåæíîñòi âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ, ïðè
äîâæèíi d0 = 1 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà. Òóò âçÿòî
N = 30 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié.

Â òàáëèöi 3.5 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i (3.18) â çàëåæíîñòi âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ, ïðè
äîâæèíi d0 = 0.2 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà. Òóò âçÿòî
N = 30 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié.

Íà ìàëþíêó 3.5 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0 ïðè âèñîòi íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1m.

Íà ìàëþíêó 3.6 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1 âiä âèñîòè
h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.01m .

Íà ìàëþíêó 3.7 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.01m.

Â òàáëèöÿõ 3.6 � 3.10 íàâåäåíî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïåðøîãî, äðóãîãî,
òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî òà ï'ÿòîãî âiäïîâiäíî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.18)
îòðèìàíîãî êëàñè÷íèì, ïðîåêöiéíèì i âàðiàöiéíèì ìåòîäàìè, â çàëåæíîñòi
âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ, ïðè äîâæèíi d0 = 0.2m âiä
òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà. Òóò âçÿòî N = 30 êîîðäèíàòíèõ
ôóíêöié, äëÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó âçÿòî N1 = 8 ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i.

Â òàáëèöi 3.11 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, â
çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó äî
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öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2m, âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15m.
Â òàáëèöi 3.12 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, â

çàëåæíîñòi âiä äîâæèíè ïiäâiñó d0. Êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30,
âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15m.

Â òàáëèöi 3.13 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, â
çàëåæíîñòi âiä äîâæèíè ïiäâiñó d0. Êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30,
âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18m.

Â òàáëèöi 3.14 íàâåäåíî íàáëèæåíi âëàñíi çíà÷åííÿ λ0 (â ïðèïóùåííi, ùî
ðiäèíà "çàìåðçëà") i ïåðøi ÷îòèðè âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.18) â çàëåæíîñòi
âiä âiäñòàíi d0 âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà äëÿ âèñîòè
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1m.

Çàäà÷à Êîøi äîñëiäæóâàëàñÿ äëÿ òðüîõ âèïàäêiâ âiëüíèõ êîëèâàíü. Ó
ïåðøîìó âèïàäêó ïðè íàñòóïíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ:

âåðòèêàëüíå âiäõèëåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè u0 = 0,
íîðìàëüíà øâèäêiñòü âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè v0 = 0,
êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà µ0 6= 0,
êóòîâà øâèäêiñòü ìàÿòíèêà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ω0 = 0.

Ïðè òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ âåëè÷èíè (3.41) ïðèéìàþòü âèãëÿä (k =

(1,∞)):

αk = θ0




∫

S

fSΨkdS + J0θ0θk


 , βk = 0.

I òîäi ç (3.35) ìîæåìî çàïèñàòè âèðàç äëÿ êóòà âiäõèëåííÿ

µ(t) =
∞∑

k=1

αk cos(
√

λkt) θk. (3.42)

Ó òàáëèöi 3.15 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè çíà÷åíü λk, αk, θk, ïðè
âèñîòi íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíi âiä òî÷êè ïiäâiñó
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äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà d0 = 1. Òóò âçÿòî N = 20 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié.
Íà ìàëþíêàõ (3.8),(3.9) çîáðàæåíî çìiíó êóòà µ(t) âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà

â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó ó äiàïàçîíàõ t = (0..100) òà t = (10..20) âiäïîâiäíî,
çãiäíî (3.42), äëÿ çíà÷åíü λk, αk, θk, âçÿòèõ ç òàáëèöi 3.15.

Ó òàáëèöi 3.16 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè çíà÷åíü λk, αk, θk, ïðè
âèñîòi íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíi âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà d0 = 1. Òóò âçÿòî N = 20 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié.

Íà ìàëþíêàõ (3.8),(3.9) çîáðàæåíî çìiíó êóòà µ(t) âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà
â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó ó äiàïàçîíàõ t = (0..100) òà t = (10..20) âiäïîâiäíî,
çãiäíî (3.42), äëÿ çíà÷åíü λk, αk, θk, âçÿòèõ ç òàáëèöi 3.16.

Ó òàáëèöi 3.17 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè çíà÷åíü λk, αk, θk, ïðè
âèñîòi íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíi âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2. Òóò âçÿòî N = 20 êîîðäèíàòíèõ
ôóíêöié.

Íà ìàëþíêàõ (3.8),(3.9) çîáðàæåíî çìiíó êóòà µ(t) âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà
â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó ó äiàïàçîíàõ t = (0..100) òà t = (10..20) âiäïîâiäíî,
çãiäíî (3.42), äëÿ çíà÷åíü λk, αk, θk, âçÿòèõ ç òàáëèöi 3.17.

Ó òàáëèöi 3.18 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè çíà÷åíü λk, αk, θk, ïðè
âèñîòi íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíi âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2. Òóò âçÿòî N = 20 êîîðäèíàòíèõ
ôóíêöié.

Íà ìàëþíêàõ (3.8),(3.9) çîáðàæåíî çìiíó êóòà µ(t) âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà
â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó ó äiàïàçîíàõ t = (0..100) òà t = (10..20) âiäïîâiäíî,
çãiäíî (3.42), äëÿ çíà÷åíü λk, αk, θk, âçÿòèõ ç òàáëèöi 3.18.

Ó äðóãîìó âèïàäêó çàäà÷à Êîøi äîñëiäæóâàëàñÿ äëÿ âèïàäêó âiëüíèõ
êîëèâàíü ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ:
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âåðòèêàëüíå âiäõèëåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè u0 = 0,
íîðìàëüíà øâèäêiñòü âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè v0 = 0,
êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà µ0 = 0,
êóòîâà øâèäêiñòü ìàÿòíèêà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ω0 6= 0.

Ïðè òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ âåëè÷èíè (3.41) ïðèéìàþòü âèãëÿä (k =

(1,∞)):
αk = 0, βk = 0 =

ω0

λk

( ∫

S

fSΨkdS + J0θ0θk

)

I òîäi ç (3.35) ìîæåìî çàïèñàòè âèðàç äëÿ êóòà âiäõèëåííÿ

µ(t) =
∞∑

k=1

βk sin(
√

λkt) θk. (3.43)

Ó òàáëèöi 3.19 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè çíà÷åíü λk, βk, θk, ïðè
âèñîòi íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíi âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà d0 = 0.2. Òóò âçÿòî N = 20 êîîðäèíàòíèõ
ôóíêöié.

Íà ìàëþíêó (3.16) çîáðàæåíî çìiíó êóòà µ(t) âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â
çàëåæíîñòi âiä ÷àñó ó äiàïàçîíi t = (0..100), çãiäíî (3.43), äëÿ çíà÷åíü
λk, βk, θk, âçÿòèõ ç òàáëèöi 3.19.

Ó òðåòüîìó âèïàäêó çàäà÷à Êîøi ðîçâ'ÿçóâàëàñü ïðè íàñòóïíèõ
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ:

âåðòèêàëüíå âiäõèëåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè u0 = 0,
íîðìàëüíà øâèäêiñòü âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè v0 = 0,
êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà µ0 6= 0,
êóòîâà øâèäêiñòü ìàÿòíèêà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ω0 6= 0.

Ïðè òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ çìiíà êóòà âiäõèëåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì
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çàëåæèòü âiä ÷àñó

µ(t) = θ0

∞∑

k=1

αk cos(
√

λkt) θk + ω0

∞∑

k=1

βk sin(
√

λkt) θk. (3.44)

Ó òàáëèöi 3.20 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïåðøèõ ï'ÿòè çíà÷åíü λk, αk, θk, ïðè
âèñîòi íàïîâíåííÿ ïîðîæíèíè ðiäèíîþ h1 = 0.1, äîâæèíi âiä òî÷êè ïiäâiñó
äî öåíòðà ìàñ òâåðäîãî òiëà d0 = 1. Òóò âçÿòî N = 30 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié,
i η = π/3, äå, ââàæà¹ìî, θ0 = sin η, ω0 = cos η.

Íà ìàëþíêàõ (3.17) i (3.18) çîáðàæåíî çìiíó êóòà µ(t) âiäõèëåííÿ
ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó ó äiàïàçîíàõ t = (0..100) òà t = (10..20)

âiäïîâiäíî, çãiäíî (3.44), äëÿ çíà÷åíü λk, αk, θk, âçÿòèõ ç òàáëèöi 3.20.
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Òàáëèöÿ 3.1: Ïîðîæíèíà öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè, çàïîâíåíà ðiäèíîþ íà âèñîòó
h1 = 0.15m

d0 λ0 λ1 λ2 λ3 λ4

0.000 0.0799 -0.4469 1.9800 5.3828 8.5624
0.002 0.1181 -0.3578 1.9655 5.3795 8.5608
0.004 0.1558 -0.2659 1.9510 5.3762 8.5593
0.006 0.1929 -0.1721 1.9366 5.3729 8.5577
0.008 0.2290 -0.0773 1.9223 5.3696 8.5561
0.010 0.2642 0.0178 1.9084 5.3663 8.5546
0.020 0.4211 0.4674 1.8491 5.3512 8.5473
0.030 0.5406 0.8084 1.8268 5.3399 8.5417
0.040 0.6220 0.9918 1.8663 5.3336 8.5383
0.050 0.6701 1.0409 1.9542 5.3315 8.5367
0.060 0.6925 1.0193 2.0497 5.3324 8.5363
0.080 0.6882 0.9136 2.1932 5.3384 8.5377
0.100 0.6512 0.8030 2.2766 5.3457 8.5398
0.200 0.4360 0.4661 2.3946 5.3688 8.5479
0.400 0.2399 0.2443 2.4195 5.3827 8.5535
0.600 0.1632 0.1646 2.4228 5.3873 8.5554
0.800 0.1234 0.1240 2.4237 5.3895 8.5564
1.000 0.0991 0.0994 2.4239 5.3908 8.5570
1.200 0.0828 0.0829 2.4239 5.3917 8.5574
1.400 0.0710 0.0711 2.4239 5.3923 8.5576
1.600 0.0622 0.0623 2.4239 5.3928 8.5579
1.800 0.0553 0.0554 2.4239 5.3932 8.5580
2.000 0.0498 0.0499 2.4238 5.3934 8.5581
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Òàáëèöÿ 3.2: Öèëiíäðè÷íà ïîðîæíèíà ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü
êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.10 0.097478047 2.630738147 5.441061543 8.573475557 11.748023483
0.11 0.097826010 2.594795609 5.426979043 8.568822721 11.758335869
0.12 0.098193200 2.552590376 5.415286136 8.565016704 11.773549343
0.13 0.098576204 2.508551533 5.405608908 8.561889391 11.794560865
0.14 0.098972400 2.465203057 5.397568293 8.559307952 11.822288861
0.15 0.099379746 2.423891888 5.390838102 8.557172765 11.857563298
0.16 0.099796635 2.385256903 5.385154869 8.555412272 11.901060903
0.17 0.100221786 2.349522368 5.380311303 8.553977724 11.953318760
0.18 0.100654175 2.316678076 5.376145804 8.552838801 12.014818666
0.19 0.101092970 2.286588266 5.372532454 8.551980342 12.086105251

Òàáëèöÿ 3.3: Öèëiíäðè÷íà ïîðîæíèíà, çàïîâíåíà ðiäèíîþ íà âèñîòó h1 =

0.15, ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 1

N λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

17 0.099379747 2.423892233 5.390838603 8.570831357 13.121458793
18 0.099379747 2.423892220 5.390838428 8.560781976 12.399249476
19 0.099379746 2.423892067 5.390838262 8.557899242 12.039532812
20 0.099379746 2.423891888 5.390838102 8.557172765 11.857563298
21 0.099379746 2.423891814 5.390838032 8.557014965 11.772901665

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàòè îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì (òàáëèöÿ 1.1) ) i
âàðiàöiéíèì ìåòîäîì (òàáëèöÿ 3.2) áà÷èìî, ùî ó âèïàäêó öèëiíäðè÷íî¨
ïîðîæíèíè ðåçóëüòàòè ñïiâïàäàþòü. Ïðîòå âàðòî çàóâàæèòè, ùî, îñêiëüêè
âàðiàöiéíèé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó, âií äîçâîëÿ¹ îöiíèòè
òî÷íiñòü çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, ÿê âèäíî
ðåçóëüòàòiâ íàâåäåíèõ ó òàáëèöi (3.3).
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Ìàë. 3.1: Öèëiíäðè÷íà ïîðîæíèíà, çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0 ïðè âèñîòi íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.05m

Ìàë. 3.2: Öèëiíäðè÷íà ïîðîæíèíà, çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
äîâæèíè ïiäâiñó d0 ïðè âèñîòi íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.2m
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Ìàë. 3.3: Öèëiíäðè÷íà ïîðîæíèíà, çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1 âiä
âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.01

Ìàë. 3.4: Öèëiíäðè÷íà ïîðîæíèíà, çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2 âiä
âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.001
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Òàáëèöÿ 3.4: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 1,
êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.10 0.097232527 2.610513644 5.397234396 8.548439284 11.706405446
0.09 0.096981596 2.517518539 5.341219445 8.524055265 11.703285914
0.08 0.096794634 2.395490117 5.323010650 8.577201359 11.812286100
0.07 0.096695870 2.237979840 5.344019340 8.714899128 12.045347793
0.06 0.096714837 2.045207285 5.407985047 8.952464229 12.427927375
0.05 0.096884879 1.826092697 5.519937686 9.317311688 13.006942571

Òàáëèöÿ 3.5: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.2,
êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

h1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.190 0.483000567 5.951267676 13.272690939 24.355033131 276.976711270
0.185 0.481298328 4.902693126 10.910405014 17.021940317 43.074559992
0.180 0.479040656 4.310285708 9.542103958 14.811942805 22.915664771
0.175 0.476305031 3.929652549 8.628650829 13.404813830 18.602196422
0.170 0.473166196 3.667082644 7.971168934 12.389554947 16.871622665
0.165 0.469695323 3.477882641 7.472683835 11.618559419 15.785428759
0.160 0.465958638 3.337668970 7.082175651 11.015366611 14.964784974
0.155 0.462016557 3.231718478 6.768397889 10.531609964 14.309083720

Â òàáëèöÿõ 3.4 i 3.5 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ ïîðiâíÿííÿ ¨õ ç âiäïîâiäíèìè
ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè çàñòîñîâóþ÷è êëàñè÷íèé i ïðîåêöiéíèé ìåòîäè,
ùî íàâåäåíî â òàáëèöÿõ 2.1 i 2.3 òà 2.6 i 2.7 âiäïîâiäíî.
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Òàáëèöÿ 3.6: Ïîðiâíÿííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ1 îòðèìàíîãî ðiçíèìè ìåòîäàìè
äëÿ ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèíè äëÿ ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèíè. Äîâæèíà ïiäâiñó d0 =

1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

h1 Âàðiàöiéíèé Êëàñè÷íèé Ïðîåêöiéíèé
0.190 0.09981531931 0.09981531799 0.09981531822
0.185 0.09975017853 0.09975017609 0.09975017656
0.180 0.09966466100 0.09966465957 0.09966466038
0.175 0.09956154595 0.09956154408 0.09956154498
0.170 0.09944332301 0.09944332152 0.09944332269
0.165 0.09931224435 0.09931224334 0.09931224442
0.160 0.09917036160 0.09917036058 0.09917036170
0.155 0.09901955913 0.09901955830 0.09901955938
0.150 0.09886158970 0.09886158929 0.09886159013
0.145 0.09869810186 0.09869810155 0.09869810229
0.140 0.09853066647 0.09853066617 0.09853066681
0.135 0.09836080340 0.09836080325 0.09836080368
0.130 0.09819000668 0.09819000668 0.09819000694
0.125 0.09801976939 0.09801976943 0.09801976961
0.120 0.09785160933 0.09785160939 0.09785160948
0.115 0.09768709614 0.09768709623 0.09768709622
0.110 0.09752787988 0.09752787999 0.09752787992
0.105 0.09737572185 0.09737572198 0.09737572188
0.100 0.09723252794 0.09723252806 0.09723252795
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Òàáëèöÿ 3.7: Ïîðiâíÿííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ2 îòðèìàíîãî ðiçíèìè ìåòîäàìè
äëÿ ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèíè. Äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ

ôóíêöié N = 30

h1 Âàðiàöiéíèé Êëàñè÷íèé Ïðîåêöiéíèé
0.190 5.94433386990 5.94155083864 5.93713817922
0.185 4.88825724253 4.88741019943 4.88363067718
0.180 4.28680563904 4.28656142197 4.28290015756
0.175 3.89598313466 3.89585543765 3.89298162364
0.170 3.62236442007 3.62231789835 3.61969152035
0.165 3.42149230109 3.42152048328 3.41950783702
0.160 3.26918974841 3.26926809712 3.26751383764
0.155 3.15091533766 3.15103161448 3.14956758832
0.150 3.05733776662 3.05748416504 3.05637089232
0.145 2.98208507444 2.98225084700 2.98131432440
0.140 2.92057072658 2.92074780778 2.91997179940
0.135 2.86933392882 2.86951712283 2.86892644867
0.130 2.82563632523 2.82582103003 2.82535614110
0.125 2.78720701930 2.78738870922 2.78700207653
0.120 2.75207668277 2.75225123216 2.75193823776
0.115 2.71846694605 2.71863073894 2.71838429574
0.110 2.68471759816 2.68486753921 2.68466901294
0.105 2.64924295439 2.64937659057 2.64921278481
0.100 2.61051364440 2.61062931634 2.61049528825
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Òàáëèöÿ 3.8: Ïîðiâíÿííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ3 îòðèìàíîãî ðiçíèìè ìåòîäàìè
äëÿ ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèíè. Äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ

ôóíêöié N = 30

h1 Âàðiàöiéíèé Êëàñè÷íèé Ïðîåêöiéíèé
0.190 3.27273648401 13.24851139193 13.24397734501
0.185 0.91000448337 10.90397118667 10.89987137251
0.180 9.54112117650 9.53841048353 9.53323503705
0.175 8.62699036976 8.62575869078 8.62140546083
0.170 7.96876228837 7.96799906973 7.96380456558
0.165 7.46948135224 7.46917771421 7.46580149493
0.160 7.07814927596 7.07801482329 7.07498093498
0.155 6.76353835815 6.76346988629 6.76082334438
0.150 6.50597737837 6.50600113542 6.50393606792
0.145 6.29236154707 6.29242733963 6.29066143136
0.140 6.11345476124 6.11352929695 6.11201631069
0.135 5.96259771171 5.96268185678 5.96152806551
0.130 5.83488201249 5.83497255129 5.83408986381
0.125 5.72659959941 5.72668844580 5.72596327395
0.120 5.63490644700 5.63498919966 5.63442124199
0.115 5.55761009185 5.55768511356 5.55728238311
0.110 5.49302543999 5.49309146841 5.49281013198
0.105 5.43987702854 5.43993309216 5.43972825385
0.100 5.39723439674 5.39728022565 5.39713560960
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Òàáëèöÿ 3.9: Ïîðiâíÿííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ4 îòðèìàíîãî ðiçíèìè ìåòîäàìè
äëÿ ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèíè. Äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ

ôóíêöié N = 30

h1 Âàðiàöiéíèé Êëàñè÷íèé Ïðîåêöiéíèé
0.190 24.35609761859 20.62501700733 20.78599885557
0.185 17.02226859432 16.91664989359 16.91202136952
0.180 14.81215835130 14.81019385638 14.80409881757
0.175 13.40493228119 13.40059360374 13.39592164951
0.170 12.38956401824 12.38643419951 12.38132092187
0.165 11.61845613897 11.61709452830 11.61303049019
0.160 11.01515614607 11.01460356211 11.01083481341
0.155 10.53130388316 10.53086231929 10.52755352422
0.150 10.13618421373 10.13598684382 10.13337947486
0.145 9.80994631381 9.80990990866 9.80769620173
0.140 9.53857458799 9.53856109138 9.53665548881
0.135 9.31196245827 9.31197336954 9.31051306885
0.130 9.12279171807 9.12283479320 9.12174012954
0.125 8.96563474826 8.96568847866 8.96480818679
0.120 8.83640216085 8.83645292429 8.83577154857
0.115 8.73202482939 8.73207100416 8.73160250794
0.110 8.65023421083 8.65027539728 8.64996880425
0.105 8.58940302593 8.58943789130 8.58923272978
0.100 8.54843928498 8.54846725303 8.54833774912
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Òàáëèöÿ 3.10: Ïîðiâíÿííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ5 îòðèìàíîãî ðiçíèìè
ìåòîäàìè äëÿ ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèíè. Äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

h1 Âàðiàöiéíèé Êëàñè÷íèé Ïðîåêöiéíèé
0.190 277.02580199615 52.14126988857 65.13598657491
0.185 43.07895240968 23.98212478008 24.99661224366
0.180 22.91672440221 20.09325735135 20.15878849084
0.175 18.60270968116 18.17551311489 18.17135858466
0.170 16.87200720456 16.80573634277 16.80091372095
0.165 15.78577504929 15.76556934723 15.76209278512
0.160 14.96511739109 14.95363894491 14.94960648220
0.155 14.30941212163 14.30325204773 14.29947887499
0.150 13.77562702162 13.77325539989 13.77022857512
0.145 13.33731879441 13.33682216950 13.33423013065
0.140 12.97496131023 12.97491297632 12.97267240751
0.135 12.67415107828 12.67413683521 12.67240294474
0.130 12.42471576111 12.42472680007 12.42343819913
0.125 12.21935444804 12.21938081015 12.21836048136
0.120 12.05264204468 12.05266809379 12.05187787305
0.115 11.92053035127 11.92055762877 11.92001629849
0.110 11.82005766792 11.82008732089 11.81974478309
0.105 11.74913550577 11.74916356223 11.74894773229
0.100 11.70640544624 11.70642871959 11.70630451234
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Òàáëèöÿ 3.11: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, çàïîâíåíà ðiäèíîþ íà âèñîòó
h1 = 0.15, ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.2

N λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

20 0.457924769 3.150561353 6.512543212 10.263026898 23.982206472
21 0.457924494 3.150555012 6.512401366 10.173268619 18.341254578
22 0.457924250 3.150543590 6.512100936 10.147360676 15.821177954
23 0.457924205 3.150539072 6.511919992 10.141190517 14.674400315
24 0.457924192 3.150539072 6.511907997 10.139386045 14.155117794
25 0.457924098 3.150536278 6.511871902 10.138271490 13.927582290
26 0.457924013 3.150532137 6.511774538 10.137328569 13.834924388
27 0.457923997 3.150530717 6.511722547 10.136811407 13.799815077
28 0.457923991 3.150530696 6.511721635 10.136731575 13.785876937
29 0.457923953 3.150529387 6.511699979 10.136709255 13.779089654
30 0.457923917 3.150527633 6.511656678 10.136568610 13.775294027

Âðàõîâóþ÷è, ùî âàðiàöiéíèé ìåòîä äîçâîëÿ¹ ïiäâèùèòè òî÷íiñòü ðîçâ'ÿçêó çà
ðàõóíîê ïiäâèùåííÿ êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, i äà¹ ïðè öüîìó çáiæíi
çâåðõó ðåçóëüòàòè (òàáëèöÿ 3.11), ìîæåìî ïîðiâíþâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè
ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè âèùå çãàäàíèìè ìåòîäàìè � ïðîåêöiéíèì òà
êëàñè÷íèì, ùî íàâåäåíî ó òàáëèöÿõ 3.6 � 3.10. Ìàþ÷è ðåçóëüòàòè äëÿ áiëüøî¨
êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, ìîæåìî áà÷èòè ïîõèáêó, ÿêó äà¹ êëàñè÷íèé
i ïðîåêöiéíèé ìåòîäè.
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Òàáëèöÿ 3.12: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, çàïîâíåíà ðiäèíîþ íà âèñîòó
h1 = 0.15, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

d0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.20 0.457923917 3.150527633 6.511656678 10.136568610 13.775294027
0.19 0.478899316 3.155356635 6.511672579 10.136441527 13.775185545
0.18 0.501773503 3.160487162 6.511636283 10.136279020 13.775053308
0.17 0.526794819 3.165919354 6.511528643 10.136071289 13.774891267
0.16 0.554250790 3.171637669 6.511323369 10.135805346 13.774691498
0.15 0.584473721 3.177599934 6.510984020 10.135463787 13.774443508
0.14 0.617845790 3.183719264 6.510459546 10.135023033 13.774133247
0.13 0.654802137 3.189833912 6.509677624 10.134450758 13.773741679
0.12 0.695828851 3.195656357 6.508534612 10.133702124 13.773242712
0.11 0.741449605 3.200686128 6.506880346 10.132714243 13.772600182
0.10 0.792188474 3.204058489 6.504495193 10.131398081 13.771763490
0.09 0.848483691 3.204278881 6.501056186 10.129626880 13.770661418
0.08 0.910500056 3.198755047 6.496089854 10.127220597 13.769193898
0.07 0.977727424 3.182984145 6.488916176 10.123928146 13.767222621
0.06 1.048107507 3.149220448 6.478613621 10.119417161 13.764565461
0.05 1.116043700 3.084683097 6.464108087 10.113303101 13.761010772
0.04 1.167505012 2.970918001 6.444638541 10.105296538 13.756392348
0.03 1.167169789 2.792155097 6.420951899 10.095596659 13.750796409
0.02 1.030488937 2.571977075 6.396926462 10.085526232 13.744922450
0.01 0.633447207 2.408855068 6.379279389 10.077748636 13.740285069

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, ùî íàâåäåíî â òàáëèöi 3.12,
ìîæåìî ïîðiâíÿòè ç àíàëîãi÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè êëàñè÷íèì i
ïðîåêöiéíèì ìåòîäàìè, ùî íàâåäåíî â òàáëèöÿõ 2.11 i 2.12 âiäïîâiäíî.
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Òàáëèöÿ 3.13: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, çàïîâíåíà ðiäèíîþ íà âèñîòó
h1 = 0.18, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

d0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0.20 0.479040656 4.310285708 9.542103958 14.811942805 22.915664771
0.19 0.502255321 4.311328521 9.542028050 14.811859273 22.915487492
0.18 0.527727146 4.312405085 9.541923491 14.811756866 22.915276000
0.17 0.555780712 4.313504271 9.541781647 14.811630641 22.915021905
0.16 0.586799603 4.314607369 9.541590886 14.811474071 22.914714234
0.15 0.621237756 4.315683864 9.541335353 14.811278423 22.914338447
0.14 0.659631907 4.316684686 9.540993136 14.811031856 22.913875030
0.13 0.702613695 4.317531245 9.540533514 14.810718083 22.913297411
0.12 0.750917872 4.318097283 9.539912744 14.810314353 22.912568860
0.11 0.805378342 4.318178254 9.539067500 14.809788373 22.911637794
0.10 0.866893583 4.317438621 9.537904555 14.809093546 22.910430605
0.09 0.936320559 4.315319555 9.536284421 14.808161578 22.908840638
0.08 1.014206420 4.310875449 9.533995556 14.806891092 22.906711428
0.07 1.100155050 4.302485900 9.530715145 14.805130741 22.903812163
0.06 1.191372099 4.287371909 9.525955815 14.802656999 22.899805904
0.05 1.279374814 4.260915707 9.519018370 14.799155700 22.894223885
0.04 1.342777401 4.216325060 9.509048491 14.794248587 22.886504711
0.03 1.333124858 4.147299170 9.495501633 14.787691582 22.876279379
0.02 1.157729481 4.059671638 9.479525599 14.779973167 22.864245171
0.01 0.706091208 3.985758964 9.465716500 14.773175458 22.853521303

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, ùî íàâåäåíî â òàáëèöi 3.13,
ìîæåìî ïîðiâíÿòè ç àíàëîãi÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè êëàñè÷íèì i
ïðîåêöiéíèì ìåòîäàìè, ùî íàâåäåíî â òàáëèöÿõ 2.13 i 2.14 âiäïîâiäíî.
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Òàáëèöÿ 3.14: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, çàïîâíåíà ðiäèíîþ íà âèñîòó
h1 = 0.10m, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

d0 λ0 λ1 λ2 λ3 λ4

0.000 0.5210 0.0000 1.5602 5.2764 9.1100
0.002 0.5501 0.0927 1.5614 5.2765 9.1100
0.004 0.5771 0.1842 1.5653 5.2768 9.1102
0.006 0.6020 0.2735 1.5724 5.2773 9.1105
0.008 0.6249 0.3594 1.5834 5.2781 9.1110
0.010 0.6457 0.4405 1.5987 5.2790 9.1116
0.020 0.7218 0.7415 1.7545 5.2871 9.1162
0.030 0.7592 0.8596 2.0127 5.3001 9.1230
0.040 0.7690 0.8766 2.2704 5.3161 9.1310
0.050 0.7607 0.8548 2.4727 5.3327 9.1389
0.060 0.7413 0.8192 2.6153 5.3481 9.1460
0.080 0.6873 0.7389 2.7705 5.3719 9.1571
0.100 0.6285 0.6634 2.8282 5.3867 9.1644
0.200 0.4096 0.4173 2.7954 5.4051 9.1760
0.400 0.2297 0.2310 2.6932 5.4033 9.1777
0.600 0.1582 0.1586 2.6487 5.4009 9.1775
0.800 0.1204 0.1206 2.6251 5.3994 9.1773
1.000 0.0971 0.0972 2.6105 5.3985 9.1771
1.200 0.0814 0.0814 2.6007 5.3978 9.1769
1.400 0.0700 0.0700 2.5935 5.3973 9.1768
1.600 0.0614 0.0615 2.5882 5.3969 9.1767
1.800 0.0547 0.0547 2.5840 5.3966 9.1766

2.00000 0.0493 0.0493 2.5806 5.3964 9.1765
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Ìàë. 3.5: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1, λ2

âiä äîâæèíè ïiäâiñó d0 ïðè âèñîòi íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1m

Ìàë. 3.6: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1

âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.01

Ìàë. 3.7: Ïîðîæíèíà ñôåðè÷íî¨ ôîðìè, çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λ0, λ1

âiä âèñîòè h1 íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ ïðè äîâæèíi ïiäâiñó d0 = 0.01
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Òàáëèöÿ 3.15: Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ðÿäó Ôóð'¹ ðîçêëàäó
êóòà âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà äëÿ çàäà÷i Êîøi ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

k 1 2 3 4 5
λk 0.09886159 3.05734875 6.50619495 10.13788792 13.92800162
αk 4.67732536 -2.55118356 0.82053096 -0.32960111 1.83026703
θk 0.04645386 -0.02545646 0.00840362 -0.00446053 0.00319498

Òàáëèöÿ 3.16: Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ðÿäó Ôóð'¹ ðîçêëàäó
êóòà âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà äëÿ çàäà÷i Êîøi ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

k 1 2 3 4 5
λk 0.86689597 4.31792855 9.54285970 15.60508094 78.74265836
αk 0.68098451 -0.22929765 0.06812990 -0.01549392 0.13875379
θk 0.40850135 -0.13830965 0.04214945 -0.02829762 0.03649075
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Òàáëèöÿ 3.17: Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ðÿäó Ôóð'¹ ðîçêëàäó
êóòà âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà äëÿ çàäà÷i Êîøi ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 0.2, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

k 1 2 3 4 5
λk 0.45792409 3.15053627 6.51187190 10.13827149 13.92758229
αk 1.01900688 -0.64371030 0.19524228 -0.06227958 0.60994251
θk 0.21801170 -0.13867516 0.04373481 -0.02243763 0.01582321

Òàáëèöÿ 3.18: Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ðÿäó Ôóð'¹ ðîçêëàäó
êóòà âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà äëÿ çàäà÷i Êîøi ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 0.2, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

k 1 2 3 4 5
λk 0.47904105 4.31078295 9.54704829 15.60961744 78.79658634
αk 1.00830160 -0.31724452 0.10168310 -0.04122847 0.16685858
θk 0.21604869 -0.06822834 0.02221482 -0.01521707 0.02005296
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Ìàë. 3.8: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (0..100)) ó
âèïàäêó θ0 6= 0 Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1,

êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Ìàë. 3.9: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (10..20)) ó
âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Ìàë. 3.10: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (0..100)) ó
âèïàäêó θ0 6= 0 Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1,

êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Ìàë. 3.11: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (10..20))
ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Ìàë. 3.12: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (0..100))
ó âèïàäêó θ0 6= 0 Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Ìàë. 3.13: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (10..20))
ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Ìàë. 3.14: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (0..100))
ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Ìàë. 3.15: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (10..20))
ó âèïàäêó θ0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.18, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Òàáëèöÿ 3.19: Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ðÿäó Ôóð'¹ ðîçêëàäó
êóòà âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà äëÿ çàäà÷i Êîøi ó âèïàäêó ω0 6= 0. Âèñîòà
íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 0.2, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20

k 1 2 3 4 5
λk 0.45792409 3.15053627 6.51187190 10.13827149 13.92758229
βk 2.22527463 -0.20431769 0.02998251 -0.00614301 0.04379385
θk 0.21801170 -0.13867516 0.04373481 -0.02243763 0.01582321
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Ìàë. 3.16: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (0..100)) ó
âèïàäêó ω0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.15, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 0.2, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 20
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Òàáëèöÿ 3.20: Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ðÿäó Ôóð'¹ ðîçêëàäó
êóòà âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà äëÿ çàäà÷i Êîøi ó âèïàäêó θ 6= 0, ω0 6= 0.
Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1, äîâæèíà ïiäâiñó d0 = 1, êiëüêiñòü

êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30

k 1 2 3 4 5
λk 0.09723252 2.61051364 5.39723434 8.54843910 11.70640496
αk -5.53196045 4.67670353 1.71498123 1.15161758 0.97446698
βk -56.89413377 1.79148787 0.31775185 0.13471670 0.08324220
θk -0.05530645 0.04629054 0.0129645308 0.00584323 0.00350502
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Ìàë. 3.17: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (0..100)) ó
âèïàäêó θ 6= 0, ω0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30
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Ìàë. 3.18: Êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó (t = (0..20)) ó
âèïàäêó θ 6= 0, ω0 6= 0. Âèñîòà íàïîâíåííÿ ðiäèíîþ h1 = 0.1, äîâæèíà ïiäâiñó

d0 = 1, êiëüêiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié N = 30
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3.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Âàðiàöiéíèé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó, i òàêèì ÷èíîì
çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü çâåðõó ïðè çáiëüøåííi êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié.
Òîìó òàêèé ìåòîä äîçâîëÿ¹ îöiíèòè òî÷íiñòü.

Äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, ïðè ìàëié âiäñòàíi d0 âiä öåíòðà
âàãè òâåðäîãî òiëà äî òî÷êè ïiäâiñó ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λ1 ñóòò¹âî
âiäðiçíÿþòüñÿ âiä çíà÷åííÿ λ0 ("çàìåðçëà"ðiäèíà), ùî äåìîíñòðó¹ âïëèâ
ðiäèíè íà ÷àñòîòó êîëèâàíü ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà, i õî÷ ëiíiÿ ïiäâiñó
çíàõîäèòüñÿ âèùå öåíòðà âàãè ìàÿòíèêà, λ1 ìîæå ïðèéìàòè âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ
(òàáëèöÿ 3.1, ìàë. 3.2,3.3,3.4), à öå îçíà÷à¹, ùî ðiäèíà äîäà¹ íåñòiéêîñòi
ñèñòåìi. Ïðè çáiëüøåííi âiäñòàíi d0 ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λ1 ïðÿìó¹ äî λ0.

Äëÿ ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèíè òàêå ÿâèùå íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, òîáòî ðiäèíà íå
äîäà¹ íåñòiéêîñòi ìàÿòíèêó.

ßê âèäíî iç íàâåäåíèõ äàíèõ âàðiàöiéíèé ìåòîä äà¹ ìîæëèâiñòü ç
äîñòàòíüî âåëèêîþ òî÷íiñòþ âèçíà÷èòè ïåðøi ÷îòèðè i, íàâiòü ó äåÿêèõ
âèïàäêàõ, áiëüøå âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà,
ùî âêàçó¹ íà éîãî åôåêòèâíiñòü.

Ïðè âèâåäåíi ðiâíÿíü â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïîòåíöiàë Ñòîêñà�
Æóêîâñüêîãî ÿâíî íå âõîäèòü ó âèâåäåíi ðiâíÿííÿ, ùî äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ äîïîìiæíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i, à çàñòîñóâàííÿ
âàðiàöiéíîãî ïiäõîäó äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè i ðîçâ'ÿçóâàííÿ äðóãî¨ äîïîìiæíî¨
� ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i íà êîëèâàííÿ ðiäèíè ó íåðóõîìié ïîñóäèíi. À öå
âiäïîâiäíî äà¹ çìîãó ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà
ó âèïàäêàõ êîëè ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ çàäà÷i çíàéäåíèé òiëüêè íàáëèæåíî ç
íåâåëèêîþ òî÷íiñòþ.

Àíàëiçóþ÷è ðåçóëüòàòè îòðèìàíi êëàñè÷íèì ìåòîäîì (ó òàáëèöi 2.10)
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áà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíü â çàëåæíîñòi âiä ÷èñëà âðàõîâàíèõ
âëàñíèõ ôóíêöié äîïîìiæíî¨ çàäà÷i ïðÿìó¹ äî ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ
âàðiàöiéíèì ìåòîäîì (ó òàáëèöi 3.4).

ßê áà÷èìî ç íàâåäåíèõ ðåçóëüòàòiâ, çîêðåìà ç òàáëèöü 3.6 - 3.10, ìàéæå
ó âñiõ âèïàäêàõ (âèñîòà íàïîâíåííÿ h1 < 0.16) âàðiàöiéíèé ìåòîä äà¹ ìåíøi
çíà÷åííÿ, à âðàõîâóþ÷è çáiæíiñòü çâåðõó ïî êiëüêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié
ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî öi çíà÷åííÿ ¹ òî÷íiøi. Ïðè çáiëüøåííi âèñîòè
íàïîâíåííÿ h1, òî÷íiñòü âñiõ ïðåäñòàâëåíèõ ìåòîäiâ, â òîìó ÷èñëi i âèçíà÷åííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ áàçîâèõ çàäà÷ âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, ïîãiðøó¹òüñÿ. Öå çâ'ÿçàíî iç
çáiëüøåííÿì êóòà ïåðåòèíó òâiðíèõ âiëüíî¨ ïîâåðõíi i òâåðäî¨ ñòiíêè, ùî
ïðèçâîäèòü äî ïiäâèùåííÿ âïëèâó îñîáëèâîñòi ðîçâ'ÿçêó â îêîëi êóòîâî¨
òî÷êè, ÿêà ìà¹ õàðàêòåð ρπ/γ [14], äå ρ � âiääàëü âiä êóòîâî¨ òî÷êè, γ �
âåëè÷èíà êóòà ðîçõèëó êóòîâî¨ òî÷êè.

Çàóâàæèìî, êîæíå íàñòóïíå âëàñíå çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i i
âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ âèçíà÷àþòüñÿ ç ìåíøîþ òî÷íiñòþ. Ïðè çáiëüøåííi
÷èñëà âðàõîâàíèõ ôóíêöié äîïîìiæíî¨ çàäà÷i, îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì
âèÿâëÿ¹òüñÿ íåñòiéêèì. Äëÿ âèïàäêó N = 30 êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié, âäàëîñÿ
îòðèìàòè òiëüêè 13 âëàñíèõ ôóíêöié äîïîìiæíî¨ çàäà÷i.

Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à Êîøi i çàäà÷à ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà
ó âiäïîâiäíîìó îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi, äà¹ çìîãó ëåãêî áóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i Êîøi ïî ðîçâ'ÿçêàõ çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ îòðèìàíèõ
âàðiàöiéíèì ìåòîäîì. Ðåçóëüòàòè ðåàëiçàöi¨ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó íàâåäåíî
ó òàáëèöÿõ 3.15�3.19 i íà ìàëþíêàõ (3.8),(3.16), äå çîáðàæåíî çàëåæíiñòü êóòà
âiäõèëåííÿ âiä ÷àñó.

Òàêà ìåòîäèêà ¹ ïðÿìèì óçàãàëüíåííÿì âàðiàöiéíîãî ìåòîäó
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (1.15) [27, 39] i ìîæå áóòè óçàãàëüíåíà òàêîæ äëÿ
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ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ iíøèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äèíàìiêè îáìåæåíîãî îá'¹ìó
ðiäèíè, ÿêà ÷àñòêîâî çàïîâíþ¹ ïîðîæíèíó ðóõîìîãî òâåðäîãî òiëà.
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ÐÎÇÄIË 4
ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÂËÀÑÍÈÕ ÊÎËÈÂÀÍÜ ÌÀßÒÍÈÊÀ Ç

ÄÂÎØÀÐÎÂÎÞ ÐIÄÈÍÎÞ

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i äëÿ ïîðîæíèíè ç äâîøàðîâîþ ðiäèíîþ òà
âèâiä ðiâíÿíü

Íåõàé äâi ðiäèíè ðiçíî¨ ãóñòèíè ρ1 < ρ2 ÷àñòêîâî çàïîâíþþòü ïîðîæíèíó
òâåðäîãî òiëà, çàéìàþ÷è â ñòàíi ðiâíîâàãè îáëàñòü Ω = Ω1 + Ω2. Ðiäèíè
ââàæà¹ìî iäåàëüíèìè, à ¨õíié ðóõ ïîòåíöiàëüíèì. Ñèëàìè ïîâåðõíåâîãî
íàòÿãó íåõòó¹ìî, à òîìó ââàæà¹ìî, ùî â ñòàíi ðiâíîâàãè âiëüíà ïîâåðõíÿ Σ1

ïåðøî¨ ðiäèíè òà ïîâåðõíÿ Σ2 ðîçäiëó ðiäèí ïëîñêi.
Ðîçãëÿíåìî ìàëi ïëîñêi êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà âiäíîñíî

íåðóõîìî¨ ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi. Ðóõ òàêî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
êóòîì θ(t) âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà âiäíîñíî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó, òà ïîëåì
øâèäêîñòåé ðiäèíè ~v(x, y, z, t), â íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Òóò t � ÷àñ,
à (x, y, z) � íåðóõîìà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Âiñü Oz íàïðàâèìî
âåðòèêàëüíî âãîðó, à âiñü Ox ñóìiñòèìî ç íåðóõîìîþ âiññþ ïiäâiñó ìàÿòíèêà.
Ðiâíÿííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè îäåðæèìî íà îñíîâi âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó
Ãàìiëüòîíà. ßê i â �3.1. çàïèøåìî êiíåòè÷íó i ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ ñèñòåìè
òiëî�ðiäèíà.

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà ìà¹ òðè ñêëàäîâi

T = T0 + T1 + T2,

äå T0 � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ òâåðäîãî òiëà, T1 i T2 � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ïåðøî¨
òà äðóãî¨ ðiäèíè âiäïîâiäíî. Äëÿ òiëà

T0 =
J0

2

(
dθ

dt

)2

,
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äå J0 � ìîìåíò iíåðöi¨ òiëà âiäíîñíî íåðóõîìî¨ îñi. Äëÿ ðiäèí, ïðè óìîâi ¨õ
ïîòåíöiàëüíîãî ðóõó

Ti =
ρi

2

∫

Ωi

(∇ϕi)
2dΩ,

äå ϕi(x, y, z, t) � ïîòåíöiàë øâèäêîñòåé ðóõó i�î¨ ðiäèíè â íåðóõîìié ñèñòåìi
êîîðäèíàò. Âåëè÷èíó êóòà θ âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà, òà âåëè÷èíè àìïëiòóä
ðóõó ÷àñòèíîê ðiäèí ââàæà¹ìî ìàëèìè â òîìó ñåíñi, ùî ¨õíiìè êâàäðàòàìè,
äîáóòêàìè òà âèùèìè ñòåïåíÿìè ìîæíà çíåõòóâàòè ïîðiâíÿíî ç ïåðøèìè
¨õ ñòåïåíÿìè. Êðiì òîãî âñi õàðàêòåðèñòèêè ðóõó ðiäèíè çàâäÿêè ìàëîñòi
àìïëiòóä ìîæíà çíåñòè íà íåçáóðåíi îá'¹ìè ðiäèí òà ïîâåðõíi, ùî ¨õ
îáìåæóþòü. Òàêèì ÷èíîì, êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà
ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi ìà¹ âèãëÿä

T =
J0

2
(
dθ

dt
)2 +

ρ1

2

∫

Ω1

(∇ϕ1)
2dΩ +

ρ2

2

∫

Ω2

(∇ϕ2)
2dΩ. (4.1)

Ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ ñèñòåìè òàêîæ ðîçiá'¹ìî íà òðè ñêëàäîâi

Π = Π0 + Π1 + Π2,

äå Π0 � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ òâåðäîãî òiëà, Π1 i Π2 � ïîòåíöiàëüíi åíåðãi¨
ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ðiäèíè, âiäïîâiäíî. Äëÿ òâåðäîãî òiëà ìà¹ìî

Π0 = l0M0g
θ2

2
,

òóò l0 - âiääàëü âiä öåíòðà âàãè òâåðäîãî òiëà äî òî÷êè ïiäâiñó, M0 �
ìàñà òâåðäîãî òiëà, g � ïðèñêîðåííÿ ñèë çåìíîãî òÿæiííÿ. Îá÷èñëèìî
ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ êîæíî¨ ç ðiäèí, ÿêà çóìîâëåíà òðüîìà ñêëàäîâèìè:
ïðèðîñòîì ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ðiäèíè ïðè âiäõèëåííi ìàÿòíèêà ïðè
"çàìîðîæåíèõ" ðiäèíàõ, òîáòî ïðè ôiêñîâàíèõ, âiäíîñíî òâåðäîãî òiëà,
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âiëüíié ïîâåðõíi i ïîâåðõíi ðîçäiëó, ïðèðîñòîì ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ðiäèíè
ïðè âiäõèëåííi âiëüíî¨ ïîâåðõíi òà ïîâåðõíi ðîçäiëó âiäíîñíî "çàìîðîæåíîãî
ñòàíó" äî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ i äîäàòêîâîãî ïðèðîñòó ïîòåíöiàëüíî¨
åíåðãi¨ âíàñëiäîê çáóðåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi òà ïîâåðõíi ðîçäiëó. ßêùî
âiäõèëèòè ìàÿòíèê ïðè ôiêñîâàíèõ âiëüíié ïîâåðõíi òà ïîâåðõíi ðîçäiëó
(¾çàìîðîæåíà ðiäèíà¿), òî ç òî÷íiñòþ äî äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi
ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ çáiëüøèòüñÿ íà âåëè÷èíó

Π1
i =

θ2

2
liρigΩi, (i = 1, 2), (4.2)

äå li � âiääàëü âiä öåíòðà âàãè i�î¨ ðiäèíè äî òî÷êè ïiäâiñó. ßêùî ïiñëÿ öüîãî
âiëüíà ïîâåðõíÿ i ïîâåðõíÿ ðîçäiëó, ïðè ôiêñîâàíîìó âiäõèëåííi ìàÿòíèêà,
çàéìóòü ãîðèçîíòàëüíå ïîëîæåííÿ, òî ïðè öüîìó ÷àñòèíêè âiëüíî¨ ïîâåðõíi
òà ïîâåðõíi ðîçäiëó ïåðåìiñòÿòüñÿ íà âåëè÷èíó −yθ i ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ
çìåíøèòüñÿ íà âåëè÷èíó

Π2
1 + Π2

2 =
θ2

2
ρ1g

∫

Σ1

y2dS +
θ2

2
(ρ2 − ρ1)g

∫

Σ2

y2dS. (4.3)

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè âèÿâèòüñÿ, ùî âåëè÷èíà (4.3) áiëüøà íiæ
ñóìà âåëè÷èí (4.2), òî ñèñòåìà òiëî�ðiäèíà áóäå íåñòiéêîþ.

Äîäàòêîâi çáóðåííÿ N1 âiëüíî¨ ïîâåðõíi òà çáóðåííÿ N2 ïîâåðõíi ðîçäiëó
ïðèâåäå äî çáiëüøåííÿ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ðiäèíè íà âåëè÷èíó

Π3
1 + Π3

2 =
ρ1g

2

∫

Σ1

N 2
1dS +

(ρ2 − ρ1)g

2

∫

Σ2

N 2
2dS. (4.4)

Çàóâàæèìî, ùî iç óìîâè çáåðåæåííÿ îá'¹ìó íåñòèñëèâèõ ðiäèí âèïëèâà¹,
ùî ∫

Σ1

N1dS = 0,

∫

Σ2

N2dS = 0. (4.5)



118

Òàêèì ÷èíîì ñóìàðíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè òiëî�ðiäèíà

Π = Π0 + (Π1
1 + Π1

2)− (Π2
1 + Π2

2) + (Π3
1 + Π3

2) =

= l0M0g
θ2

2
+

θ2

2
l1ρ1gΩ1 +

θ2

2
l2ρ2gΩ2 − θ2

2
ρ1g

∫

Σ1

y2dS−

−θ2

2
(ρ2 − ρ1)g

∫

Σ2

y2dS +
ρ1g

2

∫

Σ1

N 2
1dS +

(ρ2 − ρ1)g

2

∫

Σ2

N 2
2dS =

= D
θ2

2
+

g

2
ρ1

∫

Σ1

N 2
1dS +

g(ρ2 − ρ1)

2

∫

Σ2

N 2
2dS,

(4.6)

äå D = l0M0g + l1ρ1gΩ1 + l2ρ2gΩ2 − ρ1g
∫
Σ1

y2dS − (ρ2 − ρ1)g
∫
Σ2

y2dS.

Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ëàãðàíæiàí â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t = t1

L =

t1∫

0

(T − Π)dt =

t1∫

0

(
J0

2
(
dθ

dt
)2 +

ρ1

2

∫

Ω1

(∇ϕ1)
2dΩ +

ρ2

2

∫

Ω2

(∇ϕ2)
2dΩ

−1

2
Dθ2 − g

2
ρ1

∫

Σ1

N 2
1dS +

g(ρ2 − ρ1)

2

∫

Σ2

N 2
2dS

)
dt

.

Äëÿ äiéñíîãî ðóõó ñèñòåìè çãiäíî ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà δL = 0. Ñïî÷àòêó
çàïèøåìî i ïåðåòâîðèìî âàðiàöiþ ëàãðàíæiàíà

δL =

t1∫

0

(
J0

dθ

dt
δ
dθ

dt
+ ρ1

∫

Ω1

∇ϕ1δ∇ϕ1dΩ + ρ2

∫

Ω2

∇ϕ2δ∇ϕ2dΩ−

−Dθδθ − gρ1

∫

Σ1

N1δN1dS + g(ρ2 − ρ1)

∫

Σ2

N2δN2dS

)
dt =



119

=

t1∫

0

(
J0

d

dt

(
dθ

dt
δθ

)
− J0

d2θ

dt2
δθ −Dθδθ+

+ρ1

∫

Ω1

(
∂

∂x

(
ϕ1δ

∂ϕ1

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ1δ

∂ϕ1

∂y

)
+

∂

∂z

(
ϕ1δ

∂ϕ1

∂z

)
− ϕ1δ∆ϕ1

)
dΩ+

+ρ2

∫

Ω2

(
∂

∂x

(
ϕ2δ

∂ϕ2

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ2δ

∂ϕ2

∂y

)
+

∂

∂z

(
ϕ2δ

∂ϕ2

∂z

)
− ϕ2δ∆ϕ2

)
dΩ−

−gρ1

∫

Σ1

N1δN1dS + g(ρ2 − ρ1)

∫

Σ2

N2δN2dS

)
dt.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ∆ϕ1 = 0 â Ω1, ∆ϕ2 = 0 â Ω2, i âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
Ãðiíà, îòðèìà¹ìî

δL =

t1∫

0

(
ρ1

∫

S1+Σ1

ϕ1δ
∂ϕ1

∂n
dS + ρ1

∫

Σ2

ϕ1δ
∂ϕ1

∂n
dS+

ρ2

∫

Σ2

ϕ2δ
∂ϕ2

∂n
dS − ρ2

∫

§2

ϕ2δ
∂ϕ2

∂n
dS − J0

d2θ

dt2
δθ −Dθδθ+

−gρ1

∫

Σ1

N1δN1dS + g(ρ2 − ρ1)

∫

Σ2

N2δN2dS

)
dt

Âðàõîâóþ÷è, ùî −→n � çîâíiøíÿ, ïî âiäíîøåííþ äî Ω1, íîðìàëü äî Σ2 i
∂ϕ1

∂z
=

∂ϕ2

∂z
= −∂ϕ1

∂n
íà Σ2, îòðèìó¹ìî

δL =

t1∫

0

(
ρ1

∫

S1+Σ1

ϕ1δ
∂ϕ1

∂n
dS +

∫

Σ2

(ρ1ϕ1 − ρ2ϕ2)δ
∂ϕ1

∂n
dS+

+ρ2

∫

§2

ϕ2δ
∂ϕ2

∂n
dS − J0

d2θ

dt2
δθ −Dθδθ−

−gρ1

∫

Σ1

N1δN1dS + g(ρ2 − ρ1)

∫

Σ2

N2δN2dS

)
dt.
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Äàëi, îñêiëüêè

∂ϕ1

∂n
=

∂N1

∂t
íà Σ1,

∂ϕ2

∂n
=

∂N2

∂t
íà Σ2

∂ϕ1

∂n
=

dθ

dt
fS íà S1,

∂ϕ2

∂n
=

dθ

dt
fS íà S2,

(4.7)

äå fs = (~r×~n,~i) = ycos(~n, z)−zcos(~n, y), ~r � ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè, òî ïåðøèé
äîäàíîê â îñòàííüîìó âèðàçi äëÿ âàðiàöi¨ ëàãðàíæiàíà ìîæåìî ïåðåòâîðèòè
äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

t1∫

0

(
ρ1

∫

S1+Σ1

ϕ1δ
∂ϕ1

∂n
dS

)
dt =

t1∫

0

(
ρ1

∫

Σ1

ϕ1δ
∂N1

∂t
dS+

ρ1

∫

S1

ϕ1fsδ
∂θ

∂t
dS

)
dt =

t1∫

0

(
ρ1

∫

Σ1

∂

∂t
(ϕ1δN)dS − ρ1

∫

Σ1

∂ϕ1

∂t
δNdS+

ρ1

∫

S1

fs
∂

∂t
(ϕ1δθ)dS − ρ1

∫

S1

fs
∂ϕ1

∂t
δθdS

)
dt.

À äðóãèé i òðåòié äîäàíêè ïåðåòâîðèìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

t1∫

0




∫

Σ2

(ρ1ϕ1 − ρ2ϕ2)δ
∂ϕ1

∂n
dS + ρ2

∫

S2

ϕ2δ
∂ϕ2

∂n
dS


 dt =

t1∫

0




∫

Σ2

(ρ2ϕ2 − ρ1ϕ1)δ
∂ϕ2

∂n
dS + ρ2

∫

S2

ϕ2δ
∂ϕ2

∂n
dS


 dt.

Äàëi, âíàñëiäîê ðiâíîñòåé(4.7)

∂ϕ2

∂n
=

∂N2

∂t
íà Σ2,

∂ϕ2

∂n
=

dθ

dt
· fS íà S2,
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ìîæåìî ïðîäîâæèòè
t1∫

0




∫

Σ2

(ρ2ϕ2 − ρ1ϕ1)δ
∂N2

∂t
dS + ρ2

∫

S2

ϕ2fsδ
∂θ

∂t
dS


 dt =

t1∫

0




∫

Σ2

∂

∂t


(ρ2ϕ2 − ρ1ϕ1)δN2dS + ρ2

∫

S2

fs
∂

∂t
ϕ2δθ


 dS


 dt−

−
t1∫

0







∫

Σ2

(
ρ2

∂ϕ2

∂t
− ρ1

∂ϕ1

∂t

)
δN2 − ρ2

∫

S2

fs
∂ϕ2

∂t
δθ


 dS


 dt.

Îñêiëüêè δN1, δN2 i δθ ðiâíi 0 íà êiíöÿõ iíòåðâàëó, ìà¹ìî

δL =

t1∫

0

(
− ρ1

∫

Σ1

∂ϕ1

∂t
δN1dS − ρ1

∫

S1

fs
∂ϕ1

∂t
δθdS−

∫

Σ2

(
ρ2

∂ϕ2

∂t
− ρ1

∂ϕ1

∂t

)
δN2dS − ρ2

∫

S2

fs
∂ϕ2

∂t
δθdS − J0

d2θ

dt2
δθ−

−Dθδθ − ρ1g

∫

Σ1

N1δN1dS + (ρ2 − ρ1)g

∫

Σ2

N2δN2dS

)
dt =

t1∫

0

∫

Σ1

(
ρ1

∂ϕ1

∂t
+ ρ1gN1

)
δN1dSdt−

t1∫

0

∫

Σ2

(
ρ2

∂ϕ2

∂t
− ρ1

∂ϕ1

∂t
+ g(ρ2 − ρ1)N2

)
δN2dSdt−

−
t1∫

0


J0

d2θ

dt2
+ Dθ + ρ1

∫

S1

fs
∂ϕ1

∂t
dS + ρ2

∫

S2

fs
∂ϕ2

∂t
dS


 δθdt.

Îñêiëüêè δN1, δN2 i δθ íåçàëåæíi i çàäîâiëüíÿþòü óìîâè (4.5), òî
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îòðèìó¹ìî íàñòóïíi óìîâè:
∂ϕ1

∂t
+ gN1 = C1 íà Σ1,

ρ2
∂ϕ2

∂t
− ρ1

∂ϕ1

∂t
+ g(ρ2 − ρ1)N2 = C2 íà Σ2.

(4.8)

Òóò C1, C2 � êîíñòàíòè.

J0
d2θ

dt2
+ Dθ + ρ1

∫

S1

fs
∂ϕ1

∂t
dS + ρ2

∫

S2

fs
∂ϕ2

∂t
dS = 0. (4.9)

Âëàñíèìè, àáî íîðìàëüíèìè êîëèâàííÿìè ìàÿòíèêà íàçèâà¹òüñÿ òàêèé
éîãî ðóõ, ïðè ÿêîìó âåëè÷èíè, ùî éîãî õàðàêòåðèçóþòü, íàñòóïíèì ÷èíîì
çàëåæàòü âiä ÷àñó:

θ(t) = cos ωt · µ,

ϕ1(x, y, z, t) = −ω sin ωt ·Ψ1(x, y, z), ϕ2(x, y, z, t) = −ω sin ωt ·Ψ2(x, y, z),

N1(x, y, t) = cos ωt ·N1(x, y), N2(x, y, t) = cos ωt ·N2(x, y).

Òîäi
dθ(t)

dt
= −ω sin ωt · µ,

d2θ(t)

dt2
= −ω2 cos ωt · µ,

ϕi(x, y, z, t)

dt
= −ω2 cos ωt ·Ψi(x, y, z), i = (1, 2).

(4.10)

Ç äèíàìi÷íèõ óìîâ (4.8) i (4.9) âèïëèâà¹

C1 = C2 = 0,

−ω2Ψ1 + gN1 = 0 íàΣ1, (4.11)

−ρ2ω
2Ψ2 + ρ1ω

2Ψ1 + g(ρ2 − ρ1)N2 = 0 íàΣ2, (4.12)



123

−J0ω
2µ + Dµ− ρ1ω

2
∫

S1

fsΨ1dS − ρ2ω
2
∫

S2

fsΨ2dS = 0. (4.13)

À ç êiíåìàòè÷íèõ óìîâ (4.7)

∂Ψ1

∂n
= N1 íà Σ1,

∂Ψ2

∂n
= N2 íà Σ2,

∂Ψ1

∂n
= µ · fS íà S1,

∂Ψ2

∂n
= µ · fS íà S2.

(4.14)

Íåõàé L � õàðàêòåðíèé ëiíiéíèé ðîçìið îáëàñòi Ω. Òîäi ââåäåìî
áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè (ïîçíà÷åíi çíà÷êîì "∼")

x = x̃ · L, y = ỹ · L, z = z̃ · L, Ψi = Ψ̃i · L2, i = (1, 2),

ω2 =
λg

L
, D = ρ1 g L4 · D̃, J0 = ρ1L

5

J̃0, ~n = ~̃n · L, fs = fs · L.

Êðiì òîãî ïîçíà÷èìî k =
ρ2

ρ1
, à òîäi

D = l0M0 + l1ρ1Ω1 + l2kρ1Ω2 − ρ1

∫

Σ1

y2dS − ρ1(k − 1)

∫

Σ2

y2dS.

Òîäi ç (4.7), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó i êðàéîâi
óìîâè ó âèãëÿäi (ïîçíà÷åííÿ "∼"îïóñêà¹ìî)

−J0λµ + Dµ− λ

∫

S1

fsΨ1 dS − kλ

∫

S2

fsΨ2 dS = 0,

∆Ψ1 = 0 â Ω1, ∆Ψ2 = 0 â Ω2,
∂Ψ1

∂z
=

∂Ψ2

∂z
íà Σ2,

∂Ψ1

∂n
= λΨ1 íà Σ1,

∂Ψ1

∂n
=

∂Ψ2

∂n
= λ

kΨ2 −Ψ1

k − 1
íà Σ2,

∂Ψ1

∂n
= µ · fS íà S1,

∂Ψ2

∂n
= µ · fS íà S2.

(4.15)
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Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi òèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ
iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê, òà âèçíà÷åííi âëàñíèõ ôóíêöié Ψ1 i Ψ2 òà
êîíñòàíòè µ.
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4.2. Âàðiàöiéíèé ìåòîä ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ
ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ äâîøàðîâîþ
ðiäèíîþ

Íà êëàñi ôóíêöié Ψ1 ∈ W 1
2 (Ω1) ∩ L2(Σ1) ∩ L2(Σ2) i Ψ2 ∈ W 1

2 (Ω2) ∩ L2(Σ2), òà
êîíñòàíòi µ ∈ R, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

F (Ψ1, Ψ2, µ) = (4.16)

=

∫
Ω1

(∇Ψ1)
2dΩ + k

∫
Ω2

(∇Ψ1)
2dΩ + J0µ

2

∫

Σ1

(Ψ1)
2dS +

1

k − 1

∫

Σ2

(kΨ2 −Ψ1)
2dS +

1

D


J0µ +

2∑

i=1

∫

Si

fsΨidS




2 ,

ÿêèé ¹ óçàãàëüíåííÿì ôóíêöiîíàëó (3.21) ç ðîçäiëó 3.
Àíàëîãi÷íî iç òåîðåìîþ 1 äîâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè

Òåîðåìà 2. Ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó (4.16) íà êëàñi ôóíêöié
Ψ1 ∈ W 1

2 (Ω1) ∩ L2(Σ1) ∩ L2(Σ2) i Ψ2 ∈ W 1
2 (Ω2) ∩ L2(Σ2), µ ∈ R äîñÿãà¹òüñÿ

íà ôóíêöiÿõ Ψ1,1, Ψ2,1 òà êîíñòàíòi µ1, ùî çàäîâîëüíÿþòü çàäà÷ó (4.15),
à éîãî çíà÷åííÿ F (Ψ1,1, Ψ2,1, µ1) äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ
λ1 çàäà÷i (4.15). Íàñòóïíå âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (4.15) çíàõîäèòüñÿ ÿê
ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó (4.16) íà êëàñi ôóíêöié Ψ1 ∈ W 1

2 (Ω1)∩L2(Σ1)∩L2(Σ2)

i Ψ2 ∈ W 1
2 (Ω2)∩L2(Σ2), òà êîíñòàíòi µ ∈ R, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó

óìîâó
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∫

Σ1

Ψ1,iΨ1dS +
1

k − 1

∫

Σ2

(kΨ2,i −Ψ2) (kΨ2 −Ψ1)dS +
1

D

(
J0µi+

+

∫

S1

fsΨ1,idS +

∫

S2

fsΨ2,idS

)(
J0µi +

∫

S1

fsΨ1dS +

∫

S2

fsΨ2dS

)
= 0

(
i = 1, n− 1

)
.

äå [Ψ1,i, Ψ2,i, µi]− i-òà âëàñíà âåêòîð-ôóíêöiÿ çàäà÷i (4.15)
Ôóíêöiîíàë (4.16) íà êëàñi ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, âèêîðèñòîâóþ÷è

ôîðìóëó Ãðiíà, ìîæíà çàïèñàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

F (Ψ1, Ψ2, µ) = (4.17)

=

∫

Σ1+Σ2+S1

Ψ1
∂Ψ1

∂n
dS + k

∫

Σ2+S2

Ψ2
∂Ψ2

∂n
dS

∫

Σ1

(Ψ1)
2dS +

1

k − 1

∫

Σ2

(kΨ2 −Ψ1)
2dS +

1

D

(
J0µ +

2∑
i=1

∫

Si

fsΨidS

)2
.

Äàëi îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ïîðîæíèí, ÿêi ìàþòü ôîðìó òiëà îáåðòàííÿ
âiäíîñíî âåðòèêàëüíî¨ îñi. Êðiì òîãî, ââàæà¹ìî, ùî öåíòð âàãè òiëà i ðiäèíè
â ñòàíi ñïîêîþ ëåæàòü íà îñi ñèìåòði¨ ïîñóäèíè, ÿêó ïðèéìåìî çà âiñü Oz.
Ïåðåõîäèìî äî öèëiíäðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (ζ, r, η)

x = r cos η, y = r sin η, ζ = z + l.

Ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò çâ'ÿæåìî ç âiëüíîþ ïîâåðõíåþ ðiäèíè â ñòàíi
ñïîêîþ (z = ζ − l, äå l � âiäñòàíü âiä âiëüíî¨ ïîâåðõíi äî òî÷êè ïiäâiñó). Òîäi
ôóíêöiÿ

fs = (rcosnζ − (ζ − l)) sin η.
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À ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (4.15) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

Ψ1(ζ, r, η) = Ψ1(ζ, r) sin η, Ψ2(ζ, r, η) = Ψ2(ζ, r) sin η, (4.18)

äå ôóíêöi¨ Ψi(ζ, r) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ

∂r

)
+

∂2Ψ

∂ζ2 −
1

r2Ψ = 0. (4.19)

Â ÿêîñòi ñèñòåìè ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (4.19), âèáåðåìî
ñèñòåìó îäíîðiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë [27]

w1 = r, w2 = ζr, wk+1 =
(2k + 1)ζwk − (k − 1)(r2 + ζ2)wk−1

k + 2
,

∂wk

∂ζ
= (k − 1)wk−1, r

∂wk

∂r
= kwk − (k − 1)ζwk−1.

(4.20)

Íà êëàñi ôóíêöié (4.18), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (4.19), ôóíêöiîíàë
(4.17) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

F (Ψ1, Ψ2, µ) = (4.21)

=

∫

Γ1+Γ2+L1

r Ψ1
∂Ψ1

∂n
dl + k

∫

Γ2+L2

r Ψ2
∂Ψ2

∂n
dl

∫

Γ1

r (Ψ1)
2dl +

1

k − 1

∫

Γ2

r (kΨ2 −Ψ1)
2dl +

1

D

(
J0µ +

2∑
i=1

∫

Li

r fsΨidl

)2
,

äå L1, L2, Γ1, Γ2 � ìåðèäiàëüíi ïåðåðiçè ïîâåðõîíü S1, S2, Σ1, Σ2 âiäïîâiäíî
Çãiäíî ç ìåòîäîì Ðiòöà, àïðîêñèìó¹ìî øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

ñêií÷åíèìè ñóìàìè âèãëÿäó

µ = a0, Ψ1 =

N1∑

k=1

akw
1
k, Ψ2 =

N2∑

k=1

ak+N1
w2

k. (4.22)
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Òîäi ç óìîâè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó (4.17), äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ
êîíñòàíò ak, k = 0, 1, 2, ..., N1 +N2 i ïàðàìåòðà λ, îäåðæèìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

N∑

k=0

ak(αik − λβik) = 0,

äå

α0, 0 = J0, α0, i = 0 (1 ≤ i ≤ N1 + N2),

αik =

∫

Γ1+Γ2+L1

r
∂w1

i

∂n
w1

k dl (1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ k ≤ N1),

αi, k+N1
= 0 (1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ k ≤ N2),

αi+N1, k+N1
=

∫

Γ2+L2

r
∂w2

i

∂n
w2

k dl (1 ≤ i ≤ N2, 1 ≤ k ≤ N2),

β0, 0 =
J2

0

D
,

β0, i =
1

D

∫

L1

rfsw
1
i dl (1 ≤ i ≤ N1), β0, i =

1

D

∫

L1

rfsw
2
i dl (1 ≤ i ≤ N2),

βi, k =

∫

Γ1

rw1
i w

1
kdl +

1

(k − 1)

∫

Γ2

rw1
i w

1
kdl+

+
1

D

∫

L1

rfsw
1
i dl

∫

L2

rfsw
1
kdl (1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ k ≤ N1),

βi, k+N1
=

k

(k − 1)

∫

Γ2

rw1
i w

2
kdl+

+
k

D

∫

L1

rfsw
1
i dl

∫

L2

rfsw
2
kdl(1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ k ≤ N2),

βi+N1, k+N1
=

k2

(k − 1)

∫

Γ2

rw2
i w

2
kdl+

+
k2

D

∫

L1

rfsw
2
i dl

∫

L2

rfsw
2
kdl(1 ≤ i ≤ N2, 1 ≤ k ≤ N2).
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4.3. ×èñëîâà ðåàëiçàöiÿ i ïîðiâíÿëüíi õàðàêòåðèñòèêè

Çãiäíî ç ðîçðîáëåíèì âèùå íàáëèæåíèì ìåòîäîì, ïðîâåäåíî ðåàëiçàöiþ
ìåòîäó Ðiòöà äëÿ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó (4.17) ó âèïàäêó ìàÿòíèêà iç
öèëiíäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíàìè ãóñòèíè ρ1 =

1000 kg
m3 íà âèñîòó 0.05m i ãóñòèíè ρ2 = 1200 kg

m3 íà âèñîòó 0.1m. Ðàäióñ
ïîðîæíèíè r0 = 0.1m, ìàñà öèëiíäðà, ñòiíêè ÿêîãî i äíî ìàþòü îäíàêîâó
ñòàëó òîâùèíó, M0 = 1kg. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ òiëà
d0 = 2m. Â ðåçóëüòàòi ðåàëiçàöi¨ ÷èñëîâîãî àëãîðèòìó, ïðè çáåðåæåííi N =

18, 19, 20, 21 ôóíêöié w1
k i ñòiëüêè æ ôóíêöié w2

k, îäåðæàíî íàñòóïíi âåëè÷èíè
âëàñíèõ çíà÷åíü:

Òàáëèöÿ 4.1: Öèëiíäðè÷íà ïîðîæíèíà

N 18 19 20 21

λ1 0.0991450159 0.0991450159 0.0991450158 0.0991450158
λ2 0.1361595700 0.1361595700 0.1361595700 0.1361595700
λ3 0.4819286983 0.4819286983 0.4819286983 0.4819286982
λ4 0.5534960389 0.5534960389 0.5534960362 0.5534960353
λ5 0.7759180851 0.7759152051 0.7759149533 0.7759142675
λ6 1.0685076435 1.0656452160 1.0646639026 1.0642400874
λ7 1.5063174764 1.4332968504 1.3928760313 1.3701148277
λ8 2.7641781189 2.5630186480 2.1697486873 1.9458041417
λ9 3.2340428466 2.7643618844 2.7642647352 2.7642413649
λ10 5.4194430833 5.4194414555 5.3726462058 4.0636075869
λ11 8.5642890510 8.0733923967 5.4195075359 5.4194434446
λ12 11.7199411614 8.5642932020 8.5642881298 8.5642878399
λ13 14.4243838312 11.7213087876 11.7199394199 11.7197467934
λ14 16.4623683701 15.0832126347 14.9332417891 14.8510645946
λ15 26.5070869904 21.2636634352 19.4436335679 16.3829616047
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Àíàëîãi÷íi îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñÿ äëÿ ìàÿòíèêà iç ñôåðè÷íîþ
ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ äâîøàðîâîþ ðiäèíîþ. Ðàäióñ ñôåðè
âèáðàíî r0 = 0.1m. Ãóñòèíè ðiäèí, ÿê i ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi âèáðàíî
òàêèìè: ρ1 = 1000 kg

m3 , ρ2 = 1200 kg
m3 . Âèñîòà ïåðøî¨ ðiäèíè h1 = 0.05m, âèñîòà

äðóãî¨ � h2 = 0.10m. Ìàñà ñôåðè M0 = 1kg, ñòiíêè ÿêî¨ ìàþòü îäíàêîâó
ñòàëó òîâùèíó. Âiääàëü âiä òî÷êè ïiäâiñó äî öåíòðà ìàñ ñôåðè d0 = 2m. Â
ðåçóëüòàòi ðåàëiçàöi¨ ÷èñëîâîãî àëãîðèòìó, ïðè çáåðåæåííi N = 18, 19, 20, 21
ôóíêöié w1

k i ñòiëüêè æ ôóíêöié w2
k, îäåðæàíî íàñòóïíi âëàñíi çíà÷åííÿ:

Òàáëèöÿ 4.2: Ñôåðè÷íà ïîðîæíèíà

N 18 19 20 21

λ1 0.0911916182 0.0911916182 0.0911916182 0.0911916182
λ2 0.1280222263 0.1280222071 0.1280222062 0.1280222004
λ3 0.4770940035 0.4770939748 0.4770939629 0.4770939609
λ4 0.5439639939 0.5439639356 0.5439639342 0.5439639067
λ5 0.7730686509 0.7730686148 0.7730685748 0.7730685696
λ6 1.0621812635 1.0621519125 1.0621467042 1.0621453600
λ7 1.3592213985 1.3532578080 1.3508551304 1.3499544126
λ8 1.8205042829 1.7368523372 1.6890341794 1.6617177038
λ9 3.4077440605 2.7383007026 2.4038713549 2.2102504873
λ10 3.4605471482 3.4602487364 3.4602378344 3.4602217709
λ11 6.5830237581 6.5829627525 5.6331310889 4.0151929226
λ12 10.1650834602 9.4872709060 6.5829832363 6.5829664398
λ13 13.7923486637 10.1653458169 10.1649151387 10.1648924527
λ14 17.2733124573 13.7925029579 13.7890275877 13.7889374195
λ15 20.1331117229 17.6663248974 17.5058003179 17.3646567760
λ16 37.0300027763 26.1424292160 22.9791877076 18.6897057628
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Â ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü, çàïèñàíèõ â òàáëèöÿõ 4.1 i 4.2, âõîäÿòü
âëàñíi çíà÷åííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü õâèëüîâèì ïðîöåñàì ÿê íà âiëüíié ïîâåðõíi,
òàê i íà ïîâåðõíi ðîçäiëó.
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4.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Àíàëiçóþ÷è äàíi òàáëèöü 4.1 i 4.2, áà÷èìî ùî ïåðøi 6 � 7
âëàñíèõ çíà÷åíü ç ðîñòîì N çìåíøóþòüñÿ, ïðÿìóþ÷è äî äåÿêèõ ñòàáiëüíèõ
âåëè÷èí. Öå òi âëàñíi çíà÷åííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü òàêèì êîëèâàííÿì
ìàÿòíèêà, ùî ìàþòü àìïëiòóäè âíóòðiøíiõ êîëèâàíü ïîâåðõíi ðîçäiëó ðiäèí
áiëüøi, ïîðiâíÿíî ç àìïëiòóäàìè ïîâåðõíåâèõ êîëèâàíü âiëüíî¨ ïîâåðõíi
ïåðøî¨ ðiäèíè. Äàëüøå ÷iòêî âèðiçíÿþòüñÿ òi âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i, ÿêi
âiäïîâiäàþòü ôîðìàì âëàñíèõ êîëèâàíü, ïðè ÿêèõ àìïëiòóäè ïîâåðõíåâèõ
õâèëü çíà÷íî ïåðåâèùóþòü àìïëiòóäè âíóòðiøíiõ êîëèâàíü ïîâåðõíi ðîçäiëó
ðiäèí. Äëÿ ÷iòêîãî àíàëiçó öüîãî ÿâèùà ïîòðiáíî âèâ÷àòè âëàñòèâîñòi
ïîáóäîâàíèõ âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i. Ïîðiâíþþ÷è âiäíîøåííÿ âiäïîâiäíèõ
àìïëiòóä, ìîæíà âêàçàòè êîòðå âëàñíå çíà÷åííÿ âiäïîâiäà¹ áiëüøié àìïëiòóäi
íà âiëüíié ïîâåðõíi.

Íàâåäåíèé àëãîðèòì äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷àòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi
ôóíêöi¨ çàäà÷i (4.15) ç äîñòàòíüî âåëèêîþ òî÷íiñòþ, ùî âêàçó¹ íà éîãî
åôåêòèâíiñòü.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèïàäêó öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, Þ.Ì.Êîíîíîâ
äîñëiäèâ ðÿä çàäà÷ äàíîãî êëàñó, óçàãàëüíþþ÷è ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé
Ì.Ì.Ìîéñå¹âèì.

Âàðiàöiéíèé ìåòîä, âèêëàäåíèé âèùå, ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äëÿ
ïîðîæíèí ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè, çîêðåìà äëÿ âèïàäêó ïîðîæíèíè
ñôåðè÷íî¨ ôîðìè.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Â ðîáîòi ïðåäñòàâëåíî âàðiàöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî ìàëi
êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ,
âiäíîñíî íåðóõîìî¨ ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi.

1. Ñïî÷àòêó ðåàëiçîâàíî êëàñè÷íèé ïiäõiä äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà ç ðiäèíîþ, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ðîçâ'ÿçêiâ
äîïîìiæíèõ çàäà÷ � çàäà÷i íà âëàñíi êîëèâàííÿ ðiäèíè â íåðóõîìié ïîñóäèíi,
à òàêîæ çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ïîòåíöiàëó Ñòîêñà�Æóêîâñüêîãî. Âiäîìîþ
¹ ðåàëiçàöiÿ öüîãî ìåòîäó äëÿ ïîðîæíèí öèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè, òîáòî, êîëè
âiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíèõ çàäà÷. Â ðîáîòi íàâåäåíå çàñòîñóâàííÿ
òàêîãî ïiäõîäó äëÿ ïîðîæíèíè íåöèëiíäðè÷íî¨ ôîðìè. Â ÿêîñòi äîñëiäæåííÿ
ðîçãëÿíóòî ñôåðè÷íó ïîðîæíèíó. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè ìåòîäó îòðèìàíî äâîìà
ñïîñîáàìè � øëÿõîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ i ñèñòåìè
àëãåáðà¨÷íèõ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü.

2. Äëÿ îöiíþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ êëàñè÷íèì ìåòîäîì äëÿ
çàäà÷i ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî
çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ, çàïðîïîíîâàíî îäèí ç àëüòåðíàòèâíèõ ìåòîäiâ �
ïðîåêöiéíèé. Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ êëàñè÷íèì òà ïðîåêöiéíèìè
ìåòîäàìè, âêàçàëî íà ïîòðåáó â áiëüø åôåêòèâíîìó ìåòîäi.

3. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ âàðiàöiéíîãî ìåòîäó, çàäà÷ó Êîøi òà âiäïîâiäíó çàäà÷ó
ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ, çàïèñàíî â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi. Äëÿ çàäà÷i ïðî
âëàñíi êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ
ðiäèíîþ, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ìîæëèâiñòü çíàõîäæåííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó
âàðiàöiéíèì ìåòîäîì.

4. Âàðiàöiéíèì ìåòîäîì îòðèìàíî ðåçóëüòàòè äëÿ çàäà÷i ïðî âëàñíi
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êîëèâàííÿ ôiçè÷íîãî ìàÿòíèêà ç ïîðîæíèíîþ, ÷àñòêîâî çàïîâíåíîþ ðiäèíîþ,
ó âèïàäêó öèëiíäðè÷íî¨ òà ñôåðè÷íî¨ ïîðîæíèí. Ó âèïàäêó öèëiíäðè÷íî¨
ïîðîæíèíè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, ñïiâïàäàþòü ç
ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè êëàñè÷íèì ìåòîäîì. À ó âèïàäêó ñôåðè÷íî¨
ïîðîæíèíè âàðiàöiéíèì ìåòîäîì îòðèìàíî óòî÷íåíi çíà÷åííÿ âëàñíèõ
çíà÷åíü çàäà÷i.
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