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ВСТУП

Стiйкiсть руху — це одна iз головних характеристик якостi динамiчних

об’єктiв. Якщо рух реального об’єкта моделюється системою диференцiаль-

них або рiзницевих рiвнянь, то його стiйкiсть визначається за допомогою

розв’язкiв системи. Основна проблема теорiї стiйкостi полягає в тому, щоб

описати умови стiйкостi або нестiйкостi руху механiчної системи в термiнах

вихiдних даних (параметрiв, функцiй, матричних коефiцiєнтiв i т. п.) побу-

дованої математичної моделi.

Механiчнi системи, якi дослiджуються на стiйкiсть, розрiзняються за ти-

пами матерiальних об’єктiв (абсолютно твердi та деформiвнi тiла, рiдина,

газ та iн.), за властивостями прикладених до них сил (дисипативних, гiро-

скопiчних, потенцiальних, неконсервативних та iн.), а також за характером

кiнематики рухiв (поступальних, обертальних, коливальних та iн.). Вiдповiд-

но математичнi моделi таких систем, побудованi на основi законiв механiки,

мають свої особливостi (див., наприклад, [1–9]), якi у багатьох випадках зо-

бражуються аналiтично. Наприклад, складовi матричних коефiцiєнтiв дифе-

ренцiальних систем другого порядку, до яких приводять рiзноманiтнi задачi

механiки i фiзики, можуть мати властивостi симетрiї, кососиметрiї, додатної

визначеностi та iн. (див., наприклад, [10–16]). Цi властивостi коефiцiєнтiв об-

умовлюються, наприклад, наявнiстю в об’єктi дослiдження вiдповiдних ти-

пiв сил. Для таких систем залишаються актуальними задачi побудови нових

коефiцiєнтних критерiїв стiйкостi та алгоритмiв стабiлiзацiї, що враховують

вказанi особливостi i структуру матричних коефiцiєнтiв.

При моделюваннi складних технiчних, бiологiчних та iнших об’єктiв вико-

ристовуються диференцiальнi або рiзницевi системи рiвнянь, у фазовому про-

сторi яких iснують iнварiантнi множини, зокрема, конуси. Такi особливостi

систем, як позитивнiсть та монотоннiсть, доцiльно використовувати в якiсних

методах дослiдження, в задачах аналiзу стiйкостi та синтезу стабiлiзуючого

керування. Диференцiальнi рiвняння Ляпунова i Рiккатi, а також рiвнян-

ня других моментiв для стохастичної системи Iто є прикладами позитивних
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систем вiдносно конуса симетричних невiд’ємно визначених матриць. Класи

позитивних i монотонних систем виникають в теорiї стiйкостi при застосуван-

нi методiв порiвняння, якi узагальнюють метод функцiй Ляпунова (див., на-

приклад, [17–19]). В результатi аналiз складних (великомасштабних) моделей

зводиться до вивчення бiльш простих класiв систем, що мають властивостi

типу квазiмонотонностi. Дослiдження стiйкостi класiв лiнiйних позитивних

систем зводяться до розв’язання алгебраїчних рiвнянь i нерiвностей, якi ви-

значаються операторними коефiцiєнтами даних систем [20, 21]. Основними

результатами теорiї M -матриць є конструктивнi алгебраїчнi та спектральнi

методи аналiзу лiнiйних диференцiальних систем позитивних вiдносно ко-

нуса невiд’ємних векторiв [22]. Окремi дослiдження проведенi для систем,

позитивних вiдносно кругового та елiпсоїдального конусiв [23, 24]. За анало-

гiєю доцiльно розвивати та вдосконалювати методи дослiдження стiйкостi та

порiвняння динамiки об’єктiв рiзної природи вiдносно бiльш широких класiв

конусiв (кругових, елiпсоїдальних та їх узагальнень).

Отже, актуальнiсть теми дисертацiйної роботи полягає в необхiдностi

розвитку та вдосконалення методiв аналiзу стiйкостi, стабiлiзацiї та порiвня-

ння динамiчних систем.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiя виконана у вiддiлi динамiки та стiйкостi багатовимiрних систем

Iнституту математики НАН України згiдно iз загальним планом науково-

дослiдних робiт в рамках держбюджетної теми № I–13–06 "Розробка мето-

дiв дослiдження некласичних задач динамiки та стiйкостi складних механi-

чних систем"(номер держ. реєстрацiї 0106U000282), а також в межах науково-

дослiдної теми № II–23–05 "Математичнi методи дослiдження динамiки та

стiйкостi об’єктiв механiки, гiдромеханiки та гемодинамiки"(номер держ. ре-

єстрацiї 0105U001108) за програмою "Математичне моделювання фiзичних i

механiчних процесiв у сильно неоднорiдних середовищах".

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є роз-

робка нових методiв аналiзу стiйкостi, стабiлiзацiї та порiвняння динамiчних

систем, їх застосування при дослiдженнi механiчних об’єктiв.
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Об’єктом дослiдження є диференцiальнi, рiзницевi, диференцiально-

рiзницевi системи та моделi спецiальних механiчних систем.

Предметом дослiдження є властивостi стiйкостi та позитивностi динамi-

чних систем, iнварiантнi множини, стабiлiзацiя та порiвняння систем.

Методи дослiдження. Використовуються перший i другий методи Ля-

пунова дослiдження стiйкостi та їх узагальнення, методи лiнiйної алгебри,

функцiонального аналiзу, якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь та теорiї

керування.

Поставлена мета зумовлює розв’язання таких завдань:

1. Розробити методи аналiзу стiйкостi та позитивностi диференцiальних,

рiзницевих та диференцiально-рiзницевих систем вiдносно типових конусiв та

їх узагальнень.

2. Розвинути методику побудови iнварiантних множин нелiнiйних дифе-

ренцiальних систем у виглядi конусних нерiвностей.

3. Розв’язати задачi позитивної стабiлiзацiї диференцiальних та рiзнице-

вих систем вiдносно заданих конусiв.

4. Узагальнити принцип порiвняння для скiнченого сiмейства незалежних

диференцiальних систем.

5. Розробити новi алгебраїчнi методи дослiдження стiйкостi та стабiлiзацiї

диференцiальних систем другого порядку.

6. Продемонструвати ефективнiсть запропонованих матричних методiв в

задачах стiйкостi та побудови стабiлiзуючого керування для обертальних ме-

ханiчних систем типу роторiв та моделей обертання балки.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати дисер-

тацiйної роботи полягають у наступному:

1. Розроблено новi алгебраїчнi методи дослiдження стiйкостi класiв пози-

тивних динамiчних систем (диференцiальних, рiзницевих та диференцiаль-

них систем iз запiзненням).

2. Встановлено умови позитивностi диференцiальних та рiзницевих систем

вiдносно конусiв типу кругових, елiпсоїдальних та їх узагальнень.
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3. Розвинуто методику побудови iнварiантних множин нелiнiйних дифе-

ренцiальних систем у виглядi конусних нерiвностей. Як наслiдок, сформу-

льовано узагальнений принцип порiвняння для сiмейства диференцiальних

систем, що функцiонують у рiзних просторах.

4. Розроблено способи позитивної стабiлiзацiї динамiчних систем вiдносно

заданих конусiв.

5. Побудовано новi матричнi методи аналiзу стiйкостi та алгоритми стабi-

лiзацiї лiнiйних диференцiальних систем другого порядку.

6. Дослiджено спектральнi властивостi гiперболiчних пучкiв матриць i

наведено їх застосування в задачах стiйкостi обертальних рухiв механiчних

систем.

7. Розробленi матричнi методи аналiзу стiйкостi та синтезу керування за-

стосовано для типових моделей роторних систем.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-

цiйної роботи можуть бути використанi в задачах аналiзу та синтезу дина-

мiчних об’єктiв, що мають особливу структуру та природнi властивостi (ба-

гатозв’язнi моделi високої розмiрностi, позитивнi системи з iнварiантними

конусами, механiчнi системи, що описуються диференцiальними або рiзнице-

вими рiвняннями другого порядку та iн.), а також при порiвняннi динамiки

об’єктiв рiзної природи.

Особистий внесок здобувача. В роботах, що опублiкованi у спiвав-

торствi, особистий внесок автора полягає в обговореннi постановок задач,

виконаннi всiх основних доведень, розрахункiв та формулюваннi висновкiв.

Спiвавтору О.Г.Мазку належать постановка задач та рекомендацiї щодо ме-

тодiв їх розв’язування.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лись i обговорювались на семiнарах вiддiлу динамiки та стiйкостi багатови-

мiрних систем Iнституту математики НАН України, вiддiлу стiйкостi проце-

сiв Iнституту механiки НАН України iм. С.П. Тимошенка, а також на таких

мiжнародних конференцiях: "Dynamical system modelling and stability investi-

gation"(травень 2005 р., Київ); "International Workshop on Free Boundary
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Flows and Related Problems of Analysis"(вересень 2005 р., Київ); VIII Крим-

ська мiжнародна математична школа "Метод функций Ляпунова и его при-

ложения"(вересень 2006 р., Алушта, Крим); "Dynamical system modelling and

stability investigation"(травень 2007 р., Київ).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 9 роботах. Се-

ред них 5 статей [25–29] в наукових перiодичних фахових виданнях та 4 тез

доповiдей [30–33] на мiжнародних наукових конференцiях.

Структура та об’єм роботи. Дисертацiя складається iз вступу, чоти-

рьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.

У вступi до дисертацiї обгрунтовано актуальнiсть теми, сформульова-

но мету дослiдження, вiдображено наукову новизну, практичну цiннiсть та

апробацiю роботи. Розглянуто структуру дисертацiї, а також наведено го-

ловнi положення та результати, якi виносяться на захист.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури та перелiк основних за-

дач, пов’язаних з темою дисертацiйної роботи. Вказано також на деякi неро-

зв’язанi проблеми з даного напрямку дослiдження.

У другому роздiлi дослiджуються позитивнi динамiчнi системи з вико-

ристанням теорiї конусiв i операторiв у напiвупорядкованому просторi.

У першому пiдроздiлi наведено основнi поняття з теорiї конусiв i опера-

торiв у напiвупорядкованому просторi та деякi допомiжнi твердження, якi

використовуються в дисертацiї.

У другому пiдроздiлi розглянуто конуси невiд’ємних та невiд’ємно визна-

чених матриць та наведенi умови їх iнварiантностi в диференцiальних систе-

мах.

У третьому пiдроздiлi розглянуто множину

K(Q, h) =
{
z ∈ Rn+1 : zTQz ≥ 0, zTQh ≥ 0

}
, (1)

де Q = QT — симетрична матриця з iнерцiєю i(Q) = {1, n, 0}, h — довiльний

вектор такий, що hTQh > 0. Зокрема, h може бути власним вектором матри-

цi Q, що вiдповiдає її єдиному додатному власному значенню. Встановлено,
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що ця множина є елiпсоїдальним конусом (лема 2.2). Доведено необхiднi та

достатнi умови iснування iнварiантного елiпсоїдального конуса для лiнiйних

диференцiальних (теорема 2.1) та рiзницевих (теорема 2.2) систем у виглядi

матричних нерiвностей.

Для лiнiйної диференцiальної системи встановлено умови iснування iнва-

рiантного свiтлового конуса (теореми 2.3, 2.4)

Ka = {z ∈ Rn+1 : ‖z‖ ≤ (a, z)},

де (a, z) = aTz — скалярний добуток, a — заданий вектор з нормою ‖a‖ > 1.

У четвертому пiдроздiлi для дослiдження класу багатозв’язних систем

введено новi типи конусiв

Kµ(α, p) = {z ∈ Rn+m : zT = [xT , uT ], u ∈ Rm
+ , ‖x‖p ≤ µα(u)},

Kσ(β, q) = {w ∈ Rn+m : wT = [yT , vT ], v ∈ Rm
+ , ‖y‖q ≤ σβ(v)},

де µα(u) = α min
k

uk, σβ(v) = β
∑
k

vk, Rm
+ ⊂ Rm — конус векторiв з невiд’єм-

ними елементами, ‖x‖p — одна iз типових векторних норм. Встановлено, що

при деяких обмеженнях наведенi конуси є взаємно спряженими (лема 2.6).

У п’ятому пiдроздiлi для нелiнiйної диференцiальної системи

Ẋ = F (X, t), X ∈ X , t ≥ 0, (2)

при умовах iснування та єдиностi розв’язкiв X(t) в деякiй областi Ω ⊂ X
розроблено методику побудови iнварiантних множин у виглядi

It = {X ∈ Ω : V (X, t)
K≥ 0}, (3)

де V : X × [0,∞) → E — деякий оператор,
K≥ — нерiвнiсть, породжена за-

даним конусом або клином K у просторi E . Доведено необхiднi та достатнi

умови iснування iнварiантної множини (3) iз застосуванням оператора ди-

ференцiювання в силу системи i елементiв спряженого конуса (теорема 2.5).

Вiдомi результати стосовно iнварiантностi конусiв є частинними випадками

встановленого критерiю.
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Запропоновану методику побудови iнварiантних множин розвинуто для

диференцiальних систем вищих порядкiв. За аналогiєю для таких систем

встановлено критерiй iнварiантностi множин типу (3) (теорема 2.6). Наве-

дено приклади застосування запропонованої методики для диференцiальних

систем першого i другого порядкiв.

У шостому пiдроздiлi побудовано умови iнварiантностi конусiв типу

Kµ(α, p) для класу лiнiйних рiзницевих систем

xk+1 = Axk + Buk, uk+1 = Cxk + Duk, k = 0, 1, . . . .

У сьомому пiдроздiлi розглянуто клас диференцiальних систем iз запiзне-

нням

ẋ(t) + Lx(t) = G(x(t− τ)), G(0) = 0, t ≥ t0 ≥ 0, (4)

де L i G — вiдповiдно лiнiйний та нелiнiйний оператори в просторi Rn, τ > 0 —

стале запiзнення. Доведено критерiй позитивностi системи (4) (теорема 2.7),

який узагальнює вiдомi аналогiчнi результати для конуса Rn
+.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню стiйкостi та

стабiлiзацiї позитивних динамiчних систем.

У першому пiдроздiлi наведено означення та деякi допомiжнi факти, якi

використовуються при дослiдженнi стiйкостi позитивних систем.

Встановлено алгебраїчнi умови експоненцiальної стiйкостi лiнiйної дифе-

ренцiальної системи у виглядi позитивної оборотностi двох операторiв (тео-

рема 3.4).

У другому пiдроздiлi доведено достатнi умови стiйкостi лiнiйних дифе-

ренцiальних (теорема 3.5) та рiзницевих (теорема 3.6) систем з iнварiантним

елiпсоїдальним конусом у виглядi матричних нерiвностей. Теорему 3.5 про-

iлюстровано на чисельному прикладi.

У третьому пiдроздiлi розглянуто диференцiальну систему s-го порядку

A0x(t) + A1x
(1)(t) + . . . + Asx

(s)(t) = 0, x(i)(0) = x
(i)
0 , i = 0, s− 1, (5)

де x(t) ∈ Rn — вектор фазових координат, t ≥ 0, Ai ∈ Rn×n — коефiцiєнти

регулярного матричного полiнома F (λ) = A0 + λA1 + · · ·+ λsAs. Система (5)
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зводиться до диференцiальної системи першого порядку, повний стан якої

характеризує вектор-функцiя y(t) = [x(t), x(1)(t), . . . , x(s−1)(t)]T . Запропоно-

вано визначати iнварiантнi множини i властивостi позитивностi даної системи

вiдносно конусiв у фазовому просторi Rns:

y(0) =




x(0)

x(1)(0)
...

x(s−1)(0)




∈ K̂ =⇒ y(t) =




x(t)

x(1)(t)
...

x(s−1)(t)




∈ K̂, K̂ =




K0

K1
...

Ks−1




, t ≥ 0.

Доведено умови позитивностi (лема 3.3) та експоненцiальної стiйкостi си-

стеми (5) з використанням поняття максимальних власних пар матричного

полiнома F (λ) (теореми 3.7 та 3.9). Доведено достатнi умови експоненцiаль-

ної стiйкостi системи (5) в термiнах позитивної оборотностi двох операторiв

(теорема 3.8). Теорему 3.7 проiлюстровано на чисельних прикладах.

У четвертому пiдроздiлi розв’язано задачу про абсолютну стiйкiсть для

систем типу (4). Методом функцiоналу Ляпунова-Красовського встановлено

достатнi умови абсолютної стiйкостi позитивної системи (4) (теорема 3.10).

Як наслiдок, отримано алгебраїчнi та спектральнi умови абсолютної стiйко-

стi для лiнiйних позитивних систем iз запiзненням (теорема 3.11). Наведено

приклади застосування сформульованих теорем.

У п’ятому пiдроздiлi, користуючись отриманими в пiдроздiлах 2.5, 2.6,

3.1 та 3.2 результатами, запропоновано способи позитивної стабiлiзацiї дина-

мiчних систем вiдносно заданих конусiв.

У шостому пiдроздiлi розглядається сiмейство незалежних систем

(Si) : Ẋi = Fi(Xi, t), Xi ∈ Xi, t ≥ 0, i = 1, s. (6)

У деякому просторi E з клином K задається оператор W : X×[0,∞) → E , що

названо оператором порiвняння сiмейства систем (6). Введено поняття порiв-

нюваностi систем (6) з використанням оператора порiвняння W . Як наслiдок

теореми 2.5, доведено критерiй порiвнюваностi систем (6) (теорема 3.12). По-

казано, що основнi твердження вiдомого принципу порiвняння для двох i
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трьох систем з нульовими положеннями рiвноваги можна вважати наслiдка-

ми теореми 3.12 (теореми 3.13 i 3.14). Сформульовано задачi впорядкування i

виявлення домiнуючої (у певному сенсi) системи сiмейства s ≥ 2 незалежних

систем у виглядi загальної задачi порiвняння.

Четвертий роздiл присвячено розробцi нових матричних методiв дослi-

дження стiйкостi механiчних систем, лiнеаризованi моделi яких описуються

у виглядi систем диференцiальних рiвнянь другого порядку

Cẍ + Bẋ + Ax = 0, t ≥ 0, (7)

де A,B i C — n× n-матрицi.

У першому пiдроздiлi розглядається квадратичний пучок матриць

F (λ) = A + λB + λ2C, A = A∗ B = B∗, C = C∗ > 0 (8)

та вiдповiдна квадратична спектральна задача (КСЗ)

F (λ)z = 0, λ ∈ σ(F ), z 6= 0. (9)

Дослiджено умови гiперблiчностi, майже гiперболiчностi та елiптичностi

КПМ (8). Доведено критерiй майже гiперболiчностi КСЗ (9) в термiнах її

середнiх власних значень (теорема 4.2).

У другому пiдроздiлi проведено аналiз стiйкостi виродженої диференцi-

альної системи (7) за допомогою розв’язкiв блочної спектральної задачi для

квадратичного пучка (8). Сформульовано критерiй асимптотичної стiйкостi

системи (7) в термiнах максимальних власних пар пучка (8) (теорема 4.3).

У третьому пiдроздiлi розроблено алгебраїчнi методи дослiдження стiйко-

стi системи (7) та побудови функцiй Ляпунова, в яких враховується структу-

ра матричних коефiцiєнтiв A, B i C. Отримано коефiцiєнтнi умови стiйкостi

системи (7), що зводяться до розв’язання систем матричних нерiвностей (тео-

реми 4.4, 4.5 та 4.6). Як наслiдок теорем 4.3 та 4.6, доведено достатнi умови

стiйкостi (асимптотичної стiйкостi) системи (7), що зводяться до оцiнки сере-

днiх власних значень деякої майже гiперболiчної (гiперболiчної) спектральної

задачi (наслiдки 4.5 та 4.6).
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У четвертому пiдроздiлi розглядається система керування

Ax + Bẋ + Cẍ = Fu, (10)

де x — n-вектор стану системи, u — l-вектор керування, A,B, C i F — вiдомi

матрицi вiдповiдних розмiрiв. Для системи (10) отримано алгоритм стабiлi-

зацiї у виглядi зворотного зв’язку u = −L0x− L1ẋ. Невiдомi матрицi L0 i L1

будуються за допомогою розв’язкiв вiдповiдних систем матричних нерiвно-

стей (теорема 4.7).

У п’ятому пiдроздiлi розробленi матричнi методи аналiзу стiйкостi та син-

тезу керування застосовано при дослiдженнi обертальних механiчних систем

(ротора Лаваля та моделi обертання балки). Наведено аналiтичнi та чисельнi

результати дослiджень.

Список використаних джерел нараховує 112 найменувань робiт, що циту-

ються в текстi дисертацiї.

При нагодi хочу висловити щиру подяку моєму науковому керiвнику

О.Г. Мазку та завiдувачу вiддiлу динамiки та стiйкостi багатовимiрних си-

стем I.О. Луковському за постiйну турботу та допомогу в роботi над дисер-

тацiєю.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Розвиток теорiї стiйкостi, засновником якої є О.М. Ляпунов [34], вiдбува-

ється на основi результатiв фундаментальних та прикладних дослiджень у

рiзних галузях. Зокрема, новi методи дослiдження стiйкостi лiнiйних дина-

мiчних систем розробляються iз застосуванням досягнень матричної алгебри

та функцiонального аналiзу. Методи порiвняння в теорiї стiйкостi нелiнiйних

систем, що узагальнюють метод функцiй Ляпунова, пов’язанi з розвитком

якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь у напiвупорядкованому просторi.

Динамiчна система, що має iнварiантний конус у фазовому просторi, є

позитивною вiдносно даного конуса. Властивостi системи типу монотонностi

також визначаються вiдносно деякого конуса. Позитивнiсть (монотоннiсть)

диференцiальних та рiзницевих систем рiвносильна позитивностi (монотон-

ностi) деякого оператора, що описує їх рух вiдносно заданих конусiв у фазово-

му просторi. Тому методи дослiдження вказаних класiв систем розвиваються

на основi теорiї конусiв та операторiв у напiвупорядкованому просторi (див.,

наприклад, [35–38]).

Якщо коефiцiєнти лiнiйної диференцiальної системи

ẋ + Ax = 0 (1.1)

утворюють M -матрицю A, то вона є асимптотично стiйкою. Нагадаємо, що

M -матриця задається умовами

aij ≤ 0, i 6= j, (1.2)

A−1 = B, bij ≥ 0, i, j = 1, n. (1.3)

Умова (1.2) еквiвалентна позитивностi системи (1.1) вiдносно конуса невiд’єм-

них векторiв Rn
+ [22, 35]. Для позитивної системи (1.1) умова (1.3) позитивної

оборотностi матрицi A еквiвалентна позитивностi всiх послiдовних головних

мiнорiв матрицi A (умови Севастьянова-Котелянського) [22, 39].
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Загальний розв’язок матричного диференцiального рiвняння Ляпунова

Ẋ = ATX + XA, X(t0) = X0, t ≥ t0, (1.4)

має вигляд

X(t) = W (t, t0)X0, W (t, τ)X = eAT (t−τ)XeA(t−τ),

де W (t, τ) — еволюцiйний оператор, t ≥ τ . Тому дане рiвняння має iнварi-

антний конус симетричних невiд’ємно визначених матриць, тобто позитивне

вiдносно цього конуса. Аналогiчно, диференцiальне рiвняння Рiккатi та його

узагальнення

Ẋ−ATX−XA−∑

k

BT
k XBk = XCX+D, C = CT ≥ 0, D = DT ≥ 0 (1.5)

є позитивними вiдносно конуса симетричних невiд’ємно визначених матриць.

Матричне диференцiальне рiвняння

Ẋ = ATX + XA +
∑

k

BT
k XBk (1.6)

вiдоме як рiвняння других моментiв для стохастичної системи Iто

dx(t) = Ax(t)dt +
∑

k

Bkx(t)dwk(t),

де ωk — компоненти стандартного вiнерiвського процесу. Дане рiвняння має

властивостi позитивностi i монотонностi вiдносно конуса симетричних невiд’-

ємно визначених матриць та використовується в теорiї стiйкостi стохастичних

систем [40–42].

Зауважимо, що система (1.1) при умовi (1.2), а також матричнi рiвнян-

ня (1.4), (1.5) i (1.6) позитивнi вiдносно вiдповiдних конусiв, якщо матричнi

коефiцiєнти неперервно залежать вiд часу.

Властивостi позитивних систем використовуються в рiзних задачах аналi-

зу i синтезу [35, 37, 43–45]. Дослiдження стiйкостi класiв лiнiйних позитивних

систем зводяться до розв’язування алгебраїчних рiвнянь, якi визначенi опе-

раторними коефiцiєнтами даних систем [20, 21, 46, 47]. Властивостi розв’язкiв
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нелiнiйних монотонних систем вiдносно заданих конусiв вивчались в роботах

[44, 45, 47, 48]. В роботi [49] доведено критерiй абсолютної стiйкостi (при

довiльному сталому запiзненнi) позитивних диференцiальних системи iз за-

пiзненням вiдносно конуса невiд’ємних векторiв. Деякi моделi бiологiчних i

соцiальних систем володiють властивостями типу кооперативностi та конку-

ренцiї, якi визначенi за допомогою конуса невiд’ємних векторiв [43, 50].

Для опису фiзичних об’єктiв i процесiв в неоднорiдному середовищi вико-

ристовуються багатозв’язнi (великомасштабнi) системи зi складною внутрi-

шньою структурою. При дослiдженнi умов стiйкостi таких систем успiшно

застосовуються методи векторних i матричних функцiй Ляпунова, в яких

враховується структура всiх пiдсистем i характер їх взаємодiї [51–53]. Нео-

днорiднiсть фазового простору, в якому функцiонує багатозв’язна система,

породжує властивостi позитивностi або монотонностi вiдносно заданих ко-

нусiв. В роботi [54] умови позитивностi та монотонностi багатозв’язних ди-

ференцiальних систем вiдносно узагальненого кругового конуса описуються

за допомогою елементiв спряженого конуса, тобто лiнiйних позитивних фун-

кцiоналiв.

В роботах [24, 55] сформульовано умови iснування iнварiантного елiпсої-

дального конуса у виглядi матричних нерiвностей, коли симетрична матри-

ця, що описує даний конус, є дiагональною. В роботах [56, 57] сформульовано

умови iснування iнварiантних тiлесних конусiв у просторi лiнiйних диферен-

цiальних та рiзницевих систем, якi описуються за допомогою спектра матрицi

коефiцiєнтiв. Спектральнi умови iнварiантностi елiпсоїдального конуса наве-

денi в статтi [23].

Задача позитивної стабiлiзацiї лiнiйних систем, тобто побудова керува-

ння з допомогою лiнiйного зворотного зв’язку по стану, у випадку конуса

невiд’ємних векторiв вивчалась в [54, 58, 59]. В роботi [60] розглянутi класи

систем, якi описують процес зближення багатьох механiчних об’єктiв. Для

таких систем побудовано керування, що забезпечує умову позитивностi вiд-

носно елiпсоїдального конуса.

Класи позитивних i монотонних систем виникають також в теорiї стiйкостi
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в результатi застосування методiв порiвняння систем, основи яких були запо-

чаткованi В.М. Матросовим та Р. Белманом (метод вектор-функцiї Ляпунова

[61, 62]). Метод порiвняння грунтується на вiдображеннi простору стану до-

слiджуваної системи в простiр станiв допомiжних вивчених систем. В якостi

систем порiвняння використовуються нелiнiйнi системи, якi задовольняють

умовам теорем типу Чаплигiна i Важевського [17–19, 63]. Згодом в якостi

систем порiвняння було запропоновано системи, що мають властивостi пози-

тивностi i монотонностi вiдносно вiдповiдних конусiв [47, 64].

Принцип порiвняння успiшно використовується при дослiдженнi стiйкостi

розв’язкiв широких класiв диференцiальних та рiзницевих систем [18, 19, 51,

52, 64] i полягає у наступному. Для диференцiальної системи

ẋ = f(x, t), x ∈ X , t ≥ t0 (1.7)

будуються класи систем порiвняння типу

Ẋ = F (X, t), X ∈ E , t ≥ t0, (1.8)

де E — банаховий простiр, який напiвупорядкований нормальним тiлесним

конусом K ⊂ E .
ЧерезM позначимо клас систем (1.8), мiж розв’язками яких i розв’язками

диференцiальних нерiвностей

Ż
K≤ F (Z, t), Z ∈ E , t ≥ t0,

можна встановити таке спiввiдношення, що iз Z(t0)
K≤ X(t0) випливає Z(t)

K≤
X(t) при t > t0. Нехай V (x, t) — оператор, який неперервно вiдображає де-

який окiл точки x = 0 ∈ X при t ≥ t0 в простiр E . Якщо вираз V (x, t) i його

узагальнена похiдна в силу системи (1.7) задовольняє нерiвнiсть

DtV (x, t)|(1.7)

K≤ F (V (x, t), t),

то система (1.8) класуM є верхньою системою порiвняння для системи (1.7),

тобто

V (x(t0), t0)
K≤ X(t0) =⇒ V (x(t), t)

K≤ X(t), t > t0.
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В результатi стiйкiсть (асимптотична стiйкiсть) вихiдної системи (1.7) при

деяких додаткових обмеженнях на оператор V випливає iз стiйкостi (асим-

птотичної стiйкостi) системи порiвняння (1.8).

З принципу порiвняння випливає один iз методiв дослiдження робастної

стiйкостi деякого класу систем, що визначаються в термiнах конусних не-

рiвностей [64]. В роботах В.Л. Харитонова, Б.Т. Поляка, П.С. Щербакова та

iн. побудовано критерiї робастної стiйкостi для iнтервально заданих лiнiйних

систем [65–67].

В задачах аналiзу стiйкостi i синтезу керованих фiзичних об’єктiв (ко-

смiчних, транспортних, електромеханiчних та iн.) значна увага придiлялася

методам дослiдження математичних моделей, якi описуються системами лi-

нiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку

A(t)x + B(t)ẋ + C(t)ẍ = f(u, t), t ≥ 0, (1.9)

де x ∈ Rn — вектор узагальнених координат, u ∈ Rr — вектор керування, A,

B i C — матрицi розмiру n × n. В моделях механiки матриця C = CT > 0

характеризує iнерцiйнi властивостi системи, матриця B = D+G складається

з симетричої матрицi дисипативних сил D = DT та кососиметричної матри-

цi гiроскопiчних сил G = −GT . Матриця A = K + S мiстить симетричну

матрицю потенцiальних сил K = KT та кососиметричну матрицю неконсе-

рвативних позицiйних сил (НПС) S = −ST . Вектор-функцiя f описує вплив

зовнiшнiх сил на динамiку системи (див., наприклад, [11, 13, 68, 69]).

Система (1.9) виводиться з рiвняння Лагранжа другого роду

d

dt

∂T

∂ẋ
− ∂T

∂x
= −∂Π

∂x
+ Q,

де T — кiнетична енергiя системи, Π — потенцiальна енергiя системи, x =

[x1, . . . , xn]
T — вектор узагальнених координат, Q = [q1, . . . , qn]

T — вектор уза-

гальнених непотенцiальних сил. При цьому кiнетична i потенцiальна енергiї

представляються у виглядi квадратичних форм вiд узагальнених координат

T =
1

2
ẋTCẋ, Π =

1

2
xTKx,
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а вектор узагальнених сил Q = −Dẋ−Gẋ− Sx [10].

Механiчнi системи (1.9), на якi дiють всi перерахованi вище сили, нази-

ваються системами загального виду. При аналiзi стiйкостi таких систем роз-

глядаються можливi комбiнацiї сил. Вiдповiдно до цього прийнято наступну

загальну класифiкацiю систем [11, 13]:

1) консервативнi або потенцiальнi (D = 0, G = 0 i S = 0);

2) гiроскопiчнi (D = 0 i S = 0);

3) циркуляторнi (D = 0 i G = 0).

Для визначення умов стiйкостi системи (1.9) застосовуються алгебраїчнi

критерiї Ермiта, Рауса-Гурвiца, Шура [39, 70] та в еквiвалентнiй геометри-

чнiй формi — критерiї Найквiста i Мiхайлова [71]. Цi критерiї є цiнними i

корисними при дослiдженнi стiйкостi, але при їх застосуваннi втрачається

наочнiсть пояснення впливу сил та параметрiв в матрицях системи.

Першi теореми про стiйкiсть, якi задовольняють критерiю наочностi, були

сформульованi Лагранжом i Дiрiхле. Але бiльшiсть таких теорем були сфор-

мульованi Томсоном i Тетом [72], якi згодом буди доведенi Четаєвим [73],

так званi теореми Кельвiна-Четаєва. Вони використовуються для визначен-

ня стiйкостi систем з вiдсутнiми НПС. За досить тривалий час iнтерес до цих

теорем вiдродився лише в 60-х роках минулого столiття, коли були отрима-

нi результати, що уточнювали та узагальнювали формулювання цих теорем

[74, 75].

Для аналiзу стiйкостi системи (1.9) на сьогоднiшнiй день використовує-

ться кiлька методiв. Перший метод полягає у виключеннi матрицi НПС за

допомогою структурних перетворень динамiчних систем, що дозволяє засто-

совувати теореми Кельвiна-Четаєва [76–78]. Другий метод аналiзу стiйкостi

полягає у використаннi коефiцiєнтiв Релея [79–81].

Широкого застосування набули методи функцiй Ляпунова та їх матричнi

iнтерпретацiї при побудовi коефiцiєнтних критерiїв стiйкостi. Вони формулю-

ються в термiнах розбиття матриць A, B i C по механiчнiй структурi сил у

виглядi систем алгебраїчних нерiвностей [13, 82–85]. При побудовi таких кри-

терiїв використовуються рiзнi обмеження на матричнi коефiцiєнти, якi вра-



20

ховують такi вимоги, як симетричнiсть, невиродженiсть, знаковизначенiсть

та iн. Деякi першi загальнi результати про стiйкiсть систем загального вигля-

ду отриманi в роботах Меркiна [12] i Метелiцина [86]. У роботi [87] знайдено

критерiї стiйкостi в особливому випадку, коли декiлька матриць комутують.

У роботах [88, 89] сформульованi теореми стiйкостi у випадках, коли гiроско-

пiчна матриця пропорцiйна матрицi НПС i матриця потенцiальних сил до-

датно визначена. У роботах [84, 90] дослiджувалась стiйкiсть систем, у яких

гiроскопiчна матриця залежить вiд параметра. Метод матричних нерiвностей

використовуються при побудовi критерiїв стiйкостi диференцiальних моделей

роторних систем [83].

Велика кiлькiсть робiт присвячена дослiдженню систем виду (1.9), в яких

вiдсутнi деякi типи сил. Огляд робiт щодо стiйкостi потенцiальних i дисипа-

тивних механiчних систем мiститься в [91]. Робота [14] присвячена аналiзу i

порiвнянню отриманих в 1982-1992 рр. результатiв щодо стiйкостi положення

рiвноваги i стацiонарних рухiв голономних консервативних систем. Аналiзу

стiйкостi гiроскопiчних систем присвяченi роботи [92–94].

Починаючи з 60-х рокiв минулого столiття, розробляються методи ана-

лiзу стiйкостi диференцiальних систем другого порядку, якi зводяться до

розв’язання квадратичної спектральної задачi (КСЗ). Вони виникають при

дослiдженнi механiчних, акустичних, гiдромеханiчних та iнших типiв систем

[3, 6, 8, 15, 95].

У статтi [15] наведено огляд робiт, у яких виникає КСЗ. Зокрема наводя-

ться дослiдження спектральних властивостей квадратичних пучкiв для кла-

сiв сильно демпфованих та гiроскопiчних систем, що зводиться до розв’яза-

ння гiперболiчної КСЗ [96, 97].

Один iз методiв аналiзу стiйкостi i спектральних властивостей системи

зводиться до побудови i розв’язання матричних алгебраїчних рiвнянь типу

узагальненого рiвняння Ляпунова [21]. При його обґрунтуваннi використову-

ється єдине обмеження — умова регулярностi квадратичного пучка матриць

F (λ) = A + λB + λ2C.

Методи теорiї стiйкостi лежать в основi побудови систем стабiлiзацiї. Па-



21

раметри керування зазвичай визначаються у виглядi динамiчного зворотного

зв’язку по стану або лiнiйного зворотного зв’язку по виходу системи, що ви-

мiрюється додатковими пристроями.

В роботах [66, 98, 99] запропонованi методи стабiлiзацiї та розподiлу спе-

ктра лiнiйних систем зводяться до розв’язування лiнiйних матричних нерiв-

ностей. Для систем типу (1.9) розглядається аналогiчна задача синтезу ста-

бiлiзуючого керування у виглядi зворотного зв’язку по стану

f(u, t) = Fu, u = L0x + L1ẋ,

де L0, L1 ∈ Rm×n, F ∈ Rn×m, m ≤ n. В роботах [100, 101] пропонуються алго-

ритми пошуку невiдомих матриць керування L0 та L1 в частинному випадку,

коли необхiдно досягти лише деяких бажаних власних значень для системи

(1.9). В роботi [102] запропоновано метод побудови оптимального керування

для таких систем, що також зводиться до розв’язання КСЗ.

Зауважимо, що залишились не достатньо вивченими задачi, пов’язанi з:

• аналiзом стiйкостi важливих класiв диференцiальних, рiзницевих та

диференцiально-рiзницевих систем, позитивних вiдносно заданих конусiв

(кругових, елiпсоїдальних та iн.);

• дослiдженням стiйкостi диференцiальних систем довiльного порядку,

зокрема, векторно-матричних диференцiальних моделей механiки;

• позитивною стабiлiзацiєю керованих систем вiдносно заданих конусiв;

• порiвнянням сiмейства динамiчних систем.
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РОЗДIЛ 2

IНВАРIАНТНI КОНУСИ ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ

У цьому роздiлi дисертацiї дослiджуються позитивнi динамiчнi системи з

використанням теорiї конусiв та операторiв у напiвупорядкованому просторi.

Розглядаються конуси невiд’ємних та невiд’ємно визначених матриць,

встановлюються критерiї iнварiантностi елiпсоїдальних конусiв. Вводяться

новi типи конусiв (узагальнення кругових та елiпсоїдальних) та формулюю-

ться критерiї їх iнварiантностi для диференцiальних та рiзницевих систем.

Формулюється також критерiй позитивностi нелiнiйних диференцiальних си-

стем iз запiзненням.

Розвивається методика побудови iнварiантних множин диференцiальних

систем, якi описуються у виглядi конусних нерiвностей iз застосуванням опе-

ратора диференцiювання в силу системи. Як наслiдок, з даної методики ви-

пливають узагальнення вiдомих та наведених в пiдроздiлах 2.2 i 2.3 умов

iнварiантностi деяких типiв конусiв для лiнiйних систем. Наводяться при-

клади застосування запропонованої методики для диференцiальних систем

першого та другого порядкiв.
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2.1. Позитивнi та монотоннi диференцiальнi системи вiдносно ко-

нуса

Наведемо основнi поняття з теорiї конусiв i операторiв у напiвупоряд-

кованому просторi та деякi допомiжнi означення, якi використовуються в

дисертацiї.

Означення 2.1. Опукла замкнута множина K дiйсного нормованого просто-

ру E називається клином, якщо αK + βK ⊂ K ∀α, β ≥ 0. Клин K з лезом

K ∩−K = {0} є конусом.

Спряжений конус K∗ складають лiнiйнi функцiонали ϕ ∈ E∗, шо прийма-

ють невiд’ємнi значения на елементах K, причому,

K = {X ∈ E : ϕ(X) ≥ 0, ∀ϕ ∈ K∗}.

Простiр з конусом напiвупорядкований: X
K≤ Y ⇐⇒ Y − X ∈ K. Конус K

з непорожньою множиною внутрiшнiх точок K0 = {X : X
K
> 0} — тiлесний.

Конус K називається нормальним, якщо для 0
K≤ X

K≤ Y виконується ‖X‖ ≤
ν‖Y ‖, де ν — унiверсальна константа. Найменше таке число ν є константою

нормальностi конуса. Конус K є нормальним лише тодi, коли

X, Y ∈ K, ‖X‖ = ‖Y ‖ = 1 =⇒ ‖X + Y ‖ ≥ δ > 0,

де δ — константа, що не залежить вiд X i Y . Критерiєм нормальностi конуса

є також умова

U
K≤ X

K≤ V =⇒ ‖X‖ ≤ ν−‖U‖+ ν+‖V ‖,

де ν± > 0 — унiверсальнi константи.

Якщо E = K − K, то конус K є вiдтворюючим. Конус K є нормальним

лише тодi, коли спряжений конус K∗ — вiдтворюючий.

Нехай X(t) = Φ(t, t0, X0) ∈ E — стан деякої динамiчної системи при t ≥
t0 ≥ 0. Оператор-функцiя Φ описує перехiд з початкового стану X(t0) = X0

в стан X(t) при t > t0. Система має iнварiантну множину K ⊂ E , якщо для

будь-якого t0 ≥ 0 iз X0 ∈ K випливає X(t) ∈ K при t > t0.
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Означення 2.2. Динамiчна система називається:

а) позитивною вiдносно конус K, якщо даний конус є iнварiантним;

б) монотонною вiдносно конуса K, якщо для будь-якого t0 ≥ 0

X10
K≤ X20 =⇒ X1(t)

K≤ X2(t), t > t0,

де Xk(t) = Φ(t, t0, Xk0), k = 1, 2.

Аналогiчно означаються iнварiантнi множини, властивостi позитивностi i

монотонностi вiдносно конуса K для динамiчних систем з дискретним часом.

Умови позитивностi i монотонностi класу диференцiальних систем

Ẋ = F (X, t), X ∈ X , t ≥ 0, (2.1)

вiдносно тiлесних конусiв описуються за допомогою елементiв вiдповiдних

спряжених конусiв. А саме, система (2.1) є позитивною i монотонною вiдносно

тiлесного конуса K, якщо виконуються вiдповiднi умови [47]

X
K≥ 0, ϕ ∈ K∗, ϕ(X) = 0 =⇒ ϕ (F (X, t)) ≥ 0,

X
K≤ Y, ϕ ∈ K∗, ϕ(X − Y ) = 0 =⇒ ϕ (F (Y, t)− F (X, t)) ≥ 0, (2.2)

де K∗ — спряжений конус, t ≥ 0.

Лiнiйна диференцiальна система у банаховому просторi

Ẋ = MX, X ∈ E , t ≥ 0, (2.3)

де M : E → E — обмежений оператор, має iнварiантний конус K, тобто

є позитивною вiдносно K, якщо експоненцiальний оператор eMt позитивний

вiдносно K:

eMtK ⊂ K, ∀t ≥ 0.

Лiнiйна рiзницева система

Xk+1 = MXk, Xk ∈ E , k = 0, 1, . . . , (2.4)

має iнварiантний конус K, якщо оператор M
K≥ 0 — позитивний вiдносно K.

Має мiсце наступне твердження [46].
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Лема 2.1. Якщо двi системи виду (2.3), якi вiдповiдають операторам M1

i M2, позитивнi, то система (2.3) з оператором M = M1 + M2 також

позитивна.

Введемо клас лiнiйних операторiв, якi подаються у виглядi

M = P − L, PK ⊂ K ⊂ LK, (2.5)

де P i L – вiдповiдно позитивний i позитивно оборотний оператори, а K ⊂
Rn×n — нормальний вiдтворюючий конус.

Врахувавши, лему 2.1 та те, що з позитивностi оператора P випливає

позитивнiсть оператор-функцiї ePt, t ≥ 0, отримуємо важливе твердження.

Якщо K ⊂ Rn×n — нормальний вiдтворюючий конус i в просторi Rn×n дiє

оператор (2.5), то при виконаннi умов

e−LtK ⊂ K, PK ⊂ K, ∀t ≥ 0

система (2.3) з оператором (2.5) є позитивною.

Умови iснування iнварiантних тiлесних конусiв у просторах скiнченно-

вимiрних систем (2.3) i (2.4) описуються за допомогою спектра σ(M) [56, 57].

Система (2.3) позитивна вiдносно деякого тiлесного конуса тодi i тiльки тодi,

коли виконуються умови

α(M) = max{Re λ : λ ∈ σ(M)} ∈ σ(M),

λ ∈ σ(M), Re λ = α(M) =⇒ d(λ) ≤ d(α(M)),

де d(·) — кратнiсть власного значення матрицi як кореня її мiнiмального полi-

нома. Аналогiчно, система (2.4) позитивна вiдносно деякого тiлесного конуса

тодi i тiльки тодi, коли

ρ(M) = max{|λ| : λ ∈ σ(M)} ∈ σ(M),

λ ∈ σ(M), |λ| = ρ(M) =⇒ d(λ) ≤ d(ρ(M)).

Якщо останнi умови доповнити нерiвнiстю d(ρ(M)) ≤ 3 (d(ρ(M)) ≤ 2 у

випадку ρ(M) = 0) i вимагати, щоб жорданова канонiчна форма матрицi M
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мала не бiльше одного блока порядку ≥ 2 з власними значеннями λ ∈ σ(M)

при |λ| = ρ(M), то маємо критерiй iснування iнварiантного елiпсоїдального

конуса (2.14) для системи (2.4) [23].

2.2. Конуси невiд’ємних та невiд’ємно визначених матриць

Розглянемо в просторi Rn×m множину

Rn×m
+ =

{
X ∈ Rn×m : xij ≥ 0, i = 1, n, j = 1,m

}
.

Множина Rn×m
+ є конусом невiд’ємних матриць. При m = 1 ця множина

перетворюється у конус невiд’ємних векторiв

Rn
+ = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, n} .

Сформулюємо умови позитивностi матричної диференцiальної системи

Ẋ =
k∑

i=1

s∑

j=1
Ai(t)XBj(t), X ∈ Rn×m, t ≥ 0, (2.6)

де Ai, Bj — заданi матрицi розмiрiв n× n, m×m вiдповiдно.

Систему (2.6) можна звести до еквiвалентної векторної диференцiальної

системи

ẋ = G(t)x, t ≥ 0, (2.7)

де

G(t) =
∑

ij

Ai(t)⊗BT
j (t), x = [x1∗, . . . xn∗]T .

У даному випадку вектор x складається з елементiв матрицi X, якi впорядко-

ванi по стрiчкам xi∗. При такому перетвореннi дослiдження на позитивнiсть

системи (2.6) вiдносно конуса невiд’ємних матриць зводиться до дослiдження

на позитивнiсть системи (2.7) вiдносно конуса Rnm
+ .

Вiдомо [35], що система (2.7) позитивна вiдносно конуса невiд’ємних ве-

кторiв, якщо позадiагональнi елементи матрицi G(t) невiд’ємнi:

gij(t) ≥ 0, t ≥ 0, i 6= j.
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Отже, останнi умови є критерiєм позитивностi системи (2.6) вiдносно конуса

Rn×m
+ . Зокрема, система

Ẋ = A(t)XB(t)

позитивна вiдносно конуса Rn×m
+ , якщо виконуються умови

aij(t)bks(t) ≥ 0, i 6= j ∨ k 6= s, t ≥ 0.

Розглянемо в просторi Rn×n множину невiд’ємно визначених матриць

K =
{
X ∈ Rn×n : X = XT ≥ 0

}
,

яка є конусом, i диференцiальну систему

Ẋ = ATX + XA +
s∑

k=1
BT

k XBk, A,Bk ∈ Rn×n. (2.8)

Систему (2.8) можна подати у виглядi (2.3) з оператором (2.5), де

LX = −ATX −XA, PX =
s∑

k=1
BT

k XBk.

Оскiльки оператор-функцiї

e−LtX = eA∗tXeAt, ePtX =
∞∑

k=0

tk

k!
P kX, t ≥ 0

позитивнi, то, згiдно з лемою 2.1, система (2.8) є позитивною вiдносно K.

Розв’язки системи (2.8) з оператором (2.5) можна розглядати як матрицi

других моментiв для стохастичної системи Iто

dx(t) = Ax(t)dt +
∑

k

Bkx(t)dwk(t), (2.9)

де wk – компоненти стандартного вiнерiвського процесу [40–42].

2.3. Круговий та елiпсоїдальний конуси

Розглянемо в просторi Rn+1 множину

K(Q, h) =
{
z ∈ Rn+1 : zTQz ≥ 0, zTQh ≥ 0

}
, (2.10)
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де Q = QT — симетрична матриця з iнерцiєю i(Q) = {1, n, 0}, h — довiльний

вектор такий, що hTQh > 0. Гiперплощина P = {z : zTQh = 0} роздiляє два

конуси K(Q, h) i −K(Q, h) i проходить через їх спiльну вершину z = 0 (рис.

2.1).

Рис. 2.1. Конуси ±K(Q, h) в R3.

Лема 2.2. Множина K(Q, h) є конусом.

Доведення. Вiдомо, що i+(Q) = 1 лише тодi, коли [103]

S = Q− 1

ω
QhhTQ ≤ 0,

де ω = hTQh > 0. Якщо z1 ∈ K(Q, h) i z2 ∈ K(Q, h), то, використовуючи

розклад S = −RTR i нерiвнiсть Кошi, маємо спiввiдношення

1

ω
zT
1 QhhTQz1 + zT

1 Sz1 = α2 − aTa ≥ 0, α =
1√
ω

zT
1 Qh ≥ 0, a = Rz1,

1

ω
zT
2 QhhTQz2 + zT

2 Sz2 = β2 − bT b ≥ 0, β =
1√
ω

zT
2 Qh ≥ 0, b = Rz2,

1

ω
zTQhhTQz + zTSz = α2 − aTa + β2 − bT b + 2(αβ − aT b) ≥ 0,

де z = z1 + z2. Отже z1 + z2 ∈ K(Q, h).

Якщо z ∈ ±K(Q, h), то xTQh = 0, zTQz = zTSz = 0, Qz = Sz = 0 i

z = 0. Тут ми врахували невиродженiсть Q i наступну властивiсть матрицi

S ≤ 0: zTSz = 0 ⇐⇒ Sz = 0.

Властивiсть конуса αK(Q, h) ⊂ K(Q, h) при α ≥ 0 очевидна.

Лема доведена.
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Зазначимо, що K(Q, h) = K(Q, h1) для довiльного вектора h1 ∈
intK(Q, h). Зокрема, h може бути власним вектором матрицi Q, що вiдпо-

вiдає її єдиному додатному власному значенню [55].

Лема 2.3. Множина внутрiшнiх точок конуса K(Q, h), його границя та

спряжений конус вiдповiдно мають вигляд

intK(Q, h) =
{
z ∈ K(Q, h) : zTQz > 0, zTQh > 0

}
,

∂K(Q, h) =
{
z ∈ K(Q, h) : zTQz = 0

}
,

K∗(Q, h) = QK(Q, h).

Нехай T — невироджена матриця перетворення

T TQT = ∆ =



−I 0

0 1


 , h = Tg.

Тодi K(Q, h) = TK(∆, g). Якщо g = e = [0, . . . , 0, 1]T , то K(∆, g) спiвпадає з

круговим конусом Мiнковського [104]

K =
{
z ∈ Rn+1 : zT = [xT , u], ‖x‖ ≤ u

}
, (2.11)

де ‖x‖ =
√

xTx. Отже, K(Q, h) = αTK, де α = eTT−1h, тобто K(Q, h) спiв-

падає з TK (−TK), якщо α > 0 (α < 0).

Оскiльки K є нормальним конусом з константою нормальностi 1, то ко-

нус K(Q, h) також нормальний, його константа нормальностi не перевищує
√

t−/t+, де t−(t+) — мiнiмальне (максимальне) власне значення матрицi TT T .

Побудуємо матрицю перетворення T за допомогою спектрального розкла-

ду

Q = γhhT −HΓHT = GDGT , σ(Q) = {−γ1, . . . ,−γn, γ}, (2.12)

де γ > 0, Γ = diag{γ1, . . . , γn} > 0, D = diag{−γ1, . . . ,−γn, γ},
G = [H, h], hTh = 1, HTH = I, hTH = 0, GGT = GTG = I. Конус (2.10)

визначаємо у виглядi

K(Q) =
{
z ∈ Rn+1 : zTQz ≥ 0, zTh ≥ 0

}
, (2.13)
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де h — нормований власний вектор матрицi Q, що вiдповiдає її єдиному до-

датному власному значенню γ. При цьому виконуються такi спiввiдношення

K∗(Q) =
{
w ∈ Rn+1: wTQ−1w ≥ 0, wTh ≥ 0

}
= K(Q−1) = QK(Q),

K(Q) = GK(D) = TK, K(D) = LK(∆), K(∆) = K,

T = GL, L = diag{γ1
−1/2, . . . , γn

−1/2, γ−1/2}.
Зазначимо, що належнiсть вектора z конусу K описується в термiнах не-

вiд’ємно визначених матриць [105]:

z =




x

u


 ∈ K ⇐⇒ u ≥ 0, u2I ≥ xxT ⇐⇒




uI x

xT u


 ≥ 0.

Аналогiчно,

z ∈ K(Q) ⇐⇒ uz ≥ 0, γu2
zΓ

−1 ≥ UzU
T
z ⇐⇒



uzΓ

−1 Uz

UT
z uzγ


 ≥ 0,

де uz = hTz, Uz = HTz.

Лема 2.4. Для кожного вектора z ∈ K(Q) квадратична форма zTΩz

невiд’ємна тодi i тiльки тодi, коли Ω ≥ αQ для деякого α ≥ 0.

Доведення. Вiдомо, що wTΩw ≥ 0 при w ∈ K лише тодi, коли iснує таке

α ≥ 0, що виконується нерiвнiсть Ω ≥ α∆ [24]. Оскiльки K(Q) = TK, то по-

клавши z = Tw i використовуючи закон iнерцiї маємо критерiй невiд’ємностi

квадратичної форми zTΩz на конусi K(Q) у виглядi матричної нерiвностi

Ω ≥ αQ.

Лема доведена.

Введемо наступнi позначення

M = [R, l] =




A b

cT d


 , R =




A

cT


 , l =




b

d


 ,

A = [a1, . . . , an], bT = [b1, . . . , bn], cT = [c1, . . . , cn].

Встановимо умови, при яких K(Q) є iнварiантним конусом матрицi M .
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Лема 2.5. K є iнварiантним конусом матрицi M тодi i тiльки тодi, коли

виконуються умови

l ∈ K, M∆MT ≥ α∆, (2.14)

де α ≥ 0 — деяке невiд’ємне число.

Доведення. Оскiльки

z =




x

u


 ∈ K ⇐⇒




uI x

xT u


 ≥ 0,

то включення MK ⊂ K означає, що

Sz =




uI x

xT u


 ≥ 0 =⇒ SMz =




(cTx + du)I Ax + bu

xTAT + ubT cTx + du


 ≥ 0,

тобто для довiльних векторiв z ∈ K i g ∈ Rn+1 повиннi виконуватись спiввiд-

ношення

gTSMzg = lTg z ≥ 0, lTg =
[
gTSr1

g, . . . , gTSrn
g, gTSlg

]
,

Sl =




dI b

bT d


 , Sri

=




ciI ai

aT
i ci


 , i = 1, . . . , n.

Враховуючи самоспряженiсть конуса K, маємо lg ∈ K, тобто

gTSlg = wT l ≥ 0, (gTSlg)2 −
n∑

i=1
(gTSri

g)2 = wTSw ≥ 0,

де

g =




y

v


 , w = Φ(g) =




2vy

yTy + v2


 , S = llT −RRT = M∆MT .

Легко встановити, що нелiнiйне перетворення Φ : Rn+1 → Rn+1 зберiгає

конус K, бiльше того, Φ(K) = K. Тому можна скористатись лемою 2.4.

Отже, критерiй iнварiантностi конуса K для матрицi M представляється

у виглядi (2.14).

Лема доведена.
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Теорема 2.1. K(Q) є iнварiантним конусом матрицi M тодi i тiльки тодi,

коли виконуються умови

hTMh ≥ 0, hTMQ−1MTh ≥ 0, MTQM ≥ αQ, (2.15)

де α ≥ 0 — деяке невiд’ємне число.

Доведення. Оскiльки K(Q) = TK, то умови MK(Q) ⊂ K(Q) i MTK ⊂ K, де

MT = T−1MT , еквiвалентнi.

Застосуємо лему 2.5 до матрицi MT . Її останнiй стовпчик згiдно з розкла-

дом (2.12) має вигляд lT = γ−1/2T−1Mh. Тому умови (2.14) для вектора lT i

матрицi MT зводяться до вигляду

hTMh ≥ 0, hTMTQMh ≥ 0, MQ−1MT ≥ αQ−1. (2.16)

Вiдомо, що матриця M має iнварiантний конус K тодi i тiльки тодi, коли

матриця MT має iнварiантний конус K∗. В нашому випадку K∗(Q) = K(Q−1).

Отже, отриманий критерiй iнварiантностi конуса K(Q) типу (2.16) на основi

закону iнерцiї представляється у виглядi (2.15). Домноживши останню не-

рiвнiсть умов (2.15) злiва i справа на вектори hT i h вiдповiдно, отримаємо

наступну оцiнку 0 ≤ α ≤ γ−1hTMTQMh.

Теорема доведена.

Зазначимо, що теорема 2.1 узагальнює основний результат роботи [55] для

елiпсоїдальних конусiв типу K(Q).

Розглянемо лiнiйну диференцiальну систему

ż = Mz, z ∈ Rn+1, t ≥ 0, (2.17)

i сформулюємо умови її позитивностi вiдносно конуса K(Q) ⊂ Rn+1, тобто

умов, при яких має мiсце включення eMtK(Q) ⊂ K(Q) для будь-якого t ≥ 0.

В цьому випадку K(Q) є iнварiантним конусом системи (2.17).

Теорема 2.2. K(Q) є iнварiантним конусом системи (2.17) тодi i тiльки

тодi, коли для деякого α ∈ R1 виконується матрична нерiвнiсть

MTQ + QM ≥ αQ. (2.18)
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Доведення. Критерiй позитивностi системи в термiнах спряженого конуса

K∗(Q) = K(Q−1) має вигляд [47]

z ∈ K(Q), w ∈ K∗(Q), wTz = 0 =⇒ wTMz ≥ 0. (2.19)

Покажемо, що iз ортогональностi ненульових векторiв z ∈ K(Q) i w ∈
K∗(Q) випливає, що w = βQz, де β > 0. Нехай w = Qg, де g — деякий

вектор, i виконуються спiввiдношення

zTQz ≥ 0, wTQ−1w = gTQg ≥ 0, wTz = gTQz = 0.

Тодi, якщо V = [z, g] — матриця повного рангу, то для довiльного ε > 0

Gε = V T (Q + εI)V =




zTQz 0

0 gTQg


 + εV TV > 0.

Звiдси випливає, що вектори z i g повиннi бути лiнiйно залежними. В про-

тивному випадку для деякого ε > 0 маємо протирiччя:

1 = i+(Q) = i+(Q + εI) ≥ i+(Gε) = 2.

Отже, w = βQz, причому, β > 0, оскiльки zTh > 0 i wTh > 0.

Умова (2.19) означає, що zT (MTQ + QM)z ≥ 0 для довiльного

z ∈ K(Q), що згiдно з лемою 2.4 еквiвалентно умовi (2.18).

Зауважимо, що в даному випадку z ∈ ∂K(Q), тобто zTQz = 0. Тому

умова (2.18) забезпечує iнварiантнiсть конуса K(Q) для системи (2.17) при

деякому α ∈ R1. Домноживши нерiвнiсть (2.18) злiва i справа на вектори hT

i h вiдповiдно, отримаємо наступну оцiнку α ≤ 2hTMh.

Теорема доведена.

Розглянемо один iз способiв знаходження iнварiантного елiпсоїдального

конуса K(Q) для системи (2.17). Будемо вимагати виконання строгої нерiв-

ностi (2.18), яку перепишемо у виглядi
(
M − α

2
I

)T

Q + Q

(
M − α

2
I

)
> 0. (2.20)
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Згiдно з теоремою iнерцiї (див., наприклад, [21]) її розв’язок повинен задо-

вольняти умови

i+(M) = i+(Q), i−(M) = i−(Q), i0(Q) = 0,

де i+(M) (i−(M)) — кiлькiсть власних значень матрицi M , розташованих

справа (злiва) вiд прямої 2Reλ = α. Виберемо α так, щоб i+(M) = 1 i i−(M) =

n−1. Тодi можна розв’язати нерiвнiсть (2.18) вiдносно матрицi Q, яка описує

шуканий елiпсоїдальний конус, iнварiантний для системи (2.17). При цьому

i(Q) = {1, n− 1, 0}.

Приклад 2.1. Розглянемо диференцiальну систему

ż = Mz, M =




1 3 1

1 2 1

−1 1 2



.

При α = 5 маємо σ
(
M − α

2 I
)

= {0.5,−0.0858,−2.9142}. Розв’язуючи нерiв-

нiсть (2.18) вiдносно Q для вiдомих M i α, отримаємо

Q = 108 ·




−0.2882 1.1526 1.5369

1.1526 −3.5540 −5.1869

1.5369 −5.1869 −7.3961



, h =




0.6682

0.6691

−0.3252



, i(Q) = {1, 2, 0}.

Класу конусiв типу K(Q) належить так званий свiтловий конус [106]

Ka = {z ∈ Rn+1 : ‖z‖ ≤ (a, z)}, (2.21)

де (a, z) = aTz — скалярний добуток, a — заданий вектор з нормою ‖a‖ > 1.

Дiйсно, множина (2.21) описується у виглядi (2.13), якщо покласти

Q = aaT − I, h = ‖a‖−1a.

При цьому γ = aTa − 1, i(Q) = {1, n, 0}. Оскiльки Q−1 = 1
γ aaT − I, то

K∗a = Kb, де b = 1√
γ a. У випадку ‖a‖ =

√
2 конус Ka самоспряжений.

Знайдемо умови iнварiантностi свiтлового конуса для системи (2.17).
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Нехай R ортогональне доповнення вектора a, тобто aTR = 0, RTR = I.

Нерiвнiсть (2.18) еквiвалентна нерiвностi GT (MTQ + QM − αQ)G ≥ 0, де

G = [R, a].

Перетворивши її, отримаємо


−AT − A + αI γc− b

γcT − bT 2γd− αγ(γ + 1)


 ≥ 0, (2.22)

де

A = RTMR, b = RTMa, cT = aTMR, d = aTMa.

Якщо α < 2d
γ+1 , то на основi лемиШура отримаємо еквiвалентну нерiвнiсть

α2S0 + αS1 + S2 ≥ 0, (2.23)

де

S0 = −γ(γ + 1)I, S1 = 2γdI + γ(γ + 1)(AT + A),

S2 = −2γd(AT + A)− (γc− b)(γc− b)T .

Матрична нерiвнiсть (2.23) виконується лише тодi, коли для довiльного q ∈
Rn (qT q = 1)

α2qTS0q + αqTS1q + qTS2q ≥ 0, (2.24)

де коефiцiєнти квадратного тричлена обмеженi найменшим (λmin) i найбiль-

шим (λmax) власними значеннями вiдповiдних матриць.

Введемо позначення

λ1 = γ(γ + 1) > 0, λ2 = 2γd + γ(γ + 1)λmin

(
AT + A

)
,

λ3 = λmax

(
2γd(AT + A) + (γc− b)(γc− b)T

)
.

Для того, щоб виконувалась нерiвнiсть (2.24) достатньо виконання нерiвностi

−α2λ1 + αλ2 − λ3 > 0. Вона буде мати розв’язок α ∈ R1 тодi i тiльки тодi,

коли λ2
2 − 4λ1λ3 ≥ 0. У цьому випадку α буде лежати в iнтервалi

λ2 −
√

λ2
2 − 4λ1λ3

2λ1
≤ α ≤ λ2 +

√
λ2

2 − 4λ1λ3

2λ1
.

Отже, маємо наступне твердження.
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Теорема 2.3. Якщо виконуються нерiвностi

2d

γ + 1
>

λ2 −
√

λ2
2 − 4λ1λ3

2λ1
, λ2

2 − 4λ1λ3 ≥ 0,

то Ka є iнварiантним свiтловим конусом системи (2.17).

Теорема 2.4. Нехай (M − MT )a = 0, aTa = 2. Тодi Ka – iнварiантний

конус системи (2.17) тодi i тiльки тодi, коли αm ≤ aTMa, де αm – макси-

мальне власне значення матрицi RT (M + MT )R.

Доведення. Нехай в (2.22) γc − b = 0, γ = 1, тобто RTMTa − RTMa = 0,

aTa = 2. Рiвнiсть RT (MT − M)a = 0 буде мати мiсце при (MT − M)a =

0. Це можливо, якщо матриця M непарного порядку. Тодi нерiвнiсть (2.22)

еквiвалентна системi нерiвностей −AT − A + αI ≥ 0, d − α ≥ 0. Сумiснiсть

системи зберiгається при αm ≤ α ≤ aTMa, де αm = max σ(A + AT ).

Теорема доведена.

2.4. Конуси типу Kµ(α, p) i Kσ(β, q)

Розглянемо у просторi Rn+m множини векторiв

Kµ(α, p) = {z ∈ Rn+m : zT = [xT , uT ], u ∈ Rm
+ , ‖x‖p ≤ µα(u)}, (2.25)

Kσ(β, q) = {w ∈ Rn+m : wT = [yT , vT ], v ∈ Rm
+ , ‖y‖q ≤ σβ(v)}, (2.26)

де µα(u) = α min
k

uk, σβ(v) = β
∑
k

vk, Rm
+ ⊂ Rm— конус векторiв з невiд’ємними

елементами, ‖x‖p — одна з таких векторних норм:

‖x‖∞ = max
k
|xk|, ‖x‖1 =

∑

k

|xk|,

‖x‖2 =
√∑

k

x2
k — евклiдова норма,

‖x‖p =


∑

k

|xk|p



1/p

— норма Гельдера.

Нехай параметри α, β, p i q задовольняють спiввiдношення

αβ = 1, α > 0, β > 0, p−1 + q−1 = 1, p ≥ 1, q ≥ 1. (2.27)



37

Тодi для кожної iз введених норм множини (2.25) i (2.26) є тiлесними кону-

сами, причому виконуються нерiвностi

|yTx| ≤ ‖x‖p‖y‖q, vTu ≥ µα(u)σβ(v). (2.28)

У випадку p > 1(q > 1) перша нерiвнiсть (2.28) є нерiвнiсть Гельдера.

Лема 2.6. При умовах (2.27) K∗µ(α, p) = Kσ(β, q).

Доведення. Якщо z ∈ Kµ(α, p) i w ∈ Kσ(β, q), то згiдно з (2.27) i (2.28) маємо

yTx + vTu ≥ −‖x‖p‖y‖q + µα(u)σβ(v) ≥ 0.

Це означає, що Kσ(β, q) ⊂ K∗µ(α, p).

Зворотне включення Kσ(β, q) ⊃ K∗µ(α, p) також виконується. Дiйсно, не-

хай yTx + vTu ≥ 0 для довiльного вектора z ∈ Kµ(α, p). Тодi, очевидно,

v ∈ Rm
+ i для встановлення нерiвностi ‖y‖q ≤ σβ(v) слiд розглянути такi

випадки:

1) p = 1, q = ∞, xk =





−ys, k = s

0, k 6= s
, u = β‖x‖1e,

2) p = ∞, q = 1, xk =





−1, yk ≥ 0

1, yk < 0
, u = β‖x‖∞e,

3) p > 1, q > 1, xk =





−|yk|q/p, yk ≥ 0

|yk|q/p, yk < 0
, u = β‖x‖pe,

де |ys| = ‖y‖∞, e = [1, . . . , 1]T . Для кожного з них виконується спiввiдношення

yTx + vTu = −‖x‖p‖y‖q + ‖x‖p σβ(v) ≥ 0,

звiдки випливає, що ‖y‖q ≤ σβ(v), тобто w ∈ Kσ(β, q).

Лема доведена.

Зазначимо, що при умовах α = β = 1, m = 1 i p = q = 2 множини Kµ(α, p)

i Kσ(β, q) спiвпадають з круговим конусом Мiнковського (2.11).



38

2.5. Методи побудови iнварiантних множин

Розглянемо у банаховому просторi диференцiальну систему

Ẋ = F (X, t), X ∈ X , t ≥ 0, (2.29)

де F : X × [0,∞) → X — оператор, що задовольняє умови iснування та

єдиностi розв’язкiв X(t) в деякiй областi Ω ⊂ X з початковими умовами

X(t0) = X0 ∈ Ω. Система (2.29) має iнварiантну множину It ⊂ X , якщо iз

X(t0) ∈ It0 випливає X(t) ∈ It при t > t0 ≥ 0.

Будемо шукати iнварiантнi множини системи (2.29) у виглядi

It = {X ∈ Ω : V (X, t)
K≥ 0}, (2.30)

де V : X × [0,∞) → E — деякий оператор,
K≥ — нерiвнiсть, породжена

заданим конусом або клином K у просторi E . Для цього визначимо оператор

диференцiювання Dt в силу системи як (сильну) похiдну складної функцiї:

DtV (X, t) =
d

dτ
V (Ψ(τ, t, X), τ) |τ=t,

де X(τ) = Ψ(τ, t,X) – розв’язок системи з початковою умовою X(t) = X .

Будемо припускати, що V (X, t) є неперервною функцiєю разом зi своїми ча-

стинними похiдними в областi Ω×[0,∞). Наприклад, якщо X = Rn i E = Rm,

то

DtV (X, t) = V
′
X(X, t)F (X, t) + V

′
t (X, t),

де V
′
X(X, t) – матриця Якобi розмiру m× n, складена iз частинних похiдних

функцiї V по X . По аналогiї можна розглядати узагальнення даного спiввiд-

ношення на основi застосування похiдних нелiнiйного оператора типу Гато i

Фреше. Наприклад, можна вважати, що V
′
t (X, t) є сильною похiдною функцiї

по t, а V
′
X(X, t) – похiдна Гато по X, тобто лiнiйний обмежений оператор типу

V
′
X(X, t)H =

d

dτ
V (X + τH, t) |τ=0.

Зауваження 2.1. В теорiї порiвняння систем застосовуються верхнi правi

та лiвi похiднi в силу системи типу Дiнi

D±
t V (X, t) = lim sup

τ→0±
1

τ
[V (X + τF (X, t), t + τ)− V (X, t)]
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при умовах, коли V (X, t) не є диференцiйованою, а лише неперервною i ло-

кально лiпшицевою по X функцiєю.

Теорема 2.5. Нехай K — тiлесний конус. Тодi It є iнварiантною множиною

системи (2.29) тодi i тiльки тодi, коли при кожному t ≥ 0 виконується

умова

X ∈ It, ϕ ∈ K∗, ϕ (V (X, t)) = 0 =⇒ ϕ (DtV (X, t)) ≥ 0. (2.31)

Доведення. Нехай X(t) — розв’язок системи (2.29) з початковою умовою

X(t0) = X0 ∈ It0. Тодi оператор Dt дiє як диференцiювання за часом складної

функцiї V (X(t), t) i виконується рiвнiстть
∫ t

t0
DτV (X(τ), τ) dτ = V (X(t), t)− V (X0, t0).

Звiдси, зокрема, випливає, що V (X(t), t)
K≥ V (X0, t0), якщо DtV (X, t)

K≥ 0

при X ∈ It i t ≥ t0. При цьому V (X(t), t)
K
> 0, якщо V (X0, t0)

K
> 0.

Нехай в деякий момент часу τ ≥ t0 значення функцiї V (Xτ , τ), де Xτ =

X(τ), досягає границi конуса K. Тодi для деякого ненульового функцiоналу

ϕ ∈ K∗ маємо ϕ(V (Xτ , τ)) = 0.

Разом з (2.30) розглянемо множину

Iε
t = {X ∈ X : Vε(X, t)

K≥ 0}, Vε(X, t) = V (X, t) + εω(t)Y,

де ε > 0, Y
K
> 0, ω(t) — невiд’ємна неперервно-диференцiйовна функцiя така,

що ω(τ) = 0 i ω̇(τ) > 0. Покладемо, наприклад, ω(t) = arctan(t − τ). Тодi,

очевидно, It ⊂ Iε
t , причому, Iε

t → It при ε → 0, t ≥ τ .

Оскiльки Vε(Xτ , τ) = V (Xτ , τ) i ϕ(Y ) > 0, то для деякого δ > 0 згiдно з

умовою (2.31) маємо спiввiдношення

ϕ (DtVε(X, t)) = ϕ (DtV (X, t)) +
ε

1 + (t− τ)2 ϕ(Y ) ≥ 0, τ ≤ t ≤ τ + δ,

∫ τ+δ

τ
ϕ (DtVε(X(t), t)) dt = ϕ(Vε(X(τ + δ), τ + δ)) ≥ 0.

Це означає, що траєкторiя X(t) в момент часу τ не може залишати множину

Iε
τ , тобто Vε(X(t), t)

K≥ 0 при τ ≤ t ≤ τ + δ. Iнакше для деякого ϕ ∈ K∗
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i як завгодно малого δ > 0 повинна виконуватись протилежна нерiвнiсть

ϕ(Vε(X(τ + δ), τ + δ)) < 0.

В силу замкнутостi конуса K при ε → 0 маємо

Vε(X(t), t) → V (X(t), t)
K≥ 0, τ ≤ t ≤ τ + δ.

Отже, It є iнварiантною множиною системи (2.29).

Зворотне твердження є наслiдком теореми Лагранжа:

ϕ(V (X(τ + δ), τ + δ))− ϕ(V (X(τ), τ)) = δ ϕ(DξV (X(ξ), ξ)),

де ξ ∈ (τ, τ + δ). Якщо ϕ(V (X(τ), τ)) = 0 i X(τ + δ) ∈ Iτ+δ, то при достатньо

малому δ > 0 необхiдно, щоб виконувалась нерiвнiсть ϕ(DτV (X(τ), τ)) ≥ 0.

Теорема доведена.

Зауваження 2.2. Умова (2.31) має мiсце, якщо для деякого α ≥ 0 виконує-

ться конусна нерiвнiсть

DtV (X, t) + αV (X, t)
K≥ 0, X ∈ ∂It, t ≥ 0. (2.32)

Наведемо приклади застосування теореми 2.5 при побудовi iнварiантних

множин i, зокрема, конусiв типу (2.30) для деяких класiв систем.
Приклад 2.2. Розглянемо квазiлiнiйну систему

ẋ = A(x, t)x, x ∈ Rn, t ≥ 0. (2.33)

Множину (2.30) визначимо за допомогою конуса невiд’ємних векторiв K =

Rn
+ i вектор-функцiї V (x, t) = R(t)x, де R(t) — невироджена неперервно-

диференцiйовна матрична функцiя. Тодi умова (2.32) виконується, якщо для

деякої функцiї α(x, t) всi елементи матрицi

Bα(t) = Ṙ(t)R−1(t) + R(t)[A(x, t) + α(x, t)I]R−1(t)

є невiд’ємними функцiями. Останнє обмеження зводиться до вигляду

bij(x, t) ≥ 0, i 6= j, x ∈ ∂K, t ≥ 0, (2.34)

де bij(x, t) — елементи матрицi Bα(t) при α = 0. В частинному випадку R(t) ≡
I множина (2.30) є конусом K, а нерiвностi (2.34) еквiвалентнi вiдомi умови

позитивностi лiнiйних систем вiдносно K [35].
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Приклад 2.3. Розглянемо випадок, коли множину (2.30) описує функцiя

V (x, t) = xTP (t)x + qT (t)x + r(t),

де симетрична матриця P (t), вектор-функцiя q(t) i скалярна функцiя r(t) є

неперервними i диференцiйовними при t ≥ 0. Нерiвнiсть (2.32), що забезпечує

iнварiантнiсть цiєї множини для системи (2.33), має вигляд

xTPα(x, t)x + qT
α (x, t)x + rα(x, t) ≥ 0, x ∈ ∂It, t ≥ 0, (2.35)

де

Pα(x, t) = Ṗ (t) + α(x, t)P (t) + AT (x, t)P (t) + P (t)A(x, t),

qα(x, t) = q̇(t) + α(x, t)q(t) + AT (x, t)q(t),

rα(x, t) = ṙ(t) + α(x, t)r(t).

Зокрема, можна вимагати, щоб виконувались спiввiдношення Pα(x, t) ≥ 0,

qα(x, t) ≡ 0 i rα(x, t) ≥ 0, iз яких випливає iнварiантнiсть множини (2.30) в

системi (2.33).

Приклад 2.4. Для нелiнiйної системи

ẋ = f(x, t), x ∈ Rn+1, t ≥ 0, (2.36)

побудуємо умови iнварiантностi змiнного елiпсоїдального конуса It, що опи-

сується у виглядi (2.30) при умовах

V (x, t) =




xTQ(t)x

hT (t)x


 , K = R2

+,

де h(t) — власний вектор симетричної матрицi Q(t) з iнерцiєю i(Q(t)) ≡
{1, n, 0}, що вiдповiдає її єдиному додатному власному значенню.

Перевiримо умову (2.31), де

DtV (x, t) =




xT Q̇(t)x + fT (x, t)Q(t)x + xTQ(t)f(x, t)

ḣTx + hT (t)f(x, t)


 .
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Для цього достатньо використати лише два функцiонали iз K∗. Якщо ϕ(y) =

y1, то згiдно з (2.31) отримаємо обмеження

xT Q̇(t)x + fT (x, t)Q(t)x + xTQ(t)f(x, t) ≥ 0, x ∈ ∂It, t ≥ 0, (2.37)

де ∂It = {x ∈ It : xTQ(t)x = 0}. Якщо взяти ϕ(y) = y2, то приходимо до

нерiвностi

hT (t)f(0, t) ≥ 0, t ≥ 0. (2.38)

Тут враховується той факт, що iз xTQ(t)x ≥ 0 i hT (t)x = 0 випливає x = 0.

Таку властивiсть мають симетричнi матрицi iз вказаною iнерцiєю.

Умови (2.37) i (2.38) забезпечують iнварiантнiсть множини It в системi

(2.36). Умова (2.38) завжди виконується для систем з нульовим положенням

рiвноваги, тобто f(0, t) ≡ 0. Такою є, наприклад, диференцiальна система

(2.33). Згiдно з (2.32) маємо матричну нерiвнiсть

Q̇(t) + α(t)Q(t) + AT (x, t)Q(t) + Q(t)A(x, t) ≥ 0, x ∈ ∂It, t ≥ 0, (2.39)

виконання якої iз заданою неперервною функцiєю α(x, t) забезпечує iнварi-

антнiсть множини It для системи (2.33).

Нерiвнiсть (2.39) є узагальненням вiдомих умов iнварiантностi елiпсої-

дального конуса для лiнiйних систем [23, 25].

Приклад 2.5. Розглянемо лiнiйну систему




ẋ = A(t)x + B(t)u,

u̇ = C(t)x + D(t)u,
x ∈ Rn, u ∈ Rm, t ≥ 0, (2.40)

де A(t), B(t), C(t) i D(t) — матричнi функцiї вiдповiдних розмiрiв n×n, n×m,

m× n i m×m з елементами aij, bij, cij i dij. Знайдемо умови iнварiантностi

множини

It =








x

u


 : max

k
|xk| ≤ α(t) min

s
us





, (2.41)
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де α(x, t) > 0 — диференцiйовна функцiя. Ця множина є нормальним тiле-

сним конусом i може бути представлена у виглядi (2.30) з оператором

V : Rn+m × [t0,∞) → Rnm+m, V (x, u, t) =




u2
1e− x2

...

u2
me− x2

u




,

де e = α2[1, . . . , 1]T , x2 = [x2
1, . . . , x

2
n]

T . Роль конуса K в теоремi 2.5 виконує

конус невiд’ємних векторiв Rnm+m
+ .

Перепишемо умову (2.31) у виглядi

V (x, u, t)
K≥ 0, us = 0 =⇒ cT

s x + dT
s u ≥ 0, (2.42)

V (x, u, t)
K≥ 0, α2u2

s = x2
k =⇒ αα̇u2

s + α2us(c
T
s x + dT

s u)− xk(a
T
k x + bT

k u) ≥ 0,

(2.43)

де aT
k , bT

k , cT
s i dT

s — стрiчки вiдповiдних матриць, k = 1, . . . , n, s = 1, . . . , m.

В умовi (2.42) x = 0 i вона зводиться до вигляду dsj ≥ 0, j 6= s. В умовi

(2.43) |xi| ≤ |xk| = αus ≤ αuj ∀i, j. Якщо xk > 0, то (2.43) є наслiдком

спiввiдношень

αdsj − bkj ≥ 0, j 6= s,

α̇ + α(αcsk − akk) +
∑

j

(αdsj − bkj) ≥ α
∑

i 6=k

|αcsi − aki|.

Дiйсно,

αα̇u2
s + α2us(c

T
s x + dT

s u)− xk(a
T
k x + bT

k u) = αuswsk,

wsk = [α̇ + α(αcsk − akk) + αdss − bks] us+
∑

i6=k

(αcsi−aki)xi+
∑

j 6=s

(αdsj−bkj)uj ≥

≥

α̇ + α(αcsk − akk) + αdss − bks − α

∑

i6=k

|αcsi − aki|

 us +

∑

j 6=s

(αdsj − bkj)uj ≥

≥

α̇ + α(αcsk − akk) +

∑

j

(αdsj − bkj)− α
∑

i6=k

|αcsi − aki|

 us ≥ 0.

Якщо xk < 0, то iз (2.43) отримаємо обмеження на коефiцiєнти

αdsj + bkj ≥ 0, j 6= s,
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α̇− α(αcsk + akk) +
∑

j

(αdsj + bkj) ≥ α
∑

i 6=k

|αcsi + aki|,

використовуючи аналогiчнi оцiнки

wsk = [α̇− α(αcsk + akk) + αdss + bks] us+
∑

i6=k

(αcsi+aki)xi+
∑

j 6=s

(αdsj +bkj)uj ≥

≥

α̇− α(αcsk + akk) + αdss + bks − α

∑

i6=k

|αcsi + aki|

 us +

∑

j 6=s

(αdsj + bkj)uj ≥

≥

α̇− α(αcsk + akk) +

∑

j

(αdsj + bkj)− α
∑

i6=k

|αcsi + aki|

 us ≥ 0.

Отже, необхiднi та достатнi умови позитивностi системи (2.40) вiдносно

конуса (2.41) мають вигляд

αdsj ≥ |bkj|, j 6= s,

α̇± α(αcsk ∓ akk) +
∑

j

(αdsj ∓ bkj) ≥ α
∑

i6=k

|αcsi ∓ aki|,
(2.44)

де k, i = 1, n, s, j = 1,m. Для встановлення необхiдностi даних умов слiд

покласти

xk = ±α us, xi = −sign(αcsi ∓ aki)αus, i 6= k,

та розглянути наступнi випадки: 1) всi компоненти вектора u спiвпадають,

2) одна iз компонент u значно перевищує всi iншi компоненти.

Кожнiй функцiї α(t) > 0, що задовольняє систему нерiвностей (2.44), вiд-

повiдає iнварiантний конус (2.41) системи (2.40).

Зазначимо, що систему нерiвностей (2.44) можна використовувати при

побудовi керування у виглядi динамiчного компенсатора, що забезпечує по-

зитивну стабiлiзацiю системи (2.40).

Запропоновану методику побудови iнварiантних множин можна розвину-

ти для випадку диференцiальних систем вищих порядкiв.

Розглянемо диференцiальну систему (s + 1)-го порядку

X(s+1) = F (X, X(1), . . . , X(s), t), X ∈ X , t ≥ 0. (2.45)

де F : X ×· · ·×X × [0,∞) → X — оператор, що задовольняє умови iснування

та єдиностi розв’язку X(t) = X(0)(t) з початковими умовами X(i)(t0) = X
(i)
0 ∈
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Ωi, i = 0, . . . , s. Повний стан системи характеризують функцiї X(i)(t), що

задовольняють диференцiальну систему першого порядку




Ẋ0 = X1,
...

Ẋs−1 = Xs,

Ẋs = F (X0, . . . , Xs, t).

(2.46)

Тому iнварiантнi множини системи (2.45) будемо визначати у розширеному

фазовому просторi, тобто у просторi системи (2.46), у виглядi

It =

{
(X0, . . . , Xs) ∈ X × · · · × X : V (X0, . . . , Xs, t)

K≥ 0

}
, (2.47)

де V : X × · · · × X × [0,∞) → E — деякий оператор,
K≥ — нерiвнiсть, по-

роджена заданим конусом або клином K у просторi E . Множину It будемо

називати iнварiантною множиною системи (2.45), якщо її розв’язки X(t) ма-

ють наступну властивiсть:

(X
(0)
0 , . . . , X

(s)
0 ) ∈ It0 =⇒ (X(0)(t), . . . , X(s)(t)) ∈ It, t > t0 ≥ 0.

Будемо припускати, що функцiя V неперервна разом зi своїми частинними

похiдними в областi Ω0 × · · · × Ωs × [0,∞) i побудуємо оператор диференцi-

ювання DtV (X0, . . . , Xs, t) в силу системи (2.46).

Теорема 2.6. Нехай K — тiлесний конус. Тодi It є iнварiантною множиною

системи (2.45) тодi i тiльки тодi, коли при кожному t ≥ 0 виконується

умова

(X0, . . . , Xs) ∈ It, ϕ (V (X0, . . . , Xs, t)) = 0 =⇒ ϕ (DtV (X0, . . . , Xs, t)) ≥ 0,

(2.48)

де ϕ ∈ K∗.
Доведення теорем 2.6 i 2.5 аналогiчнi. Оскiльки системи (2.45) i (2.46)

еквiвалентнi, то теорему 2.6 можна вважати наслiдком теореми 2.5.

Приклад 2.6. Розглянемо диференцiальну систему другого порядку

ẍ + B(t)ẋ + A(t)x = 0, (2.49)
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де A(t) i B(t) — обмеженi матрицi. Побудуємо систему (2.46) i функцiю V ,

що описує множину It типу (2.47), у виглядi

ż = M(t)z, V (x, y, t) = zTQ(t)z,

де

M(t) =




0 I

−A(t) −B(t)


 , Q(t) =




P (t) LT (t)

L(t) R(t)


 , z =




x

y


 .

Вираховуючи вираз

DtV (x, y, t) + α V (x, y, t) = zT (Q̇ + αQ + MTQ + QM)z = zTHz,

маємо достатнi умови iнварiантностi множини It для системи (2.45) у виглядi

матричної нерiвностi

H =




Ṗ + αP − ATL− LTA L̇T + αLT − LTB − ATR + P

L̇ + αL−BTL−RA + P Ṙ + αR−BTR−RB + L + LT


 ≥ 0.

(2.50)

Тут для спрощення опущена залежнiсть вiд аргументiв всiх параметрiв.

Розглянемо випадок автономної системи i покладемо

Q =




S + BTRB BTR

RB R


 , (2.51)

де S i R — симетричнi матрицi. Тодi нерiвнiсть (2.50) набуває вигляд

H =




α(S + BTRB)− ATRB −BTRA αBTR + S − ATR

αRB + S −RA αR


 ≥ 0.

Застосуємо вiдомий критерiй невiд’ємної визначеностi блочної матрицi з не-

виродженим дiагональним блоком:



P LT

L R


 ≥ 0 ⇐⇒ R > 0, P ≥ LTR−1L.

Стосовно матрицi H отримаємо наступний результат.
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Наслiдок 2.1. Нехай R = RT < 0 i для деякого α < 0 виконується матри-

чна нерiвнiсть

α2S − α(BTS + SB)− (S − ATR)R−1(S −RA) ≤ 0. (2.52)

Тодi автономна система (2.49) має iнварiантну множину

I = {(x, y) ∈ Rn ×Rn : xT (S + BTRB)x + 2yTRBx + yTRy ≥ 0}. (2.53)

Зауваження 2.3. При умовi S < 0 завжди iснує таке α < 0, що задо-

вольняє нерiвностi (2.52). Але в цьому випадку Q < 0 i I = {0}. Якщо

i(S) = {1, n − 1, 0}, то i(Q) = {1, 2 n − 1, 0} i множина (2.53) є об’єднанням

двох протилежних елiпсоїдальних конусiв у розширеному фазовому просторi

системи (2.49). Цiкавим є також випадок, коли S = ATR + RA > 0. Тодi ви-

раз (2.52) дещо спрощується i при умовах наслiдку 2.1 за теоремою Ляпунова

необхiдно, щоб матрицi A i B були гурвiцевими.

Наслiдок 2.2. Якщо для деякої функцiї α(t) при t ≥ 0 виконуються систе-

ма нерiвностей

bsj(t) ≤ − 1

α(t)
< 0, j 6= s,

α̇(t)− α(t)
∑

j

bsj(t) ≥ |α2(t)ask(t) + 1|+ α2(t)
∑

i6=k

|asi(t)|,
(2.54)

де i, j, k, s = 1, n, то система (2.49) має iнварiантний конус

It =
{
(x, y) ∈ Rn ×Rn : max

k
|xk| ≤ α(t) min

s
ys

}
. (2.55)

Останнє твердження є наслiдком критерiю (2.44) позитивностi системи

(2.40) (див. приклад 2.5).

2.6. Iнварiантнi конуси рiзницевих систем

Побудуємо умови iнварiантностi деяких конусiв для класу рiзницевих си-

стем. Рiзницева система

zk+1 = f(zk, k), k = 0, 1, . . . , (2.56)
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має iнварiантний конус K, якщо iз z0 ∈ K випливає zk ∈ K при k > 0. Це

означає, що виконуються включення

K0 = f(K, 0) ⊂ K, Kk = f(Kk−1, k) ⊂ K, k = 1, 2, . . . .

Зокрема, необхiднi та достатнi умови iнварiантностi конуса K для лiнiйної

системи

zk+1 = Mkzk, k = 0, 1, . . . , (2.57)

зводяться до вигляду WkK ⊂ K, де Wk = MkMk−1 · · ·M0, k = 0, 1, . . . .

Розглянемо стацiонарну рiзницеву систему

zk+1 = Mzk, M =




A B

C D


 , k = 0, 1, . . . , (2.58)

де A = ‖aij‖n
1 , B = ‖bij‖n,m

1 , C = ‖cij‖m,n
1 , D = ‖dij‖m

1 . Ця система має

iнварiантний конус K лише тодi, коли MK ⊂ K.

Введемо такi позначення:

A = [a∗1, . . . , a∗n] =




aT
1∗
...

aT
n∗



, B = [b∗1, . . . , b∗m] =




bT
1∗
...

bT
n∗



,

C = [c∗1, . . . , c∗n] =




cT
1∗
...

cT
m∗



, D = [d∗1, . . . , d∗m] =




dT
1∗
...

dT
m∗



.

1. K = Kµ(α,∞). Включення MK ⊂ K означає, що

z =




x

u


 ∈ K =⇒ |aT

s∗x + bT
s∗u| ≤ α(cT

k∗x + dT
k∗u), s = 1, n, k = 1,m.

Останнi нерiвностi подамо у виглядi

(αck∗ ± as∗)Tx + (αdk∗ ± bs∗)Tu ≥ 0.

Отже,

MK ⊂ K ⇐⇒



αck∗ ± as∗

αdk∗ ± bs∗


 ∈ K∗ = Kσ(β, 1), s = 1, n, k = 1,m.
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Критерiй iнварiантностi конуса Kµ(α,∞) для системи (2.58) зводиться до

системи нерiвностей

dkj ≥ β|bsj|,
n∑

i=1
|αcki ± asi| ≤

m∑

j=1
(dkj ± βbsj), k, j = 1,m, s = 1, n. (2.59)

2. K = Kµ(α, 1). Знайдемо умови того, що

‖x‖1 ≤ µα(u) =⇒ ‖Ax + Bu‖1 ≤ µα(Cx + Du).

В наших позначеннях виконуються спiввiдношення

‖Ax + Bu‖1 ≤
n∑

k=1

(|aT
k∗x|+ |bT

k∗u|
) ≤ ‖A‖∞‖x‖1 +

n,m∑

k,j=1
|bkj|uj ≤ hTu,

hT =

[
α

m
‖A‖∞ + ‖b∗1‖1, . . . ,

α

m
‖A‖∞ + ‖b∗m‖1

]
,

‖A‖∞ =
n∑

k=1
‖ak∗‖∞.

Враховуючи, що K∗ = Kσ(β,∞), прагнемо задовольнити нерiвностi

αcT
s∗x + (αds∗ − h)Tu ≥ 0, α‖cs∗‖∞ ≤ σβ(αds∗ − h), s = 1,m.

Отже, умови iнварiантностi конуса Kµ(α, 1) для системи (2.58) мають вигляд

‖A‖∞ + β
m∑

j=1
‖b∗j‖1 + α‖cs∗‖∞ ≤

m∑

j=1
dsj,

dsj ≥ 1

m
‖A‖∞ + β‖b∗j‖1, s = 1,m, j = 1, m.

(2.60)

3. K = Kµ(α, 2). Цей конус описується в термiнах невiд’ємно визначених

матриць:

z =




x

u


 ∈ K ⇐⇒




µα(u)I x

xT µα(u)


 ≥ 0.

Тому включення MK ⊂ K означає, що

wTLkw = lTk z ≥ 0, ∀w ∈ Rn+1, z ∈ K, k = 1,m,
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де

Lk =



α(cT

k x + dT
k u)I Ax + Bu

xTAT + uTBT α(cT
k x + dT

k u)


 ≥ 0, lk =




wTPk1w
...

wTPknw

wTQk1w
...

wTQkmw




∈ K∗,

Pki =




αckiI a∗i

aT
∗i αcki


 , Qkj =




αdkjI b∗j

bT
∗j αdkj


 , i = 1, n, j = 1,m.

Належнiсть вектора l спряженому конусу K∗ = Kσ(β, 2) описується у

виглядi

l =




y

v


 ∈ K∗ ⇐⇒




σβ(v)I y

yT σβ(v)


 ≥ 0.

Тому достатньою умовою iнварiантностi конуса Kµ(α, 2) для системи (2.58) є

система матричних спiввiдношень [47]

Sk =




Qk · · · 0 Pk1
... . . . ... ...

0 · · · Qk Pkn

Pk1 · · · Pkn Qk




≥ 0, Qk = β
m∑

j=1
Qkj, k = 1,m. (2.61)

Якщо матрицi Qk невиродженi, то ця умова зводиться до вигляду

Qk > 0, Qk ≥
n∑

i=1
PkiQ

−1
k Pki, k = 1,m.

Необхiднi та достатнi умови iнварiантностi конуса Kµ(α, 2) для системи

(2.58) можуть бути представленi у виглядi (див. доведення леми 4)

lj ∈ Kµ(α, 2), Mk∆MT
k ≥ αk∆, (2.62)

де

lj =




b∗j

d∗j


 , Mk =




A β
∑
j

b∗j

αcT
k∗

∑
j

dkj


 , αk ≥ 0, j, k = 1, . . . , m.
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4. K = Kµ(α, p), p > 1. Аналогiчно, як i у випадку p = 1, маємо спiввiд-

ношення

‖Ax + Bu‖p ≤ ‖A‖p‖x‖p +
m∑

j=1
|b∗j|uj ≤ hTu,

hT =

[
α

m
‖A‖p + ‖b∗1‖p, . . . ,

α

m
‖A‖p + ‖b∗m‖p

]
,

‖A‖p = sup
‖x‖p=1

‖Ax‖p.

Враховуючи, що K∗ = Kσ(β, q), прагнемо задовольнити нерiвностi

αcT
s∗x + (αds∗ − h)Tu ≥ 0, α‖cs∗‖q ≤ σβ(αds∗ − h), s = 1,m.

Отже, умови iнварiантностi конуса Kµ(α, p) для системи (2.58) мають вигляд

‖A‖p + β
m∑

j=1
‖b∗j‖p + α‖cs∗‖q ≤

m∑

j=1
dsj,

dsj ≥ 1

m
‖A‖p + β‖b∗j‖p, s = 1,m, j = 1,m.

(2.63)

де p > 1, q > 1, αβ = 1, 1/p + 1/q = 1, ‖A‖p — узгоджена матрична норма з

векторною нормою ‖x‖p. Зокрема,

‖A‖1 = max
j

∑

i

|aij|, ‖A‖2 =


∑

i,j

a2
ij




1/2

, ‖A‖∞ = max
i

∑

j

|aij|.

Отриманi умови iнварiантностi конусiв (2.59) – (2.63) для системи (2.58)

можна узагальнити, розглянувши конуси типу

K = {z ∈ RN : zT = [xT
1 , . . . , xT

n , uT ], max
i
‖xi‖p ≤ µα(u)},

K∗ = {w ∈ RN : wT = [yT
1 , . . . , yT

n , vT ],
∑

i

‖xi‖q ≤ σβ(v)},
де xi, yi ∈ Rni, u, v ∈ Rm, N = n1 + · · · + nn + m. При цьому, як i ранiше,

рiвностi p−1+q−1 = 1 i αβ = 1 є умовами спряження конусiв K i K∗, а матриця
багатозв’язної системи (2.58) має таку блочну структуру:

M =




A11 · · · A1n B1
... . . . ... ...

An1 · · · Ann Bn

C1 · · · Cn D




,

де Aij ∈ Rni×nj , Bi ∈ Rni×m, Cj ∈ Rm×nj , D ∈ Rm×m.
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2.7. Позитивнiсть диференцiальних систем iз запiзненням

Розглянемо клас диференцiальних систем

ẋ(t) + Lx(t) = G(x(t− τ)), G(0) = 0, t ≥ t0 ≥ 0, (2.64)

де L i G — вiдповiдно лiнiйний та нелiнiйний оператори в просторi Rn, τ >

0 — стале запiзнення. Вважаємо, що виконується умова iснування єдиного

розв’язку x(t) ∈ Rn при початкових умовах

x(θ) = η(θ), t0 − τ ≤ θ ≤ t0. (2.65)

Якщо η(θ) ≡ 0, то x ≡ 0 — тривiальний розв’язок системи (2.64).

Означення 2.3. Система (2.64) називається позитивною вiдносно конуса

K ⊂ Rn×m, якщо для довiльного t0 ≥ 0 iз η(θ)
K≥ 0 при всiх θ ∈ [t0 − τ, t0]

виконується x(t)
K≥ 0 при t > t0.

Разом з системою (2.64) розглянемо лiнiйну систему без запiзнення

ẋ(t) + Lx(t) = 0, t ≥ t0 ≥ 0. (2.66)

Теорема 2.7. Диференцiальна система (2.64) позитивна вiдносно конуса

K тодi i тiльки тодi, коли для довiльних t0 ≥ 0 i t ≥ t0 виконуються

включення

e−L(t−t0)K ⊆ K, G(K) ⊆ K, (2.67)

де e−L(t−t0) — експоненцiальний оператор системи (2.66).

Доведення. Означимо послiдовнiсть tk = t0 + kτ, k = 0, 1, . . .. Тодi розв’язок

системи (2.64) при умовах (2.65) на кожному iнтервалi [tk, tk+1] задовольняє

iнтегральним спiввiдношенням

x(t) = e−L(t−tk)x(tk) +
∫ t

tk
e−L(t−θ)G(x(θ − τ))dθ, tk ≤ t ≤ tk+1. (2.68)

Справедливiсть даних спiввiдношень можна безпосередньо встановити шля-

хом дифернцiювання, використовуючи визначення експоненцiального опера-

тора як розв’язоку задачi Кошi

d

dt
e−L(t−θ) = −Le−L(t−θ), t ≥ θ. (2.69)
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Отже, якщо в (2.65) η(θ) ∈ K, то x(t) ∈ K при tk ≤ t ≤ tk+1, k = 0, 1, . . ..

Покажемо, що включення (2.67) необхiдне для позитивностi системи

(2.64). Якщо

x(θ) =





0, tk−1 ≤ θ ≤ tk − ε

η(θ), tk − ε < θ ≤ tk
,

де ε > 0, η(θ) ∈ K, то згiдно з (2.68)

x(t) = e−L(t−tk)x(tk) ∈ K, tk ≤ t ≤ tk+1 − ε.

В силу замкнутостi конуса K при ε → 0 маємо перше включення (2.67) на

iнтервалi tk ≤ t ≤ tk+1. Його виконання при довiльному t ≥ t0 є наслiдком

мультиплiкативного представлення

e−L(t−t0) = e−L(t−tk)e−L(tk−tk−1) · · · e−L(t1−t0),

де k — деяке натуральне число.

Якщо x(t0) = 0, то для деякого ξ ∈ (t0, t) маємо

x(t) = (t− t0)e
−L(t−ξ)G(x(ξ − τ)), t > t0.

Звiдси, якщо x(ξ−τ) ∈ K, то виконується включення e−L(t−ξ)G(x(ξ−τ)) ∈ K.

При цьому, якщо t → t0, то ξ → t0 i e−L(t−ξ) → E, де E — тотожний опе-

ратор. В силу замкнутостi конуса i неперервної залежностi експоненцiаль-

ного оператора i оператора G вiд своїх аргументiв, маємо G(x) ∈ K, якщо

x = x(t0 − τ) ∈ K. Отже, друге включення (2.67) також є необхiдним для

позитивностi системи (2.64).

Теорема доведена.

Теорема 2.7 узагальнює критерiй позитивностi диференцiальних систем

типу (2.64) вiдносно конуса Rn
+ [49].

Приклад 2.7. Нелiнiйна матрична система

Ẋ(t) + MTX(t) + X(t)M = BX(t− τ)BT + X(t− τ)CX(t− τ)

позитивна вiдносно конуса симетричних невiд’ємно визначених матриць K,

якщо C
K≥ 0. В даному випадку систему (2.64) описує оператор Ляпунова
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LX = MX + XMT , а оператори

e−L(t−t0)X = e−M(t−t0)Xe−MT (t−t0), G(X) = BXBT + XCX

є позитивними вiдносно конуса K.

2.8. Висновки до роздiлу

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у статтях [25, 26, 28] i

полягають у наступному:

• встановлено умови позитивностi лiнiйних диференцiальних та рiзнице-

вих систем вiдносно конусiв типу кругових, елiпсоїдальних та їх уза-

гальнень;

• розроблено методику побудови та дослiдження iнварiантних множин

диференцiальних систем у виглядi конусних нерiвностей;

• доведено необхiднi i достатнi умови позитивностi нелiнiйних диферен-

цiальних систем iз запiзненням.
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РОЗДIЛ 3

СТIЙКIСТЬ ТА СТАБIЛIЗАЦIЯ ПОЗИТИВНИХ СИСТЕМ

У даному роздiлi дослiджуються задачi стiйкостi та стабiлiзацiї позитив-

них динамiчних систем.

Пропонуються новi алгебраїчнi методи дослiдження стiйкостi лiнiйних по-

зитивних систем. Для аналiзу стiйкостi таких систем використовуються роз-

робленi у роздiлi 2 спецiальнi методи, що базуються на спектральних власти-

востях позитивних та позитивно оборотних операторiв. Пропонуються умови

стiйкостi лiнiйних диференцiальних i рiзницевих систем з iнварiантним елi-

псоїдальним конусом у виглядi матричних нерiвностей. З огляду на поняття

максимальних власних пар матричного полiнома формулюються алгебраїчнi

умови експоненцiальної стiйкостi лiнiйних диференцiальних систем довiльно-

го порядку. Методом функцiоналу Ляпунова-Красовського встановлюються

достатнi умови абсолютної стiйкостi позитивних диференцiальних систем iз

запiзненням.

Знайденi умови стiйкостi позитивних систем дозволили, зокрема, розв’я-

зувати задачу позитивної стабiлiзацiї систем вiдносно даних конусiв. Дана

задача передбачає побудову керування у виглядi зворотного зв’язку або ди-

намiчного компенсатора, що забезпечує одночасно властивостi позитивностi

та стiйкостi вiдповiдної замкнутої системи вiдносно заданого конуса.

Як наслiдок викладеного методу побудови iнварiантних множин (пiдроз-

дiл 2.5), наводиться узагальнена методика порiвняння диференцiальних си-

стем. Ця методика дозволяє порiвнювати динамiчнi властивостi двох i бiльше

двох динамiчних систем, що функцiонують у рiзних просторах.
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3.1. Алгебраїчнi умови стiйкостi лiнiйних позитивних систем

Нехай X(t) — стан деякої динамiчної системи, що функцiонує у просторi

E з конусом K.

Означення 3.1. Iзольований стан рiвноваги X ≡ 0 динамiчної системи на-

зиваємо:

а) стiйким в K, якщо для довiльних ε > 0 i t0 ≥ 0 можно вказати таке

δ > 0, що iз X0 ∈ Sδ(t0) випливає X(t) ∈ Sε(t) при t > t0, де Sε(t) = {X ∈
K : ‖X‖ ≤ ε};

б) асимптотично стiйкий в K, якщо вiн є стiйким в K та при цьому для

певного δ0 > 0 iз X0 ∈ Sδ0
(t0) випливає ‖X(t)‖ → 0 при t →∞;

Якщо стан X ≡ 0 системи з iнварiантним конусом K стiйкий (асимптоти-

чно стiйкий) за Ляпуновим, то вiн стiйкий (асимптотично стiйкий) в K.

Розглянемо лiнiйну диференцiальну систему у банаховому просторi

ż = Mz, z ∈ E , t ≥ 0, (3.1)

де M : E → E — обмежений оператор, та лiнiйну рiзницеву систему

zk+1 = Mzk, zk ∈ E , k = 0, 1, . . . , (3.2)

якi мають iнварiантний конус K.

Умови стiйкостi систем (3.1) i (3.2), позитивних вiдносно нормальних вiд-

творюючих конусiв, описуються в термiнах позитивних розв’язкiв алгебраї-

чних рiвнянь [20, 46]. Зокрема, критерiєм асимптотичної стiйкостi позитивної

системи (3.2) є включення K ⊂ (E −M)K, де E — тотожнiй оператор. Для

системи (3.1) мають мiсце наступнi твердження [46, 47].

Теорема 3.1. Позитивна система (3.1) експоненцiально стiйка тодi i

тiльки тодi, коли оператор −M позитивно оборотний: K ⊂ −MK. Якщо

K ⊂ (γE −M)K ∀γ ≥ 0, то система (3.1) експоненцiально стiйка i пози-

тивна вiдносно K.
Теорема 3.2. Якщо система (3.1) позитивна вiдносно нормального тiле-

сного конуса K, то наступнi твердження еквiвалентнi:
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1) система (3.1) експоненцiально стiйка;

2) ∀Y ∈ intK, ∃X ∈ intK : MX = −Y;

3) ∃X,Y ∈ intK : MX = −Y.

Якщо оператор M представлено у регулярному виглядi (2.5), то кожне iз

тверджень 1)–3) еквiвалентне спектральнiй умовi

4) ρ(T ) < 1, де ρ(T ) — спектральний радiус пучка операторiв T (λ) =

λL− P.

Аналогiчнi твердження можна сформулювати для системи (3.2).

Теорема 3.3. Якщо система (3.2) позитивна вiдносно нормального тiле-

сного конуса K, то наступнi твердження еквiвалентнi:

1) система (3.2) асимптотично стiйка;

2) ∀Y ∈ intK, ∃X ∈ intK : X−MX = Y;

3) ∃X,Y ∈ intK : X−MX = Y.

Можна сформулювати ряд важливих наслiдкiв теореми 3.1 i леми 2.1.

Зокрема, система (2.8) є експоненцiально стiйкою вiдносно конуса невiд’єм-

но визначених матриць тодi i тiльки тодi, коли оператор −M , означений в

(2.5), позитивно оборотний. Також можна стверджувати, що експоненцiальна

стiйкiсть системи (3.1) еквiвалентна експоненцiальнiй стiйкостi в середньому

квадратичному нульового розв’язку стохастичної системи Iто (2.9) [40, 42].

Встановимо достатнi умови експоненцiальної стiйкостi системи (3.1) у ви-

глядi позитивної оборотностi двох операторiв.

Теорема 3.4. Якщо для деякого γ0 виконуються умови

K ⊂ −MK ∩ (γ0E −M)K, γ0 >
ρ2(M)− r2(M)

2r(M)
, (3.3)

де ρ(M) — спектральний радiус оператора M , r(M) = min{|λ| : λ ∈ σ(M)},
то система (3.1) експоненцiально стiйка.

Доведення. Iз (3.3) випливає, що оператори −M−1 i (γ0E − M)−1 мають

iнварiантний конус K. Їх спектри складається iз вiдповiдних чисел −1/λ i
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1/(γ0− λ) при λ ∈ σ(M). За теоремою про спектральний радiус позитивного

оператора маємо нерiвностi

|λ| ≥ −α, |γ0 − λ| ≥ γ0 − β, λ ∈ σ(M),

де α, β ∈ σ(M) — деякi дiйснi точки спектра. Якщо 0 ≤ γ ≤ γ0, то −M
K≤

γE − M
K≤ γ0E − M i кожний оператор γE − M повинен бути позитивно

оборотним (теорема про двосторонню оцiнку позитивно оборотного оператора

[35]). Отже, в нашому випадку α i β спiвпадають i рiвнi числу −r(M).

0 g
0

r(M)

l

L
r(M)

Рис. 3.1. Λ — область розмiщення спектра σ(M).

Якщо виконується оцiнка для γ0 в (3.3), то спектр оператора M належить

деякiй областi Λ, що знаходиться злiва вiд уявної осi (рис. 3.1). Це є критерiєм

експоненцiальної стiйкостi системи (3.1).

Теорема доведена.

3.2. Застосування елiпсоїдальних конусiв в задачах стiйкостi

Розглянемо системи (3.1) i (3.2) та елiпсоїдальний конус K(Q), заданий в

(2.13).

Теорема 3.5. Нехай iснують симетрична матриця Q з iнерцiєю i(Q) =

{1, n, 0} i константи α ∈ R1 i β > 0, для яких виконуються нерiвностi

MTQ+QM ≥ αQ, MTQM ≤ βQ, hTM−1h ≤ 0, hT (MTQM)−1h ≥ 0, (3.4)
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де h — власний вектор матрицi Q, що вiдповiдає її єдиному додатному вла-

сному значенню. Тодi диференцiальна система (3.1) експоненцiально стiйка

i позитивна вiдносно конуса K(Q).

Даний результат є наслiдком теорем 2.1, 2.2 i 3.1. Аналогiчне твердження

має мiсце для системи (3.2).
Теорема 3.6. Нехай iснують симетрична матриця Q з iнерцiєю i(Q) =

{1, n, 0} i константи α > 0 i β > 0, для яких разом з (2.15) виконуються

нерiвностi

MT
1 QM1 ≤ βQ, hTM−1

1 h ≥ 0, hT
(
MT

1 QM1
)−1

h ≥ 0, (3.5)

де M1 = I −M . Тодi рiзницева система (3.2) асимптотично стiйка i пози-

тивна вiдносно конуса K(Q).

Приклад 3.1. Розглянемо диференцiальне рiвняння третього порядку

d3ω

dt3
+ (4− a)

d2ω

dt2
+ (5− a)

dω

dt
− 5aω = 0,

де a — дiйсний параметр. Дане рiвняння представляється у виглядi системи

лiнiйних диференцiальних рiвнянь

ż = Mz, z =




ω

ω̇

ω̈



, M =




0 1 0

0 0 1

5a 4a− 5 a− 4



, (3.6)

Оскiльки σ(M) = {−2 ± i, a}, то система має iнварiантний елiпсоїдальний

конус K(Q) лише тодi, коли α(M) = a ∈ σ(M).

Разом з матричною нерiвнiстю (2.18) розглянемо матричне рiвняння

MTQ + QM − αQ = I. (3.7)

Згiдно з теоремою iнерцiї його розв’язок повинен задовольняти умови

i+α (M) = i+(Q), i−α (M) = i−(Q), i0(Q) = 0,

де i+α (M) (i−α (M)) — кiлькiсть власних значень матрицi M , розташованих

справа (злiва) вiд прямої 2Re λ = α. Будемо вважати, що α = a − 2, тодi

i(Q) = {1, 2, 0}.
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Якщо a = −1, то α = −3 i з рiвняння (3.7) отримуємо

Q =




27 17 8

17 −3.8 1.2

8 1.2 0.2



, h =




0.89719

0.38737

0.21211



, i(Q) = {1, 2, 0}.

Розв’язуючи систему нерiвностей (3.4) вiдносно a, α i β при знайдених Q

i h, отримуємо a = −0.81697, α = −2.9682, β = 1.07585. Отже, виконую-

ться умови теореми 3.5, при яких система (3.6) експоненцiально стiйка i має

iнварiантний конус K(Q).

3.3. Умови стiйкостi позитивних диференцiальних систем вищих

порядкiв

Розглянемо диференцiальну систему s-го порядку

A0x(t) + A1x
(1)(t) + . . . + Asx

(s)(t) = 0, x(i)(0) = x
(i)
0 , i = 0, s− 1, (3.8)

де x(t) ∈ Rn — вектор фазових координат, t ≥ 0, Ai ∈ Rn×n — коефiцiєнти

регулярного матричного полiнома F (λ) = A0 +λA1 + · · ·+λsAs. Повний стан

системи (3.8) характеризує вектор-функцiя y(t), що є розв’язком диференцi-

альної системи першого порядку

Ay(t) = Bẏ(t), y(0) = y0, t ≥ 0, (3.9)

де

A =




−A0 0 . . . 0

0 I . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . I




, B =




A1 . . . As−1 As

I . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . I 0




, y(t) =




x(t)

x(1)(t)
...

x(s−1)(t)




.
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Тому iнварiантнi множини i властивостi позитивностi даної системи вiдносно

конусiв будемо визначати у фазовому просторi Rns:

y(0) =




x(0)

x(1)(0)
...

x(s−1)(0)




∈ K̂ =⇒ y(t) =




x(t)

x(1)(t)
...

x(s−1)(t)




∈ K̂, K̂ =




K0

K1
...

Ks−1




, t ≥ 0.

При цьому значення x(t) будуть належати множинi K0.

Нехай (U, T ) — довiльна (права) власна пара матричного полiнома F (λ),

що визначається з умов [21]

A0T + A1TU + · · ·+ AsTU s = 0, rang E = m, E =




T

TU
...

TU s−1




, (3.10)

де T ∈ Cn×m, U ∈ Cm×m. Тодi спектр матрицi U є пiдмножиною спектра σ(F )

матричного полiнома F (λ). Вiдомо також, що (U, T ) є власною парою F (λ)

тодi i тiльки тодi, коли (U,E) — власна пара лiнiйного пучка L(λ) = A−λB,

тобто

AE = BEU, rang E = m. (3.11)

Зазначимо, що спектри σ(L) i σ(F ) спiвпадають.

Власну пару (U, T ) матричного полiнома F (λ) будемо називати макси-

мальною, якщо у спiввiдношеннях (3.10) число m набуває максимально мо-

жливого значення. Якщо (U, T ) — максимальна власна пара матричного по-

лiнома F (λ), то m спiвпадає з кiлькiстю власних значень F (λ), враховуючи

кратностi.

Лема 3.1. Власна пара (U, T ) матричного полiнома F (λ) є максимальною

тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

rang [F (λ), Φ(λ)] ≡ n, Φ(λ) =
s∑

i=1
λi−1

s∑

j=i

AjTU j−i, λ ∈ σ(F ). (3.12)
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Доведення. Нехай (U, T ) — максимальна власна пара матричного полiнома

F (λ). Тодi (U,E) є максимальною власною парою пучка L(λ). Використаємо

канонiчну форму Кронекера регулярного пучка [39] i структуру матрицi E в

(3.11):

P (A− λB)Q =




J − λI 0

0 I − λN


 , E = Q




R

0


 , JR = RU, (3.13)

де J ∈ Cm×m, σ(J) = σ(L), P i Q — невиродженi матрицi, N — нiльпотен-

тна матриця, всi елементи якої нульовi за виключенням можливо одиниць,

розмiщених на головнiй наддiагоналi. У нашому випадку R є квадратною

невиродженою матрицею i неважко встановити тотожнiсть

rang [A− λB,BE] ≡ ns, λ ∈ C1,

яка за допомогою еквiвалентних блочних перетворень зводиться до вигляду

(3.12).

Умови (3.12) можна переписати у виглядi

vTF (λ) = 0, v 6= 0 =⇒ vTΦ(λ) 6= 0, λ ∈ σ(F ),

а матричне рiвняння в (3.10) еквiвалентне тотожностi

F (λ)T ≡ Φ(λ)(λI − U), λ ∈ C1.

Нехай vT — лiвий власний вектор матричного полiнома F (λ), що вiдповiдає

власному значенню λ ∈ σ(F ). Тодi iз останньої тотожностi при умовах (3.12)

випливає, що uT = vTΦ(λ) є лiвим власним вектором матрицi U , що вiдпо-

вiдає її власному значенню λ ∈ σ(U). Це означає, що (U, T ) — максимальна

власна пара матричного полiнома F (λ).

Лема доведена.

Наступне твердження може бути корисним для чисельного знаходження

власних пар матричного полiнома.

Лема 3.2. Якщо n×m-матрицi R0, . . . , Rs задовольняють умови

A0R0 + A1R1 + · · ·+ AsRs = 0, (3.14)



63

rang S0 = rang [S0, S1] = m ≤ sn, S0 =




R0
...

Rs−1



, S1 =




R1
...

Rs



, (3.15)

то матрицi

U = (ST
0 S0)

−1ST
0 S1, T = R0, (3.16)

складають власну пару матричного полiнома F (λ), тобто задовольняють

спiввiдношення (3.10).

Доведення. При умовах (3.15) iснує єдиний розв’язок рiвняння S0U = S1, що

визначений в (3.16). При цьому S0 спiвпадає з E, а матричне рiвняння (3.14)

зводиться до вигляду (3.10).

Лема доведена.
Лема 3.3. Нехай (U, T ) — власна пара матричного полiнома F (λ). Тодi

K̂ = EK є iнварiантною множиною системи (3.8) тодi i тiльки тодi, коли

K — iнварiантна множина системи

ż = Uz, z(0) = z0, t ≥ 0. (3.17)

Зокрема, система (3.8) позитивна вiдносно конуса K̂ = EK лише тодi, коли

система (3.17) позитивна вiдносно конуса K.
Доведення. Будуємо розв’язок системи (3.9) у виглядi y(t) = Ez(t). Врахо-

вуючи (3.11) i (3.13), маємо спiввiдношення

BE(ż − Uz) = 0, BE = P−1




R

0


 .

Оскiльки rang (BE) = rang E = m, то y(t) є розв’язком системи (3.9) тодi i

тiльки тодi, коли z(t) задовольняє (3.17). Тому система (3.9) (а разом з нею

i (3.8)) має iнварiантний конус типу EK лише тодi, коли K є iнварiантним

конусом системи (3.17).

Лема доведена.

Наступне твердження є наслiдком теореми 3.1 i того факту, що макси-

мальна власна пара матричного полiнома повнiстю визначає його спектр,

тобто σ(U) = σ(F ).
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Теорема 3.7. Нехай (U, T ) — максимальна власна пара матричного полi-

нома F (λ) така, що система (3.17) позитивна вiдносно нормального тiле-

сного конуса K. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

1) система (3.8) експоненцiально стiйка;

2) Re λ < 0 ∀λ ∈ σ(U);

3) K ⊂ −UK;
4) ∃ z0 ∈ intK : Uz0 ∈ −intK.

Сформулюємо достатнi умови позитивностi i експоненцiальної стiйкостi

системи (3.8). Припустимо, що виконується включення

BK̂ ⊂ (γB − A) K̂ ∀γ ≥ 0, (3.18)

де K̂ ⊂ Rns — деяка множина. Тодi згiдно з (3.13) маємо такi включення:

K̂1 ⊂ (γI − J) K̂1, − (N + γN 2 + · · ·+ γν−2N ν−1) K̂2 ⊂ K̂2,

де K̂ = Q1K̂1 + Q2K̂2, Q = [Q1, Q2], ν — iндекс нiльпотентностi матрицi

N . Множина K̂ буде iнварiантною для системи (3.9) лише тодi, коли K̂2 =

{0}. Якщо K̂1 — нормальний вiдтворюючий конус, то за теоремою 3.1 перше

включення забезпечує позитивнiсть вiдносно K̂1 i експоненцiальну стiйкiсть

системi ż = Jz. В цьому випадку система (3.9) експоненцiально стiйка i має

iнварiантну множину K̂ = Q1K̂1, що є конусом розмiрностi dim K̂ = m лише

тодi, коли K̂1 — вiдтворюючий конус. Аналогiчну структуру має множина

K̂ = M ν
αK = Q1(αI − J)−νK1, де Mα = (αB − A)−1B, K = Q1K1 + Q2K2,

α /∈ σ(F ). Зокрема, можна покласти α = 0.

На основi теореми 3.4 i наведених мiркувань маємо наступнi твердження.

Теорема 3.8. Якщо для деякого γ0 виконуються умови

BK̂ ⊂ −AK̂ ∩ (γ0B − A)K̂, γ0 >
ρ2(F )− r2(F )

2r(F )
, (3.19)

де ρ(F ) = max{|λ| : λ ∈ σ(F )}, r(F ) = min{|λ| : λ ∈ σ(F )}, K̂ = M ν
αK —

нормальний конус розмiрностi m, то система (3.8) експоненцiально стiйка.
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Теорема 3.9. Якщо для деякої максимальної власної пари (U, T ) матри-

чного полiнома F (λ) виконується включення

K ⊂ (γI − U)K ∀γ ≥ 0, (3.20)

де K — нормальний вiдтворюючий конус, то система (3.8) експоненцiально

стiйка i має iнварiантний конус K̂ = EK.
Зауважимо, що включення (3.20) випливає iз (3.18), якщо покласти K̂ =

EK = Q1RK i врахувати рiвнiсть JR = RU .

Приклад 3.2. Розглянемо диференцiальну систему другого порядку

A0x + A1ẋ + A2ẍ = 0, (3.21)

де

A0 =




8 1

−9 1


 , A1 =




4 1

−4 1


 , A2 =




1 0

0 0


 .

Їй вiдповiдає матричний квадратичний пучок

F (λ) = A0 + λA1 + λ2A2 =




λ2 + 4λ + 8 λ + 1

−4λ− 9 λ + 1


 ,

спектр якого σ(F ) = {−4 ± i, −1}. Використовуючи в системi MATHCAD

конструкцiю "Given ... Find", знайдено максимальну власну пару цього пучка

U =




−1.525 0.53 0

0.688 −3.686 1.595

3.448 0 −3.79



, T =



−0.13 0.26 −0.103

3.299 1.309 −0.073


 .

Позадiагональнi елементи матрицi U невiд’ємнi, а її обернена

U−1 =




−0.822 −0.118 −0.05

−0.476 −0.34 −0.143

−0.748 −0.108 −0.309




K≤ 0,

де K = R3
+ — конус невiд’ємних векторiв.
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Отже, виконуються умови теореми 3.7 i система (3.21) експоненцiально

стiйка. Бiльше того, згiдно з лемою 3.2 вона має iнварiантний конус

K̂ =



K0

K1


 , K0 = TK, K1 = TUK. (3.22)

На основi теореми 3.5 знайдено максимальну власну пару (U, T ) квадра-

тичного пучка F (λ) i параметри елiпсоїдального конуса K(Q) ⊂ R3, що за-

довольняють теорему 3.7. Систему нерiвностей

UTQ + QU ≥ αQ, UTQU ≤ βQ, hTU−1h ≤ 0, hT (UTQU)−1h ≥ 0

задовольняють наступнi значення параметрiв:

U =




−1.67 0.479 0.037

0.071 −3.343 1.028

7.627 0.245 −3.987



, T =




0.148 0.022 −0.066

2.208 0.395 −0.027


 ,

Q =




27 17 8

17 −3.8 1.2

8 1.2 0.2



, h =




0.897

0.387

0.212



, α = −2.96, β = 1.115.

Тут (U, T ) є максимальною власною парою F (λ), i(Q) = {1, 2, 0}, а h —

власний вектор матрицi Q, що вiдповiдає її єдиному додатному власному

значенню.

Отже, згiдно з теоремою 3.7 система (3.21) експоненцiально стiйка i має

iнварiантний конус типу (3.22), де K = K(Q) — елiпсоїдальний конус.

3.4. Абсолютна стiйкiсть позитивних диференцiальних систем iз

запiзненням

Розглянемо клас диференцiальних систем

ẋ(t) + Lx(t) = G(x(t− τ)), G(0) = 0, t ≥ t0 ≥ 0, (3.23)

де L i G — вiдповiдно лiнiйний та нелiнiйний оператори в просторi Rn, τ >

0 — стале запiзнення. Вважаємо, що виконується умова iснування єдиного
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розв’язку x(t) ∈ Rn при початкових умовах

x(θ) = η(θ), t0 − τ ≤ θ ≤ t0. (3.24)

Якщо η(θ) ≡ 0, то x ≡ 0 — тривiальний розв’язок системи (3.23).

Означення 3.2. Розв’язок x ≡ 0 системи (3.23) називається:

а) стiйкий за Ляпуновим, якщо для довiльних ε > 0 i t0 ≥ 0 iснує δ =

δ(ε, t0) > 0 таке, що, як тiльки ‖x0‖τ < δ, то ‖x(t)‖ < ε при всiх t > t0, де

‖x0‖τ = max
t0−τ≤θ≤t0

‖x(θ)‖, x0 = x(t0).

б) асимптотично стiйким, якщо вiн стiйкий за Ляпуновим i для довiльного

t0 ≥ 0 iснує δ = δ(t0) > 0 таке, що для всiх розв’язкiв x(t) системи (3.23), для

яких ‖x0‖τ < δ, виконується lim
t→∞ ‖x(t)‖ = 0.

в) абсолютно стiйким, якщо вiн асимптотично стiйкий при довiльному

τ ≥ 0.

Означення 3.3. Лiнiйний функцiонал ϕ називається рiвномiрно позитив-

ним, якщо для деякого γ > 0 виконується нерiвнiсть ϕ(x) ≥ γ‖x‖, x ≥ 0.

Теорема 3.10. Нехай виконуються умови

e−L(t−t0)x
K≥ 0, 0

K≤ G(x)
K≤ Px, x ∈ K, (3.25)

де P — лiнiйний позитивний оператор, та iснують лiнiйнi рiвномiрно по-

зитивнi функцiонали ϕ, ψ ∈ K∗, якi задовольняють рiвняння

M ∗ϕ = ψ, M = L− P. (3.26)

Тодi розв’язок x ≡ 0 системи (3.23) абсолютно стiйкий.

Доведення. Згiдно з теоремою 2.7 система (3.23) при умовах (3.25) є позитив-

ною. Побудуємо функцiонал Ляпунова-Красовського

V (xt) = ϕ(x(t)) +
∫ 0

−τ
ϕ (G(x(t + θ))) dθ, (3.27)

де xt(θ) = x(t + θ), ϕ ∈ K∗. Вираз (3.27) є узагальненням функцiонала

Ляпунова-Красовського, запропонованого в роботi [49] у випадку конуса Rn
+.
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Зауважимо, що для довiльного позитивного функцiоналу виконується

оцiнка [35]

γ−‖x‖ ≤ ϕ(x) ≤ γ+‖x‖, x ∈ K,

де γ± > 0 — деякi константи, що не залежать вiд x. Тому має мiсце нерiвнiсть

V (η) ≥ ϕ(η(0)) ≥ γ−‖η(0)‖.
Похiдна функцiоналу (3.27) на розв’язках системи (3.23), враховуючи

(3.25) i (3.26), задовольняє спiввiдношенням

V̇ (xt) = ϕ(−Lx(t) + G(x(t))) ≤ ϕ− (Mx(t)) = −ψ(x(t)) ≤ −γ‖x(t)‖,

де γ > 0. Отже, позитивна диференцiальна система (3.23) є асимптотично

стiйкою для довiльного τ ≥ 0 [107].

Теорема доведена.

Теорема 3.10 узагальнює критерiй абсолютної стiйкостi диференцiальних

систем типу (3.23), позитивних вiдносно конуса Rn
+ [49].

Нехай конуси K та K∗ є тiлесними у вiдповiдних просторах. При умо-

вах теореми 3.10 оператор M ∗ повинен бути позитивно оборотним, причому

(M−1)∗ = (M ∗)−1. Тому при побудовi критерiїв абсолютної стiйкостi лiнiйної

системи

ẋ(t) + Lx(t) = Px(t− τ), t ≥ t0 ≥ 0. (3.28)

замiсть рiвняння (3.26) можна розглядати аналогiчне рiвняння з оператором

M .

Теорема 3.11. Для позитивної системи (3.28) вiдносно тiлесного конуса

K наступнi твердження еквiвалентнi:

1) розв’язок X ≡ 0 системи (3.28) абсолютно стiйкий;

2) оператор M = L− P позитивно оборотний;

3) iснують X,Y ∈ intK, якi задовольняють рiвняння MX = Y ;

4) Reλ ≤ α < 0 ∀λ ∈ σ(M).

Зауваження 3.1. Якщо PK ⊆ K ⊆ LK, то в теоремi 3.11 кожне з тверджень

1)–4) є еквiвалентним твердженню (див. також теорему 3.2)

5) ρ(T ) < 1, де ρ(T ) — спектральний радiус лiнiйного пучка T (λ) = λL−P.
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Приклад 3.3. Лiнiйна диференцiальна система

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− τ), x ∈ Rn (3.29)

є позитивною вiдносно конуса невiд’ємних векторiв K = Rn
+ тодi i тiльки тодi,

коли позадiагональнi елементи матрицi A i всi елементи матрицi B невiд’ємнi

[49]. Абсолютна стiйкiсть розв’язку x ≡ 0 системи (3.29) еквiвалентна сумi-

сностi системи нерiвностей (A + B)x
K
< 0

K
< x.

Приклад 3.4. Лiнiйна матрична система

Ẋ(t) + AX(t) + X(t)AT = BX(t− τ)BT , X = XT (3.30)

позитивна вiдносно конуса симетричних невiд’ємно визначених матриць K. В

даному випадку експоненцiальний оператор eL(t−t0)X = eA(t−t0)XeAT (t−t0) лi-

нiйної системи (3.23) без запiзнення з оператором Ляпунова LX = AX+XAT

та оператор G(X) = BXBT є позитивними вiдносно конуса K. Нульовий

розв’язок позитивної системи (3.30) абсолютно стiйкий, якщо для деякої ма-

трицi Y = Y T > 0 матричне алгебраїчне рiвняння

AX + XAT −BXBT = Y

має розв’язок X = XT > 0.

3.5. Задачi позитивної стабiлiзацiї систем.

Розглянемо систему керування

Ẋ = F (X,U, t), X ∈ X , t ≥ t0, (3.31)

де X – стан системи, а керування U може формувати динамiчний компенса-

тор

U̇ = G(X, U, t), U ∈ U , t ≥ t0, (3.32)

або мати вигляд зворотного зв’язку по вимiрному виходу

U = L(Y, t), Y = H(X, t), U ∈ U , Y ∈ Y . (3.33)
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Якщо H – тотожний оператор, то в (3.33) вимiрюється весь вектор стану X .

У випадку лiнiйних операторiв L i H зворотний зв’язок (3.33) називається

лiнiйним.

Означення 3.4. Систему (3.31) будемо називати позитивно керованою вiд-

носно конуса K ∈ X (K ∈ E = X ⊕ U), якщо iснує керування (3.32) ((3.33)),

при якому вiдповiдна замкнута система має даний iнварiантний конус.

Означення 3.5. Систему (3.31) будемо називати позитивно стабiлiзованою

вiдносно конуса K ∈ X (K ∈ E = X ⊕ U), якщо iснує керування (3.32)

((3.33)), при якому вiдповiдна замкнута система асимптотично стiйка i має

даний iнварiантний конус.

Аналогiчно визначаються поняття монотонної керованостi i стабiлiзацiї

системи (3.31) за допомогою керувань (3.32) i (3.33), при цьому замiнюючи

вимогу iнварiантностi конуса K властивiстю монотонностi замкнутої системи

вiдносно даного конуса.

Розглянемо лiнiйну диференцiальну систему

ẋ = Ax + Bu, x ∈ Rn, u ∈ Rm. (3.34)

Будемо шукати керування у виглядi зворотного зв’язку

u = Ly, y = Cx, y ∈ Rr. (3.35)

Тут A, B i C — вiдомi матрицi вiдповiдно розмiрiв n×n, n×m i r×m. Невiдома

матриця коефiцiєнтiв пiдсилення L лiнiйного зворотного зв’язку по виходу,

що забезпечує системi властивостi асимптотичної стiйкостi та позитивностi

вiдносно елiпсоїдального конуса K(Q), визначається iз системи матричних

нерiвностей

(A + BLC)TQ + Q(A + BLC) ≥ αQ, (A + BLC)TQ(A + BLC) ≤ βQ,

hT (A + BLC)−1h ≤ 0, hT [(A + BLC)TQ(A + BLC)]−1h ≥ 0,

(3.36)

де α ∈ R1 i β > 0, а h — власний вектор матрицi Q, що вiдповiдає її єдино-

му додатному власному значенню. Умови (3.36), якi забезпечують позитивну

стабiлiзацiю системи (3.34) випливають з теореми 3.5.
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Розглянемо керування у виглядi динамiчного компенсатора

u̇ = Cx + Du. (3.37)

Тодi систему рiвнянь (3.34), (3.37) можна записати у виглядi

ż = Mz, M =




A B

C D


 , z =




x

u


 , (3.38)

де A = ‖aij‖n
1 , B = ‖bij‖n,m

1 , C = ‖cij‖m,n
1 , D = ‖dij‖m

1 . Ця система є позитив-

ною вiдносно конуса Kµ(α,∞) тодi i тiльки тодi, коли виконується система

нерiвностей (див. приклад 2.5)

αdsj ≥ |bkj|, j 6= s,

±α(αcsk ∓ akk) +
∑

j

(αdsj ∓ bkj) ≥ α
∑

i6=k

|αcsi ∓ aki|,
(3.39)

де k, i = 1, n, s, j = 1,m. При цьому замкнута система (3.38), згiдно з теоре-

мою 3.1, асимптотично стiйка, якщо матриця

−



A B

C D




−1

=




Â B̂

Ĉ D̂




зберiгає конус Kµ(α,∞), тобто має мiсце включення −Kµ(α,∞) ⊂
MKµ(α,∞). Для цього достатньо, щоб виконувалась система нерiвностей

(пiдроздiл 2.5)

αd̂sj ≥ |b̂kj|,
∑

i

|αĉsi± âki| ≤
∑

j

(d̂sj±βb̂kj), k, i = 1, n, s, j = 1,m, (3.40)

де âij, b̂ij, ĉij i d̂ij — вiдповiдно елементи матриць Â, B̂, Ĉ i D̂, якi, врахо-

вуючи формули Фробенiуса обертання блочної матрицi [39], задовольняють

наступним спiввiдношенням

Â = −S−1, B̂ = S−1BD−1, Ĉ = D−1CS−1,

D̂ = −D−1 −D−1CS−1BD−1, S = A−BD−1C.

У спiввiдношеннях (3.39), (3.40) параметри α i β задовольняють умови (2.27).
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Отже, метод побудови стабiлiзуючого керування у виглядi динамiчного

компенсатора для системи (3.38) зводиться до розв’язання системи нерiвно-

стей (3.39), (3.40) вiдносно елементiв невiдомих матриць C i D. Побудову

такого керування можна здiйснювати також в термiнах позитивних розв’яз-

кiв алгебраїчних рiвнянь. Для того, щоб система (3.38) була позитивно ста-

бiлiзованою необхiдно i достатньо, щоб разом з (3.39) виконувалось одне з

тверджень теореми 3.2.

Аналогiчно, для стацiонарної рiзницевої системи

xk+1 = Axk + Buk, xk ∈ Rn, uk ∈ Rm, k = 0, 1, . . . ,

можна побудувати стабiлiзуюче керування у виглядi динамiчного компенса-

тора

uk+1 = Cxk + Duk, k = 0, 1, . . . ,

вiдносно конусiв типу Kµ(α, p). Вiдповiдно до цього розглянемо рiзницеву

систему

zk+1 = Mzk, M =




A B

C D


 , k = 0, 1, . . . , (3.41)

Вiдомо, що дана система буде асимптотично стiйкою вiдносно деякого конуса

K, якщо виконуються включення MK ⊂ K i (I−M)−1K ⊂ K. Використавши

умови iнварiантностi конусiв типу Kµ(α, p) (пiдроздiл 2.4) для системи (3.41),

можна отримати системи алгебраїчних нерiвностей для знаходження елемен-

тiв невiдомих матриць керування C i D. Можна також шукати матрицi C i

D в термiнах позитивних розв’язкiв алгебраїчних рiвнянь (див. теорему 3.3).

Приклад 3.5. Розглянемо лiнiйну диференцiальну систему (3.34)-(3.35) з

матрицями

A =




0 1 0

0 0 1

−5 −9 −5



, B =




1 0

1 0

0 1



, C = I.
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Систему нерiвностей (3.36) задовольняють наступнi значення параметрiв

Q =




27 17 8

17 −3.8 1.2

−8 1.2 0.2



, h =




0.8971

0.3873

0.2121



, α = −2.9, β = 2,

L =




0.0294 0.0083 0.0659

0.0977 0.1131 −0.3064


 .

Тут i(Q) = {1, 2, 0}, а h — власний вектор матрицi Q, що вiдповiдає її єди-

ному додатному власному значенню. Спектр вiдповiдної замкнутої системи

має вигляд {−2.2250± 0.9859i, −0.8186}.
Отже, система (3.34)-(3.35) є позитивно стабiлiзованою вiдносно елiпсої-

дального конуса K(Q).

Розглянемо диференцiальну систему другого порядку

Ax + Bẋ + Cẍ = Fu, u = −L0x− L1ẋ, (3.42)

де A,B,C ∈ Rn×n, F ∈ Rn×m, L0, L1 ∈ Rm×n.

Перепишемо систему (3.42) у виглядi

ż = Mz, M =




0 I

−C−1(A + FL0) −C−1(B + FL1)


 , z =




x

ẋ


 . (3.43)

Оскiльки

−M−1 =




(A + FL0)
−1(B + FL1) (A + FL0)

−1C

−I 0


 ,

то умови позитивностi матрицi −M−1 вiдносно конусiв R2n
+ та Kµ(α,∞) не

виконуються. Тому теорему 3.4 для вказаних конусiв застосувати не можна.

Введемо перетворення z = Tw, де T — невироджена матриця. Тодi систе-

ма (3.43) набуває вигляду

ẇ = M̂w, M̂ = T−1MT. (3.44)

Зрозумiло, що система (3.43) стiйка i позитивна вiдносно конуса K = T K̂ ли-

ше тодi, коли перетворена система (3.44) також стiйка i позитивна вiдносно
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конуса K̂. Тому в задачi позитивної стабiлiзацiї системи (3.42) разом з ма-

трицями керування L0 i L1 необхiдно шукати матрицю перетворення T для

заданого конуса K̂.

3.6. Задачi порiвняння та впорядкування динамiчних систем.

Розглянемо сiмейство незалежних систем

(Si) : Ẋi = Fi(Xi, t), Xi ∈ Xi, t ≥ 0, i = 1, s. (3.45)

Для спрощення запису введемо наступнi позначення:

X = (X1, . . . , Xs), F (X, t) = (F1(X1, t), . . . , Fs(Xs, t)), X = X1 × · · · × Xs.

Нехай E — деякий простiр, що мiстить конус K, i задано оператор W :

X × [0,∞) → E . Припустимо, що кожнiй початковiй умовi X(t0) = X0 ∈ Ω

вiдповiдає єдиний розв’язок X(t) сiмейства систем (3.45) в деякiй областi

Ω ⊂ X при t ≥ t0 ≥ 0, а W (X, t) є неперервною функцiєю разом зi своїми

частинними похiдними в областi Ω̂ = Ω×[0,∞). Крiм того, доцiльно вважати,

що оператор W не є всюди позитивним вiдносно K.

Означення 3.6. Системи (3.45) називаємо порiвнянними, якщо для довiль-

ного t0 ≥ 0 виконується умова

W (X(t0), t0)
K≥ 0 =⇒ W (X(t), t)

K≥ 0, t > t0. (3.46)

При цьому W є оператором порiвняння даних систем.

Побудуємо оператор диференцiювання DtW (X, t) в силу систем (3.45) i

сформулюємо наступний результат.

Теорема 3.12. Нехай K — тiлесний конус. Тодi системи (3.45) є порiвнян-

ними тодi i тiльки тодi, коли при кожному t ≥ 0 виконується умова

W (X, t)
K≥ 0, ϕ ∈ K∗, ϕ (W (X, t)) = 0 =⇒ ϕ (DtW (X, t)) ≥ 0. (3.47)

Останнє твердження є очевидним наслiдком теореми 2.5.
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Сформулюємо основнi твердження вiдомого принципу порiвняння для

двох i трьох систем з нульовими положеннями рiвноваги, якi можна вважати

наслiдками теореми 3.12.

Нехай спочатку s = 2. Покладемо W (X, t) = X2 − V (X1, t), де V : X1 ×
[0,∞) → X2 — всюди позитивний оператор вiдносно нормального тiлесного

конуса K ⊂ X2. Тодi iз конусної нерiвностi

DtV (X1, t)
K≤ F2(V (X1, t), t) (3.48)

i належностi F2 класу квазiмонотонних операторiв F ∈ F , що визначається

умовою (2.2), випливає наступна властивiсть розв’язкiв систем:

0
K≤ V (X1(t0), t0)

K≤ X2(t0) =⇒ 0
K≤ V (X1(t), t)

K≤ X2(t), t > t0 ≥ 0.

Це означає, що виконується умова (3.46), тобто системи (3.45) є порiвнянними

в сенсi означення 3.6.

Припустимо, що оператор порiвняння V має додатковi властивостi

V (0, t) ≡ 0, ‖V (X, t)‖ ≥ v(X) > 0, X 6= 0, t ≥ 0, (3.49)

де v(x) ≥ 0 — неперервна функцiя така, що v(0) = 0 i v(X) ≤ v(Y ) =⇒
‖X‖ ≤ ‖Y ‖. Тодi виконується наступне твердження [28].

Теорема 3.13. Нехай всюди позитивний оператор V задовольняє спiввiд-

ношення (3.48), (3.49), причому, F2 ∈ F , F1(0, t) ≡ F2(0, t) ≡ 0. Тодi розв’я-

зок X1 ≡ 0 системи (S1) стiйкий (асимптотично стiйкий) за Ляпуновим,

якщо стiйкий (асимптотично стiйкий) в K розв’язок X2 ≡ 0 системи (S2).

Розглянемо випадок s = 3 i побудуємо оператор порiвняння у блочному

виглядi

W (X, t) = [V (X2, t)−X1, X3 − V (X2, t)],

де V : X2 × [0,∞) → X1 — деякий оператор. Нехай простори X1 i X3 спiвпа-

дають i мiстять нормальний тiлесний конус K1. Тодi, якщо F1 ∈ F , F3 ∈ F i

виконуються конуснi нерiвностi типу

F1(V (X2, t), t)
K1≤ DtV (X2, t)

K1≤ F3(V (X2, t), t), (3.50)
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то розв’язки системи (S2) можна порiвняти з розв’язками систем (S1) i (S3)

у виглядi

X1(t0)
K1≤ V (X2(t0), t0)

K1≤ X3(t0) =⇒ X1(t)
K1≤ V (X2(t), t)

K1≤ X3(t), t > t0 ≥ 0.

Це означає, що виконується умова (3.46) з конусомK = K1×K1, тобто системи

(3.45) є порiвнянними в сенсi означення 3.6. Легко бачити, що в цьому випад-

ку умова (3.47) теореми 3.12 є наслiдком спiввiдношень (3.50) i F1, F3 ∈ F .

Тому теорема 3.12 узагальнює вiдомий принцип порiвняння диференцiальних

систем. При умовi (3.46) система (S1) є нижньою, а система (S3) — верхньою

системою порiвняння для системи (S2) [18, 64].

Теорема 3.14. Нехай оператор V задовольняє спiввiдношення (3.49), (3.50),

причому, F1 ∈ F , F3 ∈ F i Fi(0, t) ≡ 0, i = 1, 3. Тодi розв’язок X2 ≡ 0 си-

стеми (S2) стiйкий (асимптотично стiйкий) за Ляпуновим, якщо стiйкий

(асимптотично стiйкий) в −K1 розв’язок X1 ≡ 0 системи (S1) i стiйкий

(асимптотично стiйкий) в K1 розв’язок X3 ≡ 0 системи (S3).

Можна сформулювати задачi впорядкування i виявлення домiнуючої (у

певному розумiннi) системи сiмейства s ≥ 2 незалежних систем у виглядi

загальної задачi порiвняння. Дiйсно, розглянемо блочний оператор

W (X, t) =
[

V2(X2, t)− V1(X1, t), . . . , Vs(Xs, t)− Vs−1(Xs−1, t)
]
, (3.51)

де Vi : Xi× [0,∞) → E1 — деякi оператори, i = 1, s. Нехай простiр E1 мiстить

конус K1 i виконується властивiсть порiвняння систем (3.46), де K = K1 ×
· · · × K1. Тодi розв’язки сiмейства систем (3.45) впорядкованi у виглядi

V1(X1(t), t)
K1≤ V2(X2(t), t)

K1≤ · · · K1≤ Vs(Xs(t), t), t > t0, (3.52)

при умовi, що дане впорядкування виконується в початковий момент t = t0.

Зокрема, якщо Vi(Xi, t) = ‖Xi‖Xi
— норма у просторi Xi, то розв’язки систем

(3.45) впорядкованi у виглядi

‖X1(t0)‖X1
≤ · · · ≤ ‖Xs(t0)‖Xs

=⇒ ‖X1(t)‖X1
≤ · · · ≤ ‖Xs(t)‖Xs

, t > t0.
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У випадку тотожних операторiв Vi = E будемо мати

X1(t0)
K1≤ X2(t0)

K1≤ · · · K1≤ Xs(t0) =⇒ X1(t)
K1≤ X2(t)

K1≤ · · · K1≤ Xs(t), t > t0.

При цьому система (Ss) є домiнуючою в сiмействi систем (3.45).

У випадку тiлесного конуса K теорема 3.12 дає критерiй вказаного типу

впорядкування сiмейства систем (3.45) у виглядi (3.47).

Приклад 3.6. Розглянемо сiмейство систем

Ẋi = Ai(Xi, t)Xi, Xi ∈ Rni, t ≥ 0, i = 1, s, (3.53)

де Ai — матрицi розмiрiв ni × ni, неперервно залежнi вiд Xi i t.

Задамо оператор (3.51), поклавши

Vi(Xi, t) = XT
i Qi(t)Xi, Qi(t) ≡ QT

i (t) ≥ 0, i = 1, s.

Тодi

λmin(Hi)X
T
i Xi ≤ DtVi(Xi, t) = XT

i HiXi ≤ λmax(Hi)X
T
i Xi,

де Hi = AT
i Qi + QiAi + Q̇i. Застосовуючи теорему 3.12, можна встановити,

що для впорядкованостi систем (3.53) у виглядi (3.52) з конусом K = Rs−1
+

достатньо, щоб в областi Ω̂ виконувались спiввiдношення

Hj ≤ βjQj, αj+1Qj+1 ≤ Hj+1, βj ≤ αj+1, j = 1, s− 1, (3.54)

де βj(Xj, t) i αj+1(Xj+1, t) — деякi неперервнi скалярнi функцiї. Якщо всi

матрицi Qi > 0 — додатно визначенi, то в (3.54) виконуються оцiнки

βj ≥ λmax(Hj − λQj), αj+1 ≤ λmin(Hj+1 − λQj+1), j = 1, s− 1,

де λmax(·) (λmin(·)) — максимальне (мiнiмальне) власне значення вiдповiдно-

го пучка матриць. В цьому випадку маємо достатнi умови впорядкованостi

систем (3.53) у виглядi (3.52):

λmax(Hj − λQj) ≤ λmin(Hj+1 − λQj+1), j = 1, s− 1.

Нехай всi матрицi Qi не залежать вiд часу i є додатно визначеними. Тодi

при виконаннi матричних нерiвностей в (3.54) спектри матриць Ai мають бути
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розмiщенi у вiдповiдних областях рис. 3.2. Причому, сусiднi областi можуть

мати спiльнi точки лише на лiнiях границь.

Рис. 3.2. Областi можливого розмiщення спектрiв σ(Ai) при умовах впорядкованостi (3.54)

s = 4 систем.

Якщо Qi ≡ I i в областi Ω̂ виконуються нерiвностi

λmax(A
T
j + Aj) ≤ λmin(A

T
j+1 + Aj+1), j = 1, s− 1,

то розв’язки систем (3.53) впорядкованi по нормi, тобто

‖X1(t0)‖ ≤ · · · ≤ ‖Xs(t0)‖ =⇒ ‖X1(t)‖ ≤ · · · ≤ ‖Xs(t)‖, t > t0.

3.7. Висновки до роздiлу

Основнi результати даного роздiлу полягають у наступному:

• доведено достатнi умови стiйкостi лiнiйних позитивних диференцiаль-

них та рiзницевих систем вiдносно елiпсоїдального конуса у виглядi ма-

тричних нерiвностей;

• отримано алгебраїчнi умови позитивностi та експоненцiальної стiйкостi

диференцiальних систем довiльного порядку;

• встановлено алгебраїчнi та спектральнi умови абсолютної стiйкостi по-

зитивних диференцiальних систем iз запiзненням;

• запропоновано способи позитивної стабiлiзацiї динамiчних систем вiд-

носно заданих конусiв;
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• сформульовано узагальнений принцип порiвняння сiмейства диферен-

цiальних систем.

Основнi результати роздiлу опублiковано у статтях [26, 28].
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РОЗДIЛ 4

АНАЛIЗ СТIЙКОСТI I СТАБIЛIЗАЦIЯ МЕХАНIЧНИХ

СИСТЕМ

У даному роздiлi розробляються новi методи дослiдження стiйкостi та

стабiлiзацiї механiчних систем, лiнеаризованi моделi яких описуються дифе-

ренцiальними системами другого порядку. На практицi важливу роль вико-

нують коефiцiєнтнi критерiї стiйкостi, якi формулюються в термiнах матри-

чних коефiцiєнтiв у виглядi систем алгебраїчних рiвнянь i нерiвностей. В та-

ких дослiдженнях застосовуються методи функцiй Ляпунова та їх матричнi

iнтерпретацiї.

Формулюються умови стiйкостi диференцiальної системи другого поряд-

ку за допомогою розв’язкiв блочної спектральної задачi та в термiнах ма-

тричних коефiцiєнтiв системи. Вивчаються умови гiперболiчностi (майже гi-

перболiчностi) квадратичного пучка матриць, що вiдповiдає данiй системi.

Це дало можливiсть звести коефiцiєнтнi умови стiйкостi даного класу систем

до оцiнки середнiх власних значень вiдповiдної гiперболiчної спектральної

задачi.

Будується клас регуляторiв, що стабiлiзують диференцiальну систему

другого порядку. Ефективнiсть методiв демонструється на прикладах моде-

лей механiчних систем (ротора Лаваля та моделi обертання балки). Прово-

дяться аналiтичнi та чисельнi дослiдження.
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4.1. Гiперболiчнi та елiптичнi спектральнi задачi

Розглянемо квадратичний пучок матриць (КПМ)

F (λ) = A + λB + λ2C, A = A∗ B = B∗, C = C∗ > 0 (4.1)

та вiдповiдну квадратичну спектральну задачу (КСЗ)

F (λ) z = 0, λ ∈ σ(F ), z 6= 0. (4.2)

Будемо використовувати наступнi позначення:

δ(z) ∆= (z∗Bz)2 − 4z∗Azz∗Cz, D = BC−1B − A, M =




A B

B C


 .

КСЗ (4.2) називається:

1) гiперболiчною, якщо δ(z) > 0, ∀z 6= 0, z ∈ Cn;

2) майже гiперболiчною, якщо δ(z) ≥ 0, ∀z ∈ Cn;

3) квазiгiперболiчною, якщо δ(u) ≥ 0 для довiльного власного вектора u;

4) елiптичною, якщо δ(z) < 0, ∀z 6= 0, z ∈ Cn.

КПМ (4.1), якому вiдповiдає гiперболiчна, майже гiперболiчна, квазiгi-

перболiчна та елiптична КСЗ будемо також називати вiдповiдно гiперболi-

чним, майже гiперболiчним, квазiгiперболiчним та елiптичним. При додатко-

вих обмеженнях B > 0, A ≥ 0 гiперболiчний КПМ (4.1) називається сильно

демпфованим.

В роботi [97] встановлено наступний результат.

Теорема 4.1. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) КСЗ (4.2) є гiперболiчною;

2) ∃α ∈ R1 : F (α) < 0;

3) КПМ F (λ) має дiйснi власнi значення λ1 ≤ . . . ≤ λn < λn+1 ≤ . . . ≤ λ2n i

F (α) < 0 при λn < α < λn+1.

Встановимо аналог теореми 4.1 для майже гiперболiчної спектральної за-

дачi.



82

Теорема 4.2. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) КСЗ (4.2) є майже гiперболiчною;

2) ∃α ∈ R1 : F (α) ≤ 0;

3) КПМ F (λ) має дiйснi власнi значення λ1 ≤ . . . ≤ λn ≤ λn+1 ≤ . . . ≤ λ2n i

F (α) ≤ 0 при λn ≤ α ≤ λn+1.

Доведення. Покажемо, що:

1) =⇒ 2). Якщо δ(z) ≥ 0, z 6= 0, то для будь-якого ε > 0 виконується

нерiвнiсть

δε(z) = (z∗Bz)2 − 4z∗(A− εI)zz∗Cz > 0.

За теоремою 4.1 для деякого α ∈ R1 повинна виконуватись матрична нерiв-

нiсть

Fε(α) = F (α)− εI < 0.

В силу замкнутостi конуса невiдємно визначених матриць при ε −→ 0 маємо

F (α) ≤ 0.

2) =⇒ 3). Нехай F (α) ≤ 0, тодi для довiльного z 6= 0

fz(α) = z∗Az + αz∗Bz + α2z∗Cz ≤ 0, z∗Cz > 0

i квадратне рiвняння fz(λ) = 0 має дiйснi коренi ω1(z) i ω2(z). Зокрема

fzi
(λi) = 0, де zi — власний вектор КПМ (4.1), що вiдповiдає власному

значенню λi ∈ σ(F ). Отже, λi ∈ {ω1(zi), ω2(zi)} — дiйсне число. Оскiльки

C — невироджена матриця, то КПМ (4.1) має 2n дiйсних власних значень

λ1 ≤ . . . ≤ λ2n.

Вивчимо залежнiсть вiд α кiлькостi додатних власних значень i+(F (α))

ермiтової матрицi F (α) iз урахуванням кратностей. Якщо α2 — достатньо ве-

лике число, то i+(F (α)) = n. Ця рiвнiсть виконується на iнтервалах (−∞, λ1)

i (λ2n,∞), оскiльки тут матриця F (α) невироджена, а власнi значення непе-

рервно залежать вiд α. Точка λi є власним значенням КПМ F (λ) лише тодi,

коли 0 — власне значення матрицi F (α). Причому, алгебраїчна кратнiсть то-

чки λi (як власного значення КПМ F (λ)) рiвна алгебраїчнiй кратностi ni

точки 0 (як власного значення матрицi F (λi)) [97].
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Отже, число i+(F (α)) може змiнюватись лише в точках α = λi ∈ σ(F ) не

бiльше, нiж на ni. При умовi 2) для деякого α повинна виконуватись рiвнiсть

i+(F (α)) = 0, яка можлива лише на iнтервалi [λn, λn+1]. Бiльше того,

i+(F (α)) ≡ 0, α ∈ [λn, λn+1].

3) =⇒ 2). Це твердження тривiальне.

2) =⇒ 1). Якщо F (α) ≤ 0, то квадратне рiвняння fz(λ) = 0 має дiйснi

коренi i його дискримiнант δ(z) ≥ 0 при довiльному z 6= 0.

Теорема доведена.

Зауваження 4.1. Якщо КПМ (4.1) не є гiперболiчним, а лише майже гi-

перболiчним, то в умовах 3) теореми 4.1 λn = λn+1 = α — єдина точка, де

F (α) ≤ 0. При цьому [97]

α = − z∗0Bz0

2z∗0Cz0
, min

‖z‖=1
δ(z) = δ(z0) = 0.

Якщо F (λ) — гiперболiчний пучок, то F (λ + α) є сильно демпфованим

для деякого α. Гiперболiчний КМП (4.1) є сильно демпфованим лише тодi,

коли λ2n ≤ 0, тобто всi його власнi значення знаходяться на пiвосi (−∞, 0].

Для того, щоб пучок матриць F (λ) був елiптичним, необхiдно i достатньо

виконання нерiвностi δ(u) < 0 для довiльного власного вектора u.

Використовуючи наступнi спiввiдношення

F (α) = −D + (B + αC)C−1(B + αC), L(α) =




D B + αC

B + αC C


 ,




A B

B C


 =




I BC−1

0 I






−D 0

0 C







I 0

C−1B I


 ,

можна встановити наступнi факти. Для гiперболiчного пучка F (λ) виконую-

ться умови D > 0 та i(M) = {n, n, 0}. Якщо D < 0 (≤ 0), то F (α) > 0 (≥ 0)

для довiльного α. Якщо D < 0, то F (λ) — елiптичний пучок i всi його власнi

значення комплекснi. Якщо D = 0, то всi власнi значення F (λ) дiйснi i кратнi:

σ(F ) = σ(B + λC)∪ σ(B + λC). Нерiвностi F (α) < 0 (≤ 0) та L(α) > 0 (≥ 0)

еквiвалентнi. Для майже гiперболiчного пучка F (λ) виконується нерiвнiсть

D ≥ 0.
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4.2. Блочна спектральна задача для вироджених диференцiаль-

них систем другого порядку

Розглянемо автономну диференцiальну систему другого порядку

Ax + Bẋ + Cẍ = 0, A, B, C ∈ Cn×n, t ≥ 0. (4.3)

Незалежнi вiд часу матричнi коефiцiєнти системи (4.3) визначають регу-

лярний квадратичний пучок F (λ) = A + λB + λ2C: det F (λ) 6≡ 0. Матриця

коефiцiєнтiв C може бути виродженою.

Нехай матрицi U ∈ Cm×m i T ∈ Cm×n складають лiву власну пару (U, T )

квадратичного пучка F (λ), тобто виконуються спiввiдношення [21]

TA + UTB + U 2TC = 0, rank [T, UT ] = m. (4.4)

Якщо при цьому m набуває максимально можливе значення, то власна пара

(U, T ) є максимальною.

Спiввiдношення (4.4) визначають блочну лiву спектральну задачу для

квадратичного пучка F (λ). Аналогiчно формулюється блочна права спе-

ктральна задача. Вiдомо, що спектр матрицi U в (4.4) є пiдмножиною спектра

σ(F ) [21]. Зокрема, для максимальної власної пари (U, T ) маємо σ(U) = σ(F ).

Подамо систему (4.3) у виглядi

B̂ẏ = Ây, Â =




0 I

−A −B


 , B̂ =




I 0

0 C


 , y =




x

ẋ


 . (4.5)

Спектр лiнiйного пучка F̂ (λ) = Â − λB̂ спiвпадає з σ(F ), а спiввiдношення

(4.4) зводяться до вигляду

EÂ = UEB̂, rank E = m, E = [TB + UTC, T ]. (4.6)

При побудовi власних пар пучкiв F (λ) i F̂ (λ) можна використовувати

розв’язки алгебраїчної системи

ÂZB̂ = B̂ZÂ, Z = ZB̂Z. (4.7)
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Матриця Z в (4.7) має наступну структуру

Z =




T1B + T2C T1

−T1A T2


 ,

де T1 i T2 знаходяться iз матричної системи

AT1B −BT1A = CT2A− AT2C,

AT1C − CT1A = CT2B −BT2C,

T1 = T1BT1 + T1CT2 + T2CT1,

T2 = T2CT2 − T1AT1.

Домножаючи перше рiвняння в (4.7) злiва на Z, згiдно з (4.6) маємо

E = Z, U = ZÂ =



−T1A T2C

−T2A −T1A− T2B


 , T =




T1

T2


 .

У випадку, коли матриця C невироджена, можна покласти T1 = 0 i T2 = C−1.

Тодi

E = B̂−1, U =




0 I

−C−1A −C−1B


 , T =




0

C−1


 .

Теорема 4.3. Нехай (U, T ) — максимальна лiва власна пара квадратично-

го пучка матриць F (λ). Тодi диференцiальна система (4.3) асимптотично

стiйка в тому i лише в тому випадку, коли iснують матрицi X = X∗ > 0

i Y = Y ∗ > 0, що задовольняють рiвняння

U ∗X + XU = −Y. (4.8)

При цьому функцiя Ляпунова визначається у виглядi

v(y) = y∗R∗XRy, R = [TB + UTC, TC], y =




x

ẋ


 , (4.9)

i на нетривiальних розв’язках системи задовольняє спiввiдношення

v(y) > 0,
dv(y)

dt
= −y∗R∗Y Ry < 0.
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Доведення. Згiдно з (4.5) i (4.6) маємо систему

Rẏ = URy.

Функцiю Ляпунова будемо шукати у виглядi квадратичної форми (4.9), де

X — розв’язок рiвняння (4.8). Оскiльки на нетривiальних розв’язках системи

Ry 6= 0 [21], то похiдна в силу системи вiд’ємна лише тодi, коли Y > 0. При

цьому v(y) > 0, якщо X > 0.

Теорема доведена.

Застосування теореми 4.3 (як критерiя асимптотичної стiйкостi системи

(4.3)) зводиться до знаходження максимальної власної пари квадратичного

пучка матриць i розв’язання рiвняння Ляпунова (4.8).

Приклад 4.1. Розглянемо механiчну систему (4.3) з матричними коефiцiєн-

тами

A =




8 1

−9 1


 , B =




2 1

−4 1


 , C =




1 0

0 0.1


 .

Їй вiдповiдає матричний квадратичний пучок

F (λ) = A + λB + λ2C =




λ2 + 2λ + 8 λ + 1

−4λ− 9 0.1λ2 + λ + 1


 ,

спектр якого σ(F ) = {−4.17628, −3.3778 ± 5.16727i, −1.06812}. Використо-
вуючи в системi MATHCAD конструкцiю "Given ... Find", знайдено макси-

мальну власну пару цього пучка

U =




−1.193 1.088 −0.044 −0.387

0.922 −3.149 0.985 −0.023

0.029 0.567 −3.184 0.81

−0.172 0.122 0.939 −1.515




, T =




0.354 0.326

0.13 0.759

0.441 0.252

0.633 1.04




.

З рiвняння (4.8) знайдемо

X =




0.8969 0.3052 0.0417 −0.1525

0.3052 0.3617 0.0985 −0.0002

0.0417 0.0985 0.3244 0.1945

−0.1525 −0.0002 0.1945 0.6649




> 0,



87

Y =




1.5223 0.0081 −0.0023 0.0164

0.0081 1.5019 0.0284 0.0201

−0.0023 0.0284 1.5099 0.0390

0.0164 0.0201 0.0390 1.5815




> 0.

Отже, виконуються умови теореми 4.3 i система (4.3) є асимптотично стiй-

кою.

4.3. Коефiцiєнтнi умови стiйкостi механiчних систем

Розглянемо диференцiальну систему (4.3) з невиродженою матрицею C

при старших похiдних. За теоремою Ляпунова вона є стiйкою тодi i тiльки

тодi, коли iснують матрицi X1 = X∗
1 > 0, X2 = X∗

2 > 0 i V , що задовольняють

системi нерiвностей

X =




X1 V

V ∗ X2


 > 0, −Â∗XB̂ − B̂∗XÂ = Y ≥ 0, (4.10)

де блочнi матрицi Â i B̂ визначенi в (4.5), а матриця Y має наступну стру-

ктуру

Y =




A∗V ∗ + V A −X1 + A∗X2C + V B

−X1 + C∗X2A + B∗V ∗ B∗X2C + C∗X2B − V C − C∗V ∗


 .

Спiввiдношення (4.10) у випадку Y > 0 є критерiєм асимптотичної стiйкостi

системи (4.3).

Припустимо, що C є ермiтовою додатно визначеною матрицею i покладе-

мо

X1 = α(A + A∗) + γV CV ∗, X2 = (α + β)C−1,

де α, β i γ — скалярнi параметри. Тодi спiввiдношення (4.10) мають вигляд



α(A + A∗) + γV CV ∗ V

V ∗ (α + β)C−1


 > 0, (4.11)




A∗V ∗ + V A βA∗ − αA− γV CV ∗ + V B

βA− αA∗ − γV CV ∗ + B∗V ∗ (α + β)(B + B∗)− V C − CV ∗


 ≥ 0. (4.12)
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Теорема 4.4. Нехай iснують матриця V ∈ Cn×n i скаляри α > 0, β > −α

i γ > 1/(α + β), що задовольняють матричну нерiвнiсть (4.12), i виконую-

ться спiввiдношення

A + A∗ ≥ 0, C = C∗ > 0, rank [A + A∗, V ] = n. (4.13)

Тодi диференцiальна система (4.3) стiйка за Ляпуновим. Якщо до того ж

в (4.12) виконується строга нерiвнiсть, то система (4.3) асимптотично

стiйка.

Доведення. Застосуємо вiдомий критерiй додатної визначеностi блочної ма-

трицi: 


X1 V

V ∗ X2


 > 0 ⇐⇒ X2 > 0, X1 > V X−1

2 V ∗. (4.14)

Тодi матрична нерiвнiсть (4.11) зводиться до наступних умов

C > 0, α(A + A∗) + γ1V CV ∗ = L




αI 0

0 γ1C


 L∗ > 0,

де γ1 = γ − 1/(α + β), L = [A1, V ], A1 — матриця з розкладу невiд’ємно

визначеної матрицi A + A∗ = A1A
∗
1. Рангове обмеження в (4.13) еквiвалентне

рiвностi rank L = n, яка забезпечує виконання матричної нерiвностi (4.11).

Зокрема, дане обмеження буде виконуватись, якщо A + A∗ > 0 або V є неви-

родженою матрицею.

Отже, виконуються умови (4.10) i система (4.3) стiйка. Якщо разом з (4.13)

вимагати виконання строгої нерiвностi (4.12), то має мiсце асимптотична стiй-

кiсть системи. При цьому матрицi A i V повиннi бути невиродженими.

Теорема доведена.

Теорема 4.5. Нехай C = C∗ > 0 та iснують матрицi H i U ∈ Cn×n, що

задовольняють систему матричних нерiвностей

H = H∗ > 0, U + U∗ > 0, (L∗ −H)W (L−H) ≤ E, (4.15)

де

W = (U + U ∗)−1, L = A + U∗C−1(B − U),



89

E = A∗C−1(B − U) + (B − U)∗C−1A.

Тодi диференцiальна система (4.3) стiйка за Ляпуновим. Якщо до того ж

в (4.15) остання матрична нерiвнiсть є строгою, то система (4.3) асим-

птотично стiйка.

Доведення. В нерiвностях (4.10) покладемо

X1 = V X−1
2 V ∗ + H, X2 = C−1, V = B∗X2 − U∗C−1 = (B − U)∗C−1.

Тодi спiввiдношення (4.10) мають вигляд



(B − U)∗C−1(B − U) + H (B − U)∗C−1

C−1(B − U) C−1


 > 0,




E L∗ −H

L−H W−1


 ≥ 0.

(4.16)

Застосуємо критерiй додатної визначеностi блочної матрицi (4.14) i його

узагальнення у випадку невиродженого блока X2:



X1 V

V ∗ X2


 ≥ 0 ⇐⇒ X2 > 0, X1 ≥ V X−1

2 V ∗.

Тодi, як неважко бачити, матричнi нерiвностi (4.16) зводяться до вигляду

(4.15).

Отже, виконуються умови (4.10) i система (4.3) стiйка. Якщо в (4.16) всi

нерiвностi строгi, то має мiсце асимптотична стiйкiсть системи.

Теорема доведена.

Наслiдок 4.1. При умовах теореми 4.5 функцiя Ляпунова для системи

(4.3) визначається у виглядi

v(x, ẋ) = x∗[(B −U)∗C−1(B −U) + H]x + x∗(B −U)∗ẋ + ẋ∗(B −U)x + ẋ∗Cẋ.

Отриманий результат випливає iз доведення теореми 4.5. Функцiю Ляпу-

нова для еквiвалентної системи (4.5) можна побудувати у виглядi

v(y) = y∗B̂∗XB̂y,
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яка на її нетривiальних розв’язках задовольняє спiввiдношення

v(y) > 0, v̇(y) = −y∗Y y ≤ 0.

Наслiдок 4.2. Нехай C = C∗ > 0 i для деякої матрицi H = H∗ > 0

виконується одна iз наступних систем спiввiдношень:

B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, Tδ(H) ≥ 0, 0 ≤ δ ≤ 1

4
; (4.17)

B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≤ 0, Tδ(H) ≥ 0, δ ≤ 0; (4.18)

B + B∗ < 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, Tδ(H) ≤ 0, δ < 0; (4.19)

де

Tδ(H) = δ(A∗C−1B + B∗C−1A)−
−(A∗ + δB∗C−1B −H)(B + B∗)−1(A + δB∗C−1B −H).

Тодi система (4.3) стiйка.

Доведення. Покладемо в теоремi 4.5 U = θB, де θ 6= 0. Тодi умови (4.15)

перепишемо у виглядi

H = H∗ > 0, θ(B + B∗) > 0, (1− θ)(A∗C−1B + B∗C−1A) ≥

≥ 1

θ
[A∗ + θ(1− θ)B∗C−1B −H](B + B∗)−1[A + θ(1− θ)B∗C−1B −H].

(4.20)

Позначимо δ = θ(1−θ) i розглянемо випадки, при яких система (4.20) сумiсна:

1) якщо B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, то необхiдно виконання

нерiвностi 0 < θ ≤ 1, тобто 0 ≤ δ ≤ 1
4 ;

2) якщо B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≤ 0, то необхiдно виконання

нерiвностi θ ≥ 1, тобто δ ≤ 0;

3) якщо B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, то необхiдно виконання

нерiвностi θ < 0, тобто δ < 0.

Якщо B + B∗ < 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≤ 0, то необхiдно виконання нерiв-

ностей θ < 0 i θ ≥ 1, що не можливо.

Отже, у випадках 1)–3) приходимо до умов (4.17)–(4.19), виконання яких

забезпечує стiйкiсть системи (4.3).
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Теорема доведена.

Зауваження 4.2. У випадку θ = 1 отримаємо вiдому систему матричних

нерiвностей

C = C∗ > 0, B + B∗ > 0, A = A∗ > 0,

яка забезпечує стiйкiсть системi (4.3).

Теорема 4.6. Нехай для деякого ξ ∈ R1 виконуються умови

ξ(A + A∗) ≥ 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0, (4.21)

Γξ = ξ2P + ξR + Q ≥ 0 ( > 0), (4.22)

де

P = −(A + A∗)(B + B∗)−1(A + A∗),

R = 2(A + A∗)(B + B∗)−1A + 2A∗(B + B∗)−1(A + A∗),

Q = A∗C−1B + B∗C−1A− 4A∗(B + B∗)−1A.

Тодi диференцiальна система (4.3) стiйка (асимптотично стiйка).

Доведення. В умовах (4.17) покладемо

H =
ξ

2
(A + A∗) + δB∗C−1B > 0, δ =

1

4
, ξ(A + A∗) ≥ 0.

Тодi

Γξ = 4Tδ(H) = A∗C−1B + B∗C−1A−
−[2A∗ − ξ(A + A∗)](B + B∗)−1[2A− ξ(A + A∗)] = ξ2P + ξR + Q ≥ 0.

Отже, згiдно наслiдку 4.2, система (4.3) при умовах (4.21) стiйка (асимпто-

тично стiйка), якщо в (4.22) виконується нерiвнiсть ≥ (> ).

Теорема доведена.

Зауважимо, що матричну нерiвнiсть Γξ > 0 завжди можна задовольнити

шляхом вибору параметра ξ > 0, якщо Q > 0.

Умови стiйкостi, представленi в теоремi 4.6, узагальнюють аналогiчнi ре-

зультати робiт [27] i [83].
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Наслiдок 4.3. При умовах теореми 4.6 функцiя Ляпунова для системи

(4.3) визначається у виглядi

v(x, ẋ) = x∗[ξ(A + A∗) + B∗C−1B]x + x∗B∗ẋ + ẋ∗Bx + 2ẋ∗Cẋ, (4.23)

для якої виконуються нерiвностi (4.21) i (4.22).

Структура функцiї Ляпунова (4.23) випливає з теореми 4.6 при

H =
ξ

2
(A + A∗) + δB∗C−1B > 0, U = θB, δ =

1

4
.

Наслiдок 4.4. Якщо C = C∗ > 0, B + B∗ > 0 i виконується одна iз насту-

пних умов:

1) Q ≥ 0 ( > 0);

2) A + A∗ ≥ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− (A∗ −A)(B + B∗)−1(A−A∗) ≥ 0 ( > 0);

3) A + A∗ ≥ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− 4A(B + B∗)−1A∗ ≥ 0 ( > 0);

4) A + A∗ ≤ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− (3A∗+ A)(B + B∗)−1(3A+ A∗)≥ 0 ( > 0);

5) λmin(Q) ≤ 0, λmin(R) > 2
√

λmin(P ) λmin(Q),

де λmin(·) — найменше власне значення ермiтової матрицi, то диференцi-

альна система (4.3) стiйка (асимптотично стiйка).

Останнє твердження з умовами 1)–4) випливає iз теореми 4.6 вiдповiдно

при ξ = 0, ξ = 1, ξ = 2 i ξ = −1. Матрична нерiвнiсть Γξ > 0 при деякому

ξ є наслiдком умов 5), оскiльки для довiльного вектора x ∈ Cn з нормою 1

виконується нерiвнiсть

x∗Γξx ≥ λmin(P ) ξ2 + λmin(R) ξ + λmin(Q),

де, згiдно з (4.21), λmin(P ) ≤ 0.

Вiдомо [80] що, якщо виконуються умови

C = CT > 0, B + BT > 0, A + AT = 0, γ <
√

αβ, (4.24)

де α = λmin(C
−1/2(A + AT )C−1/2) > 0, β = λmin(C

−1/2BC−1/2) > 0, γ ∈
R — норма матрицi C−1/2(A − AT )C−1/2, то диференцiальна система (4.3)

асимптотично стiйка.
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При наступних значеннях матричних коефiцiєнтiв

A =




8 s

−s 9


 , B =




4 1

1 5


 , C =




10 0

0 11


 ,

де s — дiйсний параметр, iз врахуванням умов (4.24), знайдено iнтервал стiй-

костi системи (4.3) [80]: |s| < 3.078. Для порiвняння, скориставшись умовою

2) наслiдку 4.4, значення s знаходиться в iнтервалi [-3.733, 3.688], що є значно

кращим результатом. Максимальне значення s = 3.920, при якому система

втрачає стiйкiсть, можна знайти шляхом обчислення спектра вiдповiдного

квадратичного пучка матриць F (λ).

Застосуємо результати пiдроздiлу 4.1. Якщо A + A∗ — невироджена ма-

триця, то в умовах теореми 4.6, що забезпечують стiйкiсть (асимптотичну

стiйкiсть) системi (4.3), квадратичний пучок −Γξ є майже гiперболiчним (гi-

перболiчним). Впорядкуємо власнi значення γi цього пучка:

γ1 ≤ . . . ≤ γn ≤ γn+1 ≤ . . . ≤ γ2n.

Наслiдок 4.5. Нехай виконуються умови

A + A∗ > 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0.

Тодi система (4.3) стiйка (асимптотично стiйка), якщо

Γξ ≥ 0, 0 ≤ γn ≤ ξ ≤ γn+1 (Γξ > 0, 0 ≤ γn < ξ < γn+1).

Наслiдок 4.6. Нехай виконуються умови

A + A∗ < 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0.

Тодi система (4.3) стiйка (асимптотично стiйка), якщо

Γξ ≥ 0, γn ≤ ξ ≤ γn+1 ≤ 0 (Γξ > 0, γn < ξ < γn+1 ≤ 0).

Розглянемо диференцiальну систему

ẍ + (D + hG)ẋ + (K + S)x = 0, (4.25)
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де D = D∗ — матриця демпфування, а G = −G∗, K = K∗ i S = −S∗ —

матрицi вiдповiдно гiроскопiчних, консервативних та циркуляторних сил, h —

дiйсний параметр.

Наслiдок 4.7. Якщо виконуються умови

detG 6= 0, D > 0, G∗K + KG + G∗S + S∗G > 0,

то при достатньо великому h > 0 система (4.25) асимптотично стiйка.

Дiйсно, якщо покласти

C = I, U = D + hG + h−1C∗
1 , H = G∗G− h−2C1C

∗
1 ,

де C1 = (K − S)G−1 + G, то при достатньо великому h > 0 виконуються

умови (4.15) теореми 4.5.

Наслiдок 4.8. Якщо D > 0, detG 6= 0 i матрицi

K, G∗K−1S + S∗K−1G

одночасно є додатно або вiд’ємно визначеними, то при достатньо великому

h > 0 система (4.25) асимптотично стiйка.

Доведення випливає з теореми 4.5, якщо покласти

C = I, U = D + hG + h−1C2,

H = ±G∗K−1G− h−2C2C
∗
2 , C2 = (K − S)G−1 ±GK−1.

В наслiдках 4.7 i 4.8 враховується умова detG 6= 0, яка можлива лише

для систем з парною кiлькiстю ступенiв вiльностi. Твердження наслiдкiв 4.7

та 4.8 у випадку дiйсних матричних коефiцiєнтiв встановленi в роботi [84]

iншим способом.

Побудованi в цьому пiдроздiлi коефiцiєнтнi умови стiйкостi системи (4.3)

можна застосовувати для бiльш складних фiзичних моделей типу (1.9), коли

елементи матриць A(t), B(t) i C(t) є неперервними функцiями часу t ≥ 0.
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4.4. Методи матричних нерiвностей в задачi стабiлiзацiї

Нехай модель керованої системи має вигляд

Ax + Bẋ + Cẍ = Fu, (4.26)

де x — n-вектор стану системи, u — l-вектор керування, A,B, C i F — вiдомi

матрицi вiдповiдних розмiрiв. Будемо вважати, що матриця C невироджена,

а матриця F має повний ранг l ≤ n.

Задача стабiлiзацiї системи полягає в тому, щоб знайти матричнi коефiцi-

єнти L0 i L1 зворотного зв’язку

u = −L0x− L1ẋ, (4.27)

що забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкнутiй системi

(A + FL0)x + (B + FL1)ẋ + Cẍ = 0.

Перепишемо систему (4.26) у виглядi

Eẏ = My + Ru, u = −Ly, y =




x

ẋ


 , (4.28)

де

E =




I 0

0 C


 , M =




0 I

−A −B


 , R =




0

F


 , L = [L0, L1] .

Система (4.28) буде керованою, якщо виконується умова Калмана [71]

rank [R̂, M̂R̂, . . . , M̂ 2n−1R̂] = 2n, M̂ = E−1M, R̂ = E−1R,

або умова Сiмона-Мiттера [108]

rank [Eλ−M,R] ≡ 2n, λ ∈ σ(Eλ−M).

Застосовуючи блочнi елементарнi перетворення матрицi, отримаємо наступнi

умови керованостi

rank [F (λ), F ] ≡ n, λ ∈ σ(F (λ)).
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Якщо матриця F квадратна i невироджена, то система (4.26) завжди буде

керованою.

За теоремою Ляпунова система (4.28) асимптотично стiйка тодi i тiльки

тодi, коли для деякої матрицi X = X∗ > 0 виконується нерiвнiсть

−(M −RL)XE∗ − EX(M −RL)∗ > 0.

Побудуємо матрицю зворотного зв’язку у виглядi

L = τΨR∗E−1∗X−1. (4.29)

Для знаходження матриць Ψ, X i скаляра τ маємо нерiвнiсть

MXE∗ + EXM ∗ < τR(Ψ + Ψ∗)R∗. (4.30)

Останню нерiвнiсть можна задовольнити шляхом вибору параметрiв X, Ψ i

τ лише тодi, коли сумiсна система спiввiдношень

R⊥∗Y R⊥ < 0, MXE∗ + EXM ∗ = Y. (4.31)

де R⊥ — ортогональне доповнення матрицi R, тобто матриця розмiрiв 2n ×
(2n− l), що задовольняє умови

R∗R⊥ = 0, det T 6= 0, T = [R,R⊥].

Дiйсно, помноживши нерiвнiсть (4.30) злiва i справа вiдповiдно на T ∗ i T ,

отримаємо еквiвалентну нерiвнiсть у блочному виглядi


−R∗Y R + τR∗R(Ψ + Ψ∗)R∗R −R∗Y R⊥

−R⊥∗Y R −R⊥∗Y R⊥


 > 0. (4.32)

Другий дiагональний блок повинен бути додатно визначеним, тобто необхiдна

нерiвнiсть (4.31). Навпаки, якщо виконується нерiвнiсть (4.31), то, згiдно з

(4.14), блочна нерiвнiсть (4.32) зводиться до вигляду

Φ(τ) = τR∗R(Ψ + Ψ∗)R∗R−R∗Y R + R∗Y R⊥(R⊥∗Y R⊥)−1R⊥∗Y R > 0.
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Якщо, наприклад, Ψ + Ψ∗ > 0, то останнє спiввiдношення виконується при

τ > λmax(Φ), де λmax(Φ) — максимальне власне значення лiнiйного пучка

матриць Φ(λ).

Якщо l < n, то, використовуючи блочну структуру матриць E, M i F ,

покладемо

R⊥ =




I 0

0 F⊥


 , X =




P V

V ∗ Q


 ,

де F⊥ — ортогональне доповнення матрицi F . Тодi матриця Y в (4.31) має

вигляд

Y =




V + V ∗ QC∗ − PA∗ − V B∗

CQ− AP −BV ∗ −AV C∗ − CV ∗A∗ −BQC∗ − CQB∗




i при побудовi матрицi (4.29) необхiдно знайти лише другу блочну стрiчку

оберненої матрицi в формулi Фробенiуса

X−1 =




P−1 + P−1V ∆−1V ∗P−1 −P−1V ∆−1

−∆−1V ∗P−1 ∆−1


 ,

де ∆ = Q−V ∗P−1V . Знову застосуємо критерiй (4.14) до матрицi −R⊥∗Y R⊥

i у випадку l < n сформулюємо наступний результат.

Теорема 4.7. Нехай виконується система матричних нерiвностей

Ψ + Ψ∗ > 0, V + V ∗ < 0, P = P ∗ > 0, ∆ > 0, (4.33)

F⊥∗ [BQC∗ + CQB∗ + AV C∗ + CV ∗A∗+

+ (AP − CQ + BV ∗)(V + V ∗)−1(PA∗ −QC∗ + V B∗)
]
F⊥ > 0.

(4.34)

Тодi керування (4.27) з матрицями коефiцiєнтiв

L0 = −L1V
∗P−1, L1 = τΨF ∗C−1∗∆−1 (4.35)

при τ > λmax(Φ) забезпечує асимптотичну стiйкiсть системi (4.26).

Згiдно з теоремою 4.7 можна побудувати наступний алгоритм стабiлiзацiї

системи (4.26):
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1) вибрати довiльнi матрицi Ψ, V i P , що задовольняють умови (4.33);

2) обчислити матрицю ортогонального доповнення F⊥;

3) знайти матрицю Q > V ∗P−1V , що задовольняє нерiвнiсть (4.34);

4) обчислити максимальне власне значення λmax(Φ) пучка Φ(λ);

5) обчислити матрицi зворотного зв’язку (4.35).

Зауваження 4.3. Якщо l = n, то можна покласти R⊥ = [I, 0]∗. Тодi

R⊥∗Y R⊥ = V + V ∗ i твердження теореми 4.7 виконується, якщо з неї ви-

ключити нерiвнiсть (4.34). В цьому випадку спрощується також наведений

алгоритм: виключається п. 2), а в п. 3) достатньо лише вибрати матрицю

Q > V ∗P−1V .

Зауваження 4.4. Побудований алгоритм керування гарантує асимптотичну

стiйкiсть замкнутiй системi, якщо параметр τ > λmax(Φ). Якщо зафiксувати

значення всiх iнших параметрiв, то iснує таке τ0 ≤ λmax(Φ), що при τ = τ0

система втрачає стiйкiсть, а при τ > τ0 є асимптотично стiйкою.

Зауваження 4.5. Запропонований алгоритм стабiлiзацiї може бути засто-

сований до деякого класу нестацiонарних моделей керованих систем типу

(4.26).

4.5. Моделi обертальних механiчних систем

При моделюваннi обертальних рухiв та орiєнтацiї систем абсолютно твер-

дих i деформiвних тiл використовуються векторно-матричнi диференцiальнi

рiвняння першого та другого порядкiв (див., наприклад, [5, 109–111]). Ми бу-

демо розглядати обертальнi механiчнi системи типу роторiв та моделi обер-

тання балки.

Вiльнi коливання широкого класу роторних систем описуються диферен-

цiальними рiвняннями другого порядку



K S

−S K


 y +




D G

−G D


 ẏ +




M 0

0 M


 ÿ = 0, y =




y1

y2


 , (4.36)
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де M = MT > 0 — матриця мас, D = DT ≥ 0 — матриця демпфування,

G = GT ≥ 0 — гiроскопiчна матриця, K = KT > 0 — матриця жорсткостi,

S = ST ≥ 0 — циркуляторна матриця, y ∈ R2n — вектор узагальнених коор-

динат [81, 83]. Дiйсна вектор-функцiя y(t) є розв’язком системи (4.36) тодi i

тiльки тодi, коли комплексна вектор-функцiя x(t) = y1(t)−iy2(t) задовольняє

диференцiальну систему

(K + iS)x + (D + iG)ẋ + Mẍ = 0, x ∈ Cn. (4.37)

При дослiдженнi системи (4.37) будемо враховувати наступнi спiввiдно-

шення

D = D0 + D1, G = ωG0, S = ωD0,

де D0 i D1 — складовi внутрiшнього та зовнiшнього демпфувань, ω — кутова

швидкiсть обертання ротора. Одна з важливих задач полягає у знаходженнi

критичної кутової швидкостi ωc такої, що при 0 ≤ ω < ωc система (4.37)

асимптотично стiйка, а при ω = ωc дана властивiсть системи втрачається.

Враховуючи припущення, перепишемо умови (4.21) i (4.22) теореми 4.6 у

виглядi

K ≥ 0, D > 0, M > 0, (4.38)

Γξ(ω) = ω2Pξ + ωRξ + Qξ > 0, ξ ≥ 0, (4.39)

де

Pξ = D0M
−1G0 + G0M

−1D0 − 2D0D
−1D0,

Rξ = i
[
DM−1D0 −D0M

−1D + KM−1G0 −G0M
−1K+

+ 2(ξ − 1)(KD−1D0 −D0D
−1K)

]
,

Qξ = KM−1D + DM−1K − 2(ξ − 1)2KD−1K.

Спiввiдношення (4.38), (4.39) i теорема 4.6 дають можливiсть обчислюва-

ти критичне значення ωc. Якшо Qξ > 0, то ωc є найменше дiйсне додатне

власне значення квадратичного пучка Γξ(ω) з ермiтовими матричними коеф-

фiцiєнтами.
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Приклад 4.2. Найпростiша модель роторної системи має вигляд

(k + i ω p) x + (d + i ω g) ẋ + m ẍ = 0, (4.40)

де x описує змiщення центра маси m в площинi, перпендикулярнiй невогомо-

му стержню з коефiцiєнтом пружностi k > 0, ω — кутова швидкiсть оберта-

ння ротора, що породжує гiроскопiчну силу ωg, p i q — вiдповiдно внутрiшнє

та зовнiшнє демпфування, d = p + q > 0. Ця модель описує так званий ротор

Лаваля.

Достатнi умови асимптотичної стiйкостi системи (4.40) згiдно з (4.38) i

(4.39) мають вигляд

p (g d− pm) ω2 + k d2 > (ξ − 1)2mk2, ξ > 0.

Отже, критичне значення ωc задовольняє умову

ω2
c =

k [d2 − (ξ − 1)2mk]

p (pm− g d)
> 0.

Якщо параметр ξ належить iнтервалу

max

{
0, 1− d√

mk

}
≤ ξ ≤ 1 +

d√
mk

,

то у випадку pm ≤ g d система асимптотично стiйка при довiльнiй кутовiй

швидкостi ω. Найбiльш слабкi обмеження на коефiцiєнти системи у наведених

умовах асимптотичної стiйкостi вiдповiдають значенню параметра ξ = 1.

Приклад 4.3. Розглянемо роторну систему (4.37) з матричними коефiцiєн-

тами

M =




m 0

0 s


 , D =




d −p

−p p + h


 ,

K =




k −k

−k k + r


 , S =




ω p −ω p

−ω p ω p


 ,

(4.41)

де x =




x1

x2


, x1 i x2 характеризують змiщення центрiв вiдповiдно головної

маси m i додаткової маси s, h i r — вiдповiдно демпфування та коефiцiєнт
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пружностi на опорах. Значення iнших параметрiв таке ж саме, як i в прикладi

4.2, причому, гiроскопiчнi сили не враховуються (G=0). Ця модель ротора

схематично зображена на рис. 4.1.

Рис. 4.1. Ротор Лаваля.

Для встановлення достатнiх умов асимптотичної стiйкостi системи скори-

стаємось теоремою 4.6 та її наслiдком 4.4. Умови (4.38) i (4.39) зводяться до

вигляду

d h + p q > 0, a0 ω2 + a1(ξ) > 0, b0(ξ) ω2 + b1(ξ) > 0, (4.42)

де

a0 = −ms p2(h + q),

a1(ξ) = k (d h + p q)(mp + d s)− (ξ − 1)2 ms k2(h + q),

b0(ξ) = p2 [2 p s mh q2 + 2 p q s m h2 + 2 ms q2h2 − 4 q s r h m2 − 4 s r m2h2−

−dm2h3 − p s2q3 − h s2q3 − p h q2s2 − p q m2h2+

+4(ξ − 1) sm q r (s q −mh) + 4(ξ − 1)2 m2s2r2],

b1(ξ) = (d h + p q)(2 p k s m r q + 2 pm2k r h + 2 q k2sm h+

+4 d k s m r h− p2m2r2 − q2k2s2 −m2k2h2)−

−4(ξ − 1)2 m sk r (s k q2 + s r d2 + mk h2 + mr p2).
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Умови (4.42) описують область асимптотичної стiйкостi в просторi па-

раметрiв системи (4.36), (4.41). Вони дають можливiсть аналiтично оцiнити

критичну кутову швидкiсть обертання ротора ωc.

Чисельнi розрахунки проводились при наступних значеннях коефiцiєнтiв

(a) : m = 1, s = 0.1, p = 1, q = 5, h = 10, k = 100, r = 400;

(b) : m = 0.5, s = 0.1, p = 1, q = 5, h = 10, k = 10, r = 50.

На рис. 4.2 зображена вiдповiдна залежнiсть вiд параметра ξ найменшої

кутової швидкостi ω = ω0, при якiй порушуються умови (4.42).

(a) (b)

Рис. 4.2. Залежнiсть ω = ω0 вiд ξ.

У випадку (a) її максимальне значення ωmax = 40.06 досягається в око-

лi точки ξ = 1. При цьому ωmax = 0.44 ωc, де ωc = 92 — вiдоме значення

критичної кутової швидкостi [83]. Випадок (b) демонструє той факт, що ма-

ксимальне значення ωmax може досягатись при ξ 6= 1. Це означає, що умови

стiйкостi, представленi теоремою 4.6, узагальнюють i посилюють аналогiчний

результат роботи [83].

Приклад 4.4. Розглянемо керовану роторну систему, що описується у ви-

глядi (4.26) з матричними коефiцiєнтами (див. приклад 4.3)

A =




k + ipω −k − ipω

−k − ipω k + r + ipω


 , B =




d −p

−p p + h


 , C =




m 0

0 s


 .
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У випадку (a) система без керування (u ≡ 0) з кутовою швидкiстю обер-

тання ω = 100 має спектр

{−66.131 + 46.1i,−44.0177− 45.6058i,−6.0460 + 9.4055i, 0.1955− 9.8996i}

i є нестiйкою. Встановимо можливiсть стабiлiзувати систему за допомогою

керування, що впливає лише на рух приєднаної маси s. Для цього покладемо

F =




0

1


 , F⊥ =




1

0


 , l = 1 < n = 2.

Скористаємося наведеним вище алгоритмом стабiлiзацiї. Систему матрич-

них нерiвностей (4.33)-(4.34) задовольняють наступнi значення параметрiв:

Ψ = 1, V =



−2.07423 1.238

−1.66407 −1.16964


 ,

P =




0.66732 0.31731

0.31731 0.27749


 , Q =




50.75747 0.034

0.034 111.66241


 .

Якщо τ = λmax(Φ) + 10−6, де λmax(Φ) = 18748, то коефiцiєнти зворотного

зв’язку набувають вигляд

L0 =
[
−1.86656 32545.8

]
, L1 =

[
302.73844 2226.75121

]
.

При цьому замкнута система має спектр

{−22362.6 + 0.044i,−13.698 + 9.16i,−5.7332 + 0.231i,−1.4807− 9.435i}

i є асимптотично стiйкою. Система втрачає стiйкiсть при τ = τ0 = 62.05461

(зауваження 4.4).

На рис. 4.3 i 4.4 зображенi процеси змiни модулiв |x1(t)|, |x2(t)|, |ẋ1(t)| i
|ẋ2(t)| на iнтервалi часу [0,2] вiдповiдно для нестiйкої розiмкнутої та стабiлi-

зованої замкнутої роторної системи.
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Рис. 4.3. Перехiднi процеси розiмкнутої роторної системи з початковими умовами

x1(0) = 2, x2(0) = 1, ẋ1(0) = 1, ẋ2(0) = 2.

Рис. 4.4. Перехiднi процеси замкнутої роторної системи з початковими умовами x1(0) = 2,

x2(0) = 1, ẋ1(0) = 1, ẋ2(0) = 2.

Задача стабiлiзацiї системи суттєво спрощується, якщо покласти (заува-

ження 4.3)

F =




1 0

0 1


 , l = n = 2.

В цьому випадку керування може впливати на рух як маси ротора m, так i

приєднаної маси s. Наприклад, покладемо

Ψ =




1 0

0 1


 , V =



−1 0

0 −1


 , P =




1 0

0 1


 , Q =




2 0

0 2


 .
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Тодi λmax(Φ) = 7.455× 104 i згiдно з (4.35) матрицi зворотного зв’язку побу-

дуємо у виглядi

L0 = L1 =




7.455× 104 0

0 7.455× 105


 .

Тодi замкнута система має спектр

{−7.455× 106,−7.455× 104,−1.001− 1.433× 10−3i,−1.001− 4.22× 10−5i}

i є асимптотично стiйкою.
Приклад 4.5. Розглянемо балку довжини l iз закрiпленим твердим диском

маси m, що разом обертаються зi сталою кутовою швидкiстю ω. Введемо двi

системи координат. Нерухому систему 0XYZ, де Z — вiсь, яка направлена

вздовж осi обертання, Y — вiсь направлена вертикально вверх та рухому си-

стему 0xyz, де z — вiсь, яка спiвпадає з вiссю Z, а x та y — осi, якi паралельнi

до головних осей перерiзу балки. Вважаємо, що балка є однорiдна з погон-

ною масою m0 та мало гнучкою з модулем пружностi E. Балка має моменти

iнерцiї Jx та Jy вiдносно вiдповiдних осей x i y. Крiплення, балки дозволяють

рухи по осi z та забезпечують вiдновлюючi згинаючi моменти i кутовi вiдхи-

лення з коефiцiєнтами пропорцiйностi k1 i k2 вiдповiдно при z = 0 та z = l

(рис. 4.3). Внутрiшнє та зовнiшнє демпфування характеризують параметри

p i q. У нерухомiй системi координат 0XYZ положення перерiзу балки ви-

значене змiщеннями її пружного центра X(z, t) та Y (z, t). В рухомiй системi

координат 0xyz положення перерiзу балки визначається змiщеннями x(z, t)

та y(z, t).

Рис. 4.3. Схематична модель обертання балки.
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Змiщення X(z, t), Y (z, t) та x(z, t), y(z, t) зв’язанi спiввiдношеннями

X(z, t) = x(z, t) cos ωt− y(z, t) sin ωt, Y (z, t) = x(z, t) sin ωt + y(z, t) cos ωt.

Наведемо методику побудови моделi обертального руху балки у вигля-

дi системи звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку на основi

виразiв для кiнетичної та потенцiальної енергiй [112]

T (t) =
1

2

l∫

0

[m0 + mδ(z − l/2)]





∂X(z, t)

∂t




2

+


∂Y (z, t)

∂t




2

 dz.

P (t) =
1

2

l∫

0


EJx


∂x2(z, t)

∂z2




2

+ EJy


∂y2(z, t)

∂z2




2

 dz+

+
k1

2





∂x(0, t)

∂z




2

+


∂y(0, t)

∂z




2

 +

k2

2





∂x(l, t)

∂z




2

+


∂y(l, t)

∂z




2

 .

Дисипативна функцiя Релея має вигляд

R(t)=
1

2

l∫

0



p





∂x(z, t)

∂t




2

+


∂y(z, t)

∂t




2

+q





∂X(z, t)

∂t




2

+


∂X(z, t)

∂t




2





 dz.

Для побудови рiвняння руху застосовується принцип Гамiльтона

δ
∫ t1

t0
L dt = 0, L = T − P,

де L — функцiя Лагранжа, наслiдком якого є наступнi диференцiальнi рiв-

няння руху в частинних похiдних

(m0 + mδ(z − l/2))


∂x2(z, t)

∂t
− 2ω

∂y(z, t)

∂t
− ω2x(z, t)


 +

+(p + q)
∂x(z, t)

∂t
+ EJx

∂x(4)(z, t)

∂z
− qωy(z, t) = Fx(z, t),

(m0 + mδ(z − l/2))


∂y2(z, t)

∂t
+ 2ω

∂x(z, t)

∂t
− ω2y(z, t)


 +

+(p + q)
∂y(z, t)

∂t
+ EJy

∂y(4)(z, t)

∂z
+ qωx(z, t) = Fy(z, t)

(4.43)

та граничнi умови

x(0, t) = x(l, t) = 0, y(0, t) = y(l, t) = 0,

EJx
∂x2(0, t)

∂z2 − k1
∂x(0, t)

∂z
= 0, EJy

∂y2(0, t)

∂z2 − k1
∂y(0, t)

∂z
= 0,

EJx
∂x2(l, t)

∂z2 + k2
∂x(l, t)

∂z
= 0, EJy

∂y2(l, t)

∂z2 + k2
∂y(l, t)

∂z
= 0,

(4.44)
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де Fx i Fy – компоненти прикладених зовнiшнiх сил.

Методом Бубнова-Гальоркiна система (4.43), (4.44) зводиться до системи

звичайних диференцiальних рiвнянь. При цьому розв’язки системи мають

наступну структуру

x(z, t) =
n∑

i=1
φi(z)wi(t), y(z, t) =

n∑

i=1
φi(z)wn+i(t), (4.45)

з вiдповiдними функцiями

φi(z) =
√

2 sin
iπ

l
z, i = 1, . . . , n. (4.46)

Результатом множення рiвнянь (4.43) на φi(z) (i = 1, . . . , n) i iнтегрування на

iнтервалi z ∈ [0; l] є система звичайних диференцiальних рiвнянь в матричнiй

формi [112]

(K̃ + S̃)w(t) + (D̃ + G̃)ẇ(t) + M̃ẅ(t) = f(t), (4.47)

де

M̃ =




M1 0

0 M2


 , D̃ =




D1 0

0 D2


 , G̃ =




0 G

−G 0


 ,

K̃ =




K1 0

0 K2


 , S̃ =




0 S

−S 0


 .

Тут M̃ , D̃ i K̃ є симетричнi, а G̃ i S̃ — кососиметричнi матрицi розмiрiв

2n× 2n. Причому M̃ додатно визначена, а D̃ невiд’ємно визначена матрицi.

f — 2n-вектор зовнiшнiх сил, w — вектор узагальнених координат, через

компоненти якого представляються вiдхилення балки (4.45) в точцi z по осям

x i y рухомої системи координат 0xyz. Система (4.47) досить точно зберiгає

динамiчнi характеристики вiдповiдної системи (4.43).

Матричнi коефiцiєнти в (4.47) задаються наступними спiввiдношеннями:

M1 = M2 = ‖mij‖n
1 , mij = m0δij + 2m sin

iπ

2
sin

jπ

2
,

K1 =‖k1 ij‖n
1 , k1 ij =EJx

(
iπ

l

)2 (
jπ

l

)2

lδij−ω2mij +2(k1+k2 cos iπ cos jπ)
iπ

l

jπ

l
,

K2 =‖k2 ij‖n
1 , k2 ij =EJy

(
iπ

l

)2 (
jπ

l

)2

lδij−ω2mij +2(k1+k2 cos iπ cos jπ)
iπ

l

jπ

l
,
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G = −2ωM, D1 = D2 = (p + q)lIn, S = −qωlIn, i, j = 1, 2, . . . , n,

де In — одинична матриця порядку n, а δij — символ Кронекера.

При наступних значеннях параметрiв

n = 3, m = 1, m0 = 1, l = 1, EJx =
9l3

5π2 , EJy =
4l3

5π2 ,

k1 = k2 =
l2

20
, p = q =

1

4
, ω =

√
21.6π

система (4.47) має спектр

−0.2780 + 40.4328i −0.1588 + 8.7985i

−0.2780− 40.4328i −0.1588− 8.7985i

−0.3509 + 16.8215i −0.3729 + 29.3242i

−0.3509− 16.8215i −0.3729− 29.3242i

0.1878 + 12.3793i 2.5653

0.1878− 12.3793i −2.8195

i є нестiйкою.

Стабiлiзуємо систему (4.47) двома способами за допомогою блоку керува-

ння f = Fu, де F — задана матриця розмiру 2n×k, а u — k-вектор керування.

Нехай спочатку k = 2n = 6 i F = Ik. Для знаходження матриць L0 i L1

застосуємо наслiдок 4.6 до замкнутої системи. Скориставшись математичною

системою MATLAB для розв’язання вiдповiдної системи матричних нерiвно-

стей, отримаємо коефiцiєнти зворотного зв’язку у виглядi

L0 =




7161.8 11.807 −1985.8 123.98 32.95 173.8

8.2546 −32.207 11.796 156.17 −49.263 11.486

−1818.8 2.6459 545.42 21.052 1.3361 −2.3776

5.0872 6.334 3.9653 7005.2 −17.318 −3510.9

10.06 43.527 25.624 142.02 944.36 27.916

8.8179 8.2155 176.47 −3507.5 0.90685 1759.4




,
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L1 =




104.87 36.831 38.941 −5.2737 62.186 78.245

−9.8313 143.88 −45.279 −2.5047 132.39 −16.94

22.574 −1.668 293.45 4.1562 −0.29465 137.3

−36.52 −1.0003 42.167 189.9 8.1401 34.468

25.649 −29.341 −41.769 38.766 158.77 −4.2133

−35.06 −15.407 89.468 −18.9 −0.097349 244.71




. (4.48)

При цьому замкнута система має спектр

−17.8265− 36.0686i −3.2106− 29.2727i

−17.8265 + 36.0686i −3.2106 + 29.2727i

−14.4030− 21.8319i −1.2938− 0.4149i

−14.4030 + 21.8319i −1.2938 + 0.4149i

−5.9670− 8.2660i −0.0614− 0.2190i

−5.9670 + 8.2660i −0.0614 + 0.2190i

i є асимптотично стiйкою, а квадратичний пучок Γξ задовольняє наступним

умовам гiперболiчностi:

Γξ > 0, ξ ∈ (γk, γk+1), γk = 0.9973, γk+1 = 1.0217.

Для побудови керування у виглядi (4.35) скористаємося наведеним в пiд-

роздiлi 4.4 алгоритмом стабiлiзацiї системи. Покладемо k = n = 3, F =

100 [0, Ik], Ψ = Ik i знайдемо наступнi значення невiдомих матриць:

P =




1.0579 0 0.1756 0.9024 0 −0.8694

0 3.1145 0 0 −1.6408 0

0.1756 0 0.0963 0.0249 0 −0.2817

0.9024 0 0.0249 21.5773 0 0.8733

0 −1.6408 0 0 27.1955 0

−0.8694 0 −0.2817 0.8733 0 25.2229




,
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Q =




27.1405 0 14.3194 8.1409 0 −13.8400

0 36.5989 0 0 −11.8329 0

14.3194 0 38.2724 −6.9803 0 −16.4776

8.1409 0 −6.9803 55.2324 0 −12.2951

0 −11.8329 0 0 39.5603 0

−13.8400 0 −16.4776 −12.2951 0 43.4399




,

V =




−2.3975 0 −0.5395 −4.6608 0 3.9125

0 −4.7253 0 0 7.2649 0

−0.4111 0 −0.7321 0.2411 0 0.9470

3.6124 0 −0.2566 −7.5542 0 0.0359

0 −5.6234 0 0 −7.5276 0

−3.0346 0 −0.7717 −0.6221 0 −8.1398




.

При τ = 2.1509 · 103 коефiцiєнти зворотного зв’язку набувають вигляду

L0 = 105




0.3785 0 −1.0776 0.0071 0 0.0171

0 −0.2094 0 0 0.0160 0

0.1433 0 −0.7265 0.0092 0 0.0185



,

L1 = 103




1.2011 0 1.0513 6.9626 0 3.9933

0 0.7097 0 0 9.7976 0

0.8498 0 1.9481 4.6739 0 5.9416



.

(4.49)

При цьому замкнута система асимптотично стiйка i має спектр

−1078846.8571 −5.9963 + 24.6759i

−979753.3415 −5.9963− 24.6759i

−42082.1829 −2.0180 + 5.4608i

−0.3991 −2.0180− 5.4608i

−0.3614 −1.2328 + 3.8221i

−0.3132 −1.2328− 3.8221i

На рис. 4.4 зображено графiки функцiй wj(t) та ẇj(t) для нестiйкої розi-

мкнутої системи обертання балки з початковими умовами wj(0) = ẇj(0) = 1

(j = 1, 2, 3), wj(0) = ẇj(0) = −1 (j = 4, 5, 6). На рис. 4.5 i 4.6 зображено
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графiки для стабiлiзованої замкнутої системи вiдповiдно з матрицями (4.48)

i (4.49) з початковими умовами wj(0) = ẇj = 1 (j = 1, 2, 3), wj(0) = ẇj = −1

(j = 4, 5, 6).
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Рис. 4.4. Перехiднi процеси нестiйкої розiмкнутої системи.
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Рис. 4.5. Перехiднi процеси замкнутої системи з матрицями керування (4.48).
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Рис. 4.6. Перехiднi процеси замкнутої системи з матрицями керування (4.49).

4.6. Висновки до роздiлу

Основнi результати даного роздiлу полягають у наступному:

• отримано новi матричнi методи аналiзу стiйкостi диференцiальних си-

стем другого порядку;
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• дослiджено спектральнi властивостi гiперболiчних пучкiв матриць i на-

ведено їх застосування в задачах стiйкостi обертальних рухiв механi-

чних систем;

• побудовано алгоритм стабiлiзацiї диференцiальних систем другого по-

рядку;

• розробленi матричнi методи аналiзу стiйкостi та побудови стабiлiзую-

чого керування застосовано до типових моделей роторних систем.

Основнi результати роздiлу опублiковано у роботах [27, 29].
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ВИСНОВКИ

Основнi результати проведених дослiджень, якi представленi в дисертацiї,

полягають у наступному:

1. Розроблено новi алгебраїчнi методи дослiдження стiйкостi класiв пози-

тивних динамiчних систем (диференцiальних, рiзницевих та диференцiаль-

них систем iз запiзненням).

2. Встановлено умови позитивностi диференцiальних та рiзницевих систем

вiдносно конусiв типу кругових, елiпсоїдальних та їх узагальнень.

3. Розвинуто методику побудови iнварiантних множин нелiнiйних дифе-

ренцiальних систем у виглядi конусних нерiвностей. Як наслiдок, сформу-

льовано узагальнений принцип порiвняння для сiмейства диференцiальних

систем, що функцiонують у рiзних просторах.

4. Розроблено способи позитивної стабiлiзацiї динамiчних систем вiдносно

заданих конусiв.

5. Побудовано новi матричнi методи аналiзу стiйкостi та алгоритми стабi-

лiзацiї лiнiйних диференцiальних систем другого порядку.

6. Дослiджено спектральнi властивостi гiперболiчних пучкiв матриць i

наведено їх застосування в задачах стiйкостi обертальних рухiв механiчних

систем.

7. Розробленi матричнi методи аналiзу стiйкостi та синтезу керування за-

стосовано для типових моделей роторних систем.



114

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Лурье А.И. Аналитическая механика. – М.: Физматгиз, 1961. – 864 с.

2. Моисеев Н.Н., Румянцев В.В. Динамика тел с полостями, содержащими

жидкость. – М.: Наука, 1965. – 440 с.

3. Ишлинский А.Ю., Стороженко В.А., Темченко М.Е. Исследование устой-

чивости сложных механических систем. – М.: Наука, 2002. – 300 с.

4. Савченко А.Я., Болграбская И.А., Кононыхин Г.А. Устойчивость движе-

ния систем связанных твердых тел. – Киев: Наук. думка, 1991. – 168 с.

5. Кошляков В.Н. Задачи динамики твердого тела и прикладной теории

гироскопов. – М.: Наука, 1985. – 286 с.

6. Луковский И.А., Троценко В.А., Усюкин В.И. Взаимодействие тонко-

стенных упругих элементов с жидкостю в подвижных полостях. – Киев:

Наук. думка, 1989. – 240 с.

7. Гузь А.Н., Кубенко В.Д. Методы расчета оболочек. Т. 5. Теория неста-

ционарной аэрогидроупругости оболочек. – Киев: Наук. думка, 1982. –

400 с.

8. Копачевский Н.Д., Крейн С.Г., Нго Зуй Кан. Операторные методы в

линейной гидродинамике: Эволюционные и спектральные задачи. – М.:

Наука, 1989. – 416 с.

9. Ковалев А.М., Щербак В.Ф. Управляемость, наблюдаемость, идентифи-

цируемость динамических систем. – Киев: Наук. думка, 1993. – 236 с.

10. Кильчевский Н.А. Курс теоретической механики: В 2-х т. – М.: Наука,

1977. – Т. 2. – 544 с.

11. Магнус К. Гироскоп. Теория и применения. – М.: Мир, 1974. – 526 с.

12. Меркин Д.Р. Гироскопические системы. – М.: Наука, 1974. – 344 с.

13. Agafonov S.A. Stability and motion stabilization of nonconservative mechani-

cal systems // J. Mathematical Sciences. – 2002. – Vol. 112, № 5. – P. 4419–

4497.



115

14. Румянцев В.В., Сосницкий С.П. О неустойчивости равновесия голоном-

ных консервативных систем // Прикл. мат. и мех. – 1993. – Т. 57, № 6. –

С. 144–166.

15. Tisseur F., Meerbergen K. The Quadratic eigenvalue problem // SIAM Revi-

ew – 2001. – Vol. 43, № 2. – P. 235–286.

16. Lancaster P. Lambda-Matrices and Vibrating Systems. Pergamon Press,

Oxford, UK, 1966.

17. Матросов В.М., Анапольский Л.Ю., Васильев С.Н. Метод сравнения в

математической теории систем. – Новосибирск: Наука, 1980. – 480 с.

18. Лакшмикантам В., Лила С., Мартынюк А.А. Устойчивость движения:

метод сравнения. – Киев: Наук. думка, 1991. – 248 с.

19. Козлов Р.И. Теория систем сравнения в методе векторных функций Ля-

пунова. – Новосибирск: Наука, 2001. – 128 с.

20. Мильштейн Г.Н. Экспоненциальная устойчивость положительных полу-

групп в линейном топологическом пространстве // Изв. вузов. Матема-

тика. – 1975. – № 9. – С. 35–42.

21. Мазко А.Г. Локализация спектра и устойчивость динамических систем

// Пр. Iн-ту математики НАН України. – Київ: Iн-т математики НАН

України, 1999. т. 28. – 216 с.

22. Fiedler M., Pták V. On matrices with non-positive off-diagonal elements and

positive principal minors // Czech. Math. J. – 1962. – Vol. 12, № 87. –

P. 382–400.

23. Stern R.J., Wolkowicz H. Invariant Ellipsoidal Cones // Linear Algebra &

Appl. – 1991. – Vol. 150, – P. 81–106.

24. Loewy R., Schneider H. Positive operators on the n-dimensional ice cream

cone // J. Math. Anal. Appl. – 1975. – Vol. 49, – P. 375–392.

25. Алiлуйко А.М., Мазко О.Г. Iнварiантнi конуси та стiйкiсть багатозв’я-

зних систем // Проблеми динамiки та стiйкостi багатовимiрних систем :

Зб. праць Iн-ту математики НАН України. – 2005. – Т. 2, № 1. – С. 28–45.



116

26. Алiлуйко А.М., Мазко О.Г. Iнварiантнi конуси та стiйкiсть лiнiйних ди-

намiчних систем // Укр. мат. журн. – 2006. – Т. 58, № 11. – С. 1446–1461.

27. Алiлуйко А.М., Мазко О.Г. Стiйкiсть та стабiлiзацiя диференцiальних

систем другого порядку // Проблеми аналiтичної механiки : Зб. праць

Iн-ту математики НАН України. – 2006. – Т. 3, № 1. – С. 7–24.

28. Алiлуйко А.М., Мазко О.Г. Iнварiантнi множини та порiвняння динамi-

чних систем // Нелiнiйнi коливання. – 2007. – Т. 10, № 2. – С. 163–176.

29. Алiлуйко А.М. Алгебраїчнi умови стiйкостi диференцiальних систем дру-

гого порядку // Динамические системы. – 2007. – Вып. 22. – С. 96–108.

30. Алилуйко А.Н., Мазко А.Г. Инвариантные конусы и монотонность ди-

намических систем // Dynamical system modelling and stability investi-

gation : Тези доповiдей мiжнародної наукової конференцiї (23–25 травня

2005 р., Київ). – Київ: Нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2005. – С. 19.

31. Алилуйко А.Н., Мазко А.Г. Инвариантные конусы и устойчивость мно-

госвязных систем // International Workshop on Free Boundary Flows and

Related Problems of Analysis : Тези доповiдей мiжнародної наукової кон-

ференцiї (25–30 вересня 2005 р., Київ). – Київ: Iн-т математики НАН

України, 2005. – С. 43–44.

32. Алилуйко А.Н., Мазко А.Г. Инвариантные множества и устойчивость

линейных дифференциальных систем произвольного порядка // Метод

функций Ляпунова и его приложения : Тези Восьмої Кримської Мiжна-

родної математичної школи (10–17 вересня 2006 р., Алушта). – Сiмферо-

поль: Нац. Таврiйський ун-т України, 2006. – С. 10.

33. Алiлуйко А.М. Матричнi нерiвностi в задачах стiйкостi i стабiлiзацiї ме-

ханiчних систем // Dynamical system modelling and stability investigation :

Тези доповiдей мiжнародної наукової конференцiї (22–25 травня 2007 р.,

Київ). – Київ: Нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2007. – С. 263.

34. Ляпунов А.М. Общая задача об устойчивости движения. – М.–Л.: Госте-

хиздат, 1935. – 386 с.

35. Красносельский М.А., Лифшиц Е.А., Соболев А.В. Позитивные линей-

ные системы. – М.: Наука, 1985. – 256 с.



117

36. Крейн М.Г., Рутман М.А. Линейные операторы, оставляющие инвариан-

тным конус в пространстве Банаха // Успехи мат. наук. – 1948. – Т. 3,

№ 1. – С. 3–95.

37. Клемент Ф., Хейманс Х., Ангенент С., Ван Дуйн К., Де Пахтер Б. Одно-

параметричекие полугрупы. – М.: Мир, 1992. – 352 с.

38. Далецкий Ю.Л., Крейн М.Г. Устойчивость решений дифференциальных

уравнений в Банаховом пространстве. – М.: Наука, 1970. – 536 с.

39. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. – М.: Наука, 1988. – 552 с.

40. Гихман И.И. Об устойчивости решений стохастических дифференциаль-

ных уравнений // Предельные теоремы и статистические выводы. – Та-

шкент: Фан, 1966. – С. 14–15.

41. Валеев К.Г., Карелова О.Л., Горелов В.И. Оптимизация линейных систем

со случайными коэфициентами. – М.: Изд-во Рос. ун-та дружбы народов,

1996. – 258 с.

42. Кореневский Д.Г. Устойчивость решений детерминированных и стоха-

стических дифференциально-разностных уравнений. – К.: Наук. думка,

1992. – 148 с.

43. Hirsch M.W., Smith H. Competitive and cooperative systems: mini-review.

Positive systems // Lecture Notes in Control and Inform. Sci. – 2003. –

Vol. 294. – P. 183–190.

44. Мартынюк А.А., Оболенський А.Ю. Об устойчивости решений автоном-

них систем // Дифф. уравнения. – 1980. – Т. 16, № 8. – С. 1392–1407.

45. Ласерра Е., Оболенский А.Ю., Пiльтяй М.М. Динамiчнi системи в про-

сторах з конусом // Наук. вiстi НТУУ КПI. – 2000. – № 6. – С. 142–148.

46. Мазко А.Г. Устойчивость линейных позитивных систем // Укр. мат.

журн. – 2001. – Т. 53, № 3. – С. 323–330.

47. Мазко А.Г. Устойчивость позитивных и монотонных систем в полуупо-

рядоченном пространстве // Укр. мат. журн. – 2004. – Т. 56, № 4. –

С. 462–475.



118

48. Мазко О.Г. Устойчивость динамических систем в пространствах с кону-

сами // Вопросы механики и ее применения. – Київ: Пр. Iн-ту матема-

тики НАН України. – 2002. – Т. 44. – С. 168–183.

49. Haddad W.M., Chellaboina V. Stability theory for nonnegative and

compartmental dynamical systems with time delay // Systems & Control

Letters. – 2004. – Vol. 51. – P. 355–361.

50. Свирежев Ю.М., Логофет Д.О. Устойчивость биологических сооб-

ществ. – М.: Наука, 1978. – 352 с.
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