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ц-

ВВЕДЕНИЕ
Современную механику можно рассматривать как широкий комплекс 

научных направлений. Одним из них является  механика деформируе

мого твердого тела  и, в частности, теория упругости.

Первые основные результаты по различным вопросам математической 

и прикладной теории упругости получили Навье, Г.Ляме, А.Л.Коши,

С.Д.Пуассон и другие ученые. Особое значение в этой области име

ют пространственные задачи математической теории упругости, в 

которых во многих случаях требуется определить напряженно-дефор

мированное состояние трехмерных тел, находящихся в поле действия 

поверхностных или объемных сил.

Общие и некоторые частные вопросы, относящиеся к решению трех

мерных задач,  рассмотрены в монографиях А.И.Лурье [ 3 5 , 3 б ]  , 

В.Д.Купрадзе,  Т .Г .Гегелиа ,  М.О.Бешелейшвили, Т.В. Бурчуладзе 

'27]  , В.Новацкого [ 5 5 ]  ,В.Т.Гринченко [ 1 2 ]  , В.Н. Ионова, 

П.М.Огибалова [ 2 1 ] и других ученых.

Важную роль в технических приложениях играют задачи о распре

делении напряжений около различного рода концентраторов напря

жений как в конечных, так и бесконечных телах .  Решение ряда кон

кретных задач для эллипсоидальных, а также для других видов ка

нонических областей получено в работах [ 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 9 , 1 3 , 1 9 , 2 8 -  

3 0 ,3 8 ,5 9 ,6 2 - 6 7 ,7 3  , 7 6 ,7 8 ,9 1 ,9 8 ,1 0 5 - 1 0 8 ,1 1 4 ,1 1 6 ,1 1 7 ,1 2 7 ,1 2 8 ]  .

Работы Ю.Н. Подильчука [ 62-67]  посвящены решению простран

ственных краевых задач математической теории упругости для эл

липсоидальных полостей и включений.

В статьях А.Я.Александрова [ 1 , 3 ]  , Г.Н.Положия [72-74] ,С.И.Со

ловьева [ 7 8 ]  , А.Я.Александрова и В .€ .Вольперта [ 5 , б ]  ,В .С .Воль-  

перта [ 8 , 9 ]  , Г.Ф. Залесова [19]  применяются аналитические и 

обобщенные аналитические функции при решении осесимметричных з а 

дач теории упругости, в частности, для эллипсоида вращения и



істранства с эллипсоидальной полостью .в работах В .С.Чемериса 

83,84] на основе метода р -  аналитических функций рассмотрен 

юпрос о приолиженном решении интегральных уравнений второй ос- 

говной осесимиетричной задачи теории упругости. В частности ,  ре

шена вторая задача ( заданы смещения точек поверхности) о напря

женном состоянии конечного полого цилиндра.

1 В статье [ 9 8 ]  получено решение для сферической полости, нахо-  

мщейся под давлением, в неограниченной изотропной упругой среде,  

сжимаемой на ••бесконечности". Деформации и напряжения представлені 

ш виде бесконечных рядов [ 1 2 8 ]  , когда сосредоточенные силы при

ложены в полюсах, для бесконечного тела  содержащего две и ооль-  
ІЄ сферических полостей посвящены р а о о т ы [ И 5 ,1 1 9 ,1 2 0 ,1 2 3 ]  . Слу

чай многосвязной среды рассматривался также в статье А.Н.Гузя 

[ 1 5 ]  и монографии А.Н.Гузя и в ,Т .Головчана  [ і ь ]  • 

і Влияние сферического включения на напряженно-деформированное 

состояние анизотропного тела исследовано в статье  [ і і 4 ]  . В ра

ботах [ 9 1 ,1 0 8 ,1 2 2 ]  приводится решение задачи об упругом равно« 

весии бесконечной среды с жестким сферическим включением, в  слу

чае растяжения упругого пространства с двумя сферическими вклю

чениями одинакового радиуса решение задачи получено в работе 

[ 1 2 4 ]  .

5 в .т .Ч ен  CW.т.Ch6n ) [ І 0 5 , і 0 б ]  рассмотрел осесимметричную; з а 

дачу о напряженном состоянии упругой трансверсально изотропной 

среды содержащей сфериодальное включение из того  же материала.

Г’.В.Куценко и А .Ф ,  Улитко [2 9 ]  решили вторую основную задачу тео

рии упругости для эллипсоида вращения методом разделения п ере-

1Г6Н Н Ы Х .

в.В.Панасюк , а ,1і; .лндрейкив и М.м.Сї-адник [ 5 9 ]  исследовали на

пряженное состояние неограниченной среды с тонким включением.для 

Эллиисоидальнего и эллиптического включений иолучено точное р е -



ш е .  в случае одноосного растяжения упругого пространства,

«еющего упругое осесимметричное включение,приводится решение з а -  

ачи в работе [ Ю 7 ]  . Для деформируемого тела с упругими включе- 

иями из других материалов получено решение задачи с помощью со

вестного рассмотрения деформирования включений и основного тела 

112] .

При решении некоторых трехмерных задач теории упругости исполь- 

уется метод интегральных уравнений [ 2 , 4 ]  .Обзор работ по этому 

опросу дан в статье В.З.Партона, П.И. П ерлина[б1  ] .

. Ю.Н.Подильчук [ 68 ] предложил приближенный метод решения про

странственных задач теории упругости для областей,близких к эллип- 

|^оидальным. Развитие этого подхода и решение некоторых конкретных

всесимметричных задач дано в работах [ 6 9 - 7 1 ]  .
I
; Концентрацию напряжений,обусловленную шероховатостью поверх

ности, исследовал В.А.Пальмов [ 5 7 , 5 8 ]  . В монографиях В.А.Ломаки- 
f _ _

на [34J  и А.П.Хусу, Ю.Р.Витенберга, В.А.Пальмова [8 2 J  решены
-V'

задачи теории упругости для цилиндра,полупространства и пласти

ны с криволинейным отверстием. Исследован вопрос влияния шерохо

ватых поверхностей на напряженное состояние тела .  Математическая 

постановка граничных задач теплопроводности и термоупругости для 

тела с шероховатой поверхностью, находящегося в тепловом контак

те с внешней средой, рассмотрена в работе Р.Н.Швеца [ 8 7 ]  .Разви

тие этого подхода дано в статьях [8 8 ,8 9 ]  .Задачи решены метщ а м и  

возмущений и канонических разложений.

В современных конструкциях важное место занимают элементы 

В виде стержней или цилиндрических валов ,  работающих на кручение. 

По теории кручения имеется ряд книг, среди которых особое место 

занимают монографии Н.Х.Арутюняна и Б,Л.Абрамяна [ 7 ]  ,С .Г .Л ех -  

йицкого [ 3 1 , 3 2 ]  , К.В.Соляника-Красса [ 7 9 ]  , а также некоторые 

разделы монографий Н.И,Мусхелишвили [ 4 0 ]  .С.И.Борса (  c . I . B o r s )  

[94] .



Достаточно полно освещены вопросы кручения круглого вал а  со 

?ферической или эллипсоидальной полостью (включением).

В.Т.Головчан [ И ]  получил решение задачи о кручении упругого 

щиндра, им.еющего сферическую полость с центром на оси вращения, 

с предположении,что модуль сдвига изменяется по квадратичному з а 

сну вдоль радиусов,аналогичная задача  рассмотрена в статье  [ 102] .  

; В работе [но] изучено случай изотропного вала  со сферическим 

включением, а в [Ю 9 ]  -  для включения в виде вытянутого или 

іЬплюснутого эллипсоида вращения и сферы. С .Ч .Босе (  S . С .Bose )

\[ 95- 97] рассмотрел трансверсально изотропный вал с изотропным 

Ьферическим или эллипсоидальным включением, а в работах П.П.Чат- 

Ьтаржи ( . p . p . c h a t t a r j i  ) [ 9 9 , l 0 l ]  ,Р.Н.ЧеттержИ (  R .N .GhatteroQQ)

I"[ ю з ] -  с жестким сферическим включением, в статье  [ЮО] получено 

'̂решение для двух сферических включений внутри изотропного вала и 

^рассмотрено разные варианты; здесь  же найдено точное решение,
Р'"
'■аналогичное решению Линга, для случая изотропного вала  с одним 

^сферическим включением.Случай трансверсально изотропного цилинд- 

;^ра с эллипсоидальным включением рассматривался в работах [9 3 ,1 0 4 ] .  

і  в статьях [9 2 ,1 2 5 ,1 2 6 ]  исследовано напряженное состояние изо-  

Jтройного вала с упругими включениями, обладающих криволинейной 

[изотропией специального или эллипсоидального вида.

I Влияние включений иной формы, веретенообразного и линзовид

ного, рассмотрено в работе [ Н б ]  , а для включения, образованного 

“вращением кардишда вокруг ее оси -  в [ ш ] .

Рассмотрение более сложных граничных поверхностей во многих 

случаях не позволяет точно решать даже простейшие пространствен

ные краевые задачи. Из приближенных методов достаточно эффектив

ным оказался метод "возмущения формы границы" в форме,предло

женной А.Н. Гузем [1 4 ]  при исследовании концентрации напряжений 

около криволинейных отверстий в оболочках. Далее он применялся

7



:в различных разделах механики сплошной среды,где граничйые линии 

были близкими к круговым, в работе Г.Н .Савина,А .Н.Гузя,А .С .Кос-  

модамианского (G .N .Saw in ,  А.Н.Сиг, А .З .Козтос1ат1а11зк1о )  [121 

дан обзор исследований некоторых классов задач для областей,не 

допускающих решения краевых задач методом непосредственного р аз 

деления переменных (неканонические области).При этом рассматрива

лись в основном плоские и некоторые двумерные задачи.

Разработке методов возмущения в краевых задачах математической 

теории упругости изотропного и анизотропного тела посвящены рабо

ты А.Н.Гузя [15-181 А.Д.Коваленко, В .Г .  Карнаухова [ 2 3 , 2 4 ] ,  

А.С.Космодамианского[25,2б],А.И.Лобанова, М.1М.Сидляра [ЗЗ] .С .Г .Л ех-  

ницкого [ 3 1 ,32],Ю.Н.Немиша [4 5 - 5 1 ]  ,Ю.Н.Подильчука [б 2 -6 5  , 6 7 , 6 8 ] ,  

Г.Н.Савина [ 7 5 ]  .М.М.Сидляра [ . 7 7 ]  и другие.

В монографии Д.Д.Ивлева, Л.В.Ершова [ 2 о ]  методом возмущения 

решены статические задачи теории идеальной пластичности и теории 

малых упругопластических деформаций.

В настоящей диссертационной работе методом "возмущения формы 

границы" впервые дано аналитическое и числовое решение нового 

класса конкретных пространственных осесимметричных краевых задач 

теории упругости для поверхностей вращения специального типа.

Исследуется напряженное состояние изотропных и трансверсально 

изотропных тел с полостями и включениями при кручении и растяжении- 

сжатии в зависимости от упругих и геометрических характеристик. 

Рассматриваемые граничные поверхности имеют форму конической,би

конической и цилиндрической замкнутых поверхностей вращения.

На защиту выносится:

I.Аналитические решения пространственных осесимметричных з а 

дач математической теории упругости однородных изотропных и 

трансверсально изотропных тел с полостями и включениями в виде 

конических, биконических и цилиндрических замкнутых поверхностей

8



вращения в случае кручения и растяжения -  сжатия.

2 . Механические эффекты, вызванные сложностью геометрии р а с 

сматриваемого класса поверхностей вращения: локальный характер 

поля напряжений, зона повышенной концентрации напряжений в окрест

ности точек наименьшего радиуса кривизны поверхностей.

3 . Исследования влияния анизотропии материала на напряженно- 

деформированное состояние тел в окрестности их концентраторов 

напряжений.

Во в в е д е н и и  приводится краткий обзор опубликованных 

работ,относящихся в основном к пространственным задачам теории 

упругости для тел вращения; излагается  сжатое содержание полу

ченных результатов диссертации.

В п е р в о й  г л а в е  приводятся основные уравнения и 

соотношения пространственной теории упругости в сферических коор

динатах.Излагается  метод "возмущения формы границы" для фигур, 

близких к сферическим.

Первый и второй параграфы носят реферативный характер.  Здесь 

приведены уравнения равновесия в векторной форме и в проэкциях 

на оси координат, закон Гука и постановка основных краевых задач .  

Решение уравнения равновесия в перемещениях представлено в фор

ме П.Ф.Папковича -  Г.Нейбера. Выражения для перемещений и напря

жений записаны в виде, необходимом для решения конкретных гранич

ных задач для изотропной среды.

Третий параграф носит вспомогательный характер .  Здесь  приво

дятся рекуррентные соотношения из теории сферических функций,не

обходимые для разложения произведений тригонометрических функ

ций на полиномы Лежандра или их прш1зводные, в ряды только по 

полиномам или их производным.

В четвертом параграфе излагаются основы приближенного метода 

"возмущения формы границы". Записаны рекуррентные соотношения 

для последовательных приближений компонентов напряженно-дефор-

9



щир0̂ ай;10Г0 сос:^оянкя в криволинейных ортогональных координатах.

Эфн-ективно. ть метода воамущения в случае кручения тела  и в се -  

OTOjin liMMj рлотяжпиии-сжатии илотрппиои про .ill с шггянутоИ и.пи 

Сжм I-,') пшиисоиднои по.лоотью,допуикающой точное р(!11и;нии,иоказа- 

нп в ая'гом параграфе. Сравнение полученных результатов приближен- 

ным методом с точными, свидетельствует о хорошей практической 

сходимости метода "возмущения формы границы".

 ̂ В т о р а я  г л а в а  посвящена исследованию напряженного 

состояния при кручении деформируемых тел с полостями и включения

ми. Так как в рассматриваемом случае ( как и в последующих г л а -  

вах)переменные в граничных условиях не разделяются, то задачи ре

шены приближенным методом "возмущения формы границы".

Ш'-’стом параграфе даются основные сведения из теории кручения 

Трансверсально изотропных тел. Приведены выражения для перемеще

ния и напряжений, необходш-ч.г для решения конкретных зад а ч .

' йоследовано напряженное состояние изотропных тел с жесткими 

включениями.Максимальные напряжения на поверхности конического 

( § 7 ) ,  о’лконического А цилиндрического ( § 8 ) включений пред

ставлено как в виде рядов по производным от полиномов Лежандра, 

так й .10 степеням радиальной переменной в характерных точках 

’поверхности.

Кручение трансверсально :1зотропного тела с зат кнутыми кони

ческой, биконической и цилиндрической поюстями рассмотрено в 

ледующих a j . a  параграфах. На поверхности полостей относительные 

напр>1х1;Иил представлено в виде рядов по полиномам Лежандра.Пока- 

,3 . 1C характер изменения напряжений как на поверхности, так и в 

OKpecTun-fR TO' îiK по. остей наименьшего радиуса кривизны. О влия

нии bRir отр^пии материала на величинз^ напряжений свидетельству

ют а г ' Бeд.;;tнtлe тлблицы И графики.

i р е ь я г л а в а  посвящена упругому равновесию изотроп

ных ге. поверхностями вращения кри растяжении-сжатии.

10



1казано распределение напряжений при растил-ении-сжатии лзотроп-  

;СреДЬ! о жесткими коническим ( § I I )  , биконическим и цилш дри-  

Ш С§ 1 2 )  включениями. 3 точках поверхностей наименьшего ради-  

крИБйзны напряжение представлено в виде рядов пг степеням ра

вной переменной.

следуется напряженное состояние изотропной среди в окрестности  

дных от напряжений замкнутых конической (§ 1 3 ) ,  биконической  

:линдрической (§ 1 4 )  полостей ,  

р  ч е т в е р т о й  г л а в е  и ссл едуется  напряженное с о с т о я -  

^деформируемых т ел , ограниченных поверхностями вращения,при р а с -  

1ении-сжатии.Ь'г-л ̂ ■'
;8 пятнадцатом параграфе дано общее решение о с е с 1'му,етт)Ичной з а -
«■■■ .:»■ ■■
щ теории упругости (б ез  кручения) для трансвепг^льнс из отропной 

:ды в сферических координатах.

•Аналитическое решение осесимметричных задач о напряженном с о с т о -  

трансверсально изотропной среды с замкнутыми конической,би?^о- 

еской и цилиндрической полостями при растяжени:!-сжати1: дано в 

тнадцатом и семьнадцатом п а р а гр а М х . Лля некоторых трансверсально  

1Тропных материалов исследуется распределение напряжений на р а с -  

триваемых поверхностях вращения. Показано изыенение коэф^ицуюнта 

центрации напряжений при отдалении от поверхнос?’' з характер-  

I точках.

В § 18 исследовано влияние радиуса кривизны поверхности не  напря-  

яое состояние упругой среды при растяжении-с пт. ■: качестве  

меров рассмотрено изотропную ср еду  с жестким л-’йпотр-"хоидальньш 

ючением и трансверсально изотропную с гипотрохоидальной полостью. 

Краткие выводы по выполненной диссертационно'! р аботе  содержит 

к л ю ч е й  и е .  

в конце работы приведен библиографическии список,  БКЛПЧаГ -й 

наименований литерач-урных источников и зарубежных

оров.

II
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ГЛАВА I ,  ОСНОВШЕ УРАВНЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ ПРО
СТРАНСТВЕННОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ.МЕТОД "ВОЗМУЩЕ
НИЯ ФОРМЫ ГРАНИЦЫ"ДЛЯ ОДНОГО ШССА ПОВЕРХНО
СТЕЙ ВРАЩЕНИЯ

§ I.Уравнения равновесия, закон Гука и постановка 
основных граничных задач

Приведем некоторые основные уравнения трехмерной теории упру

гости в сферических координатах, используя при этом терминологии 

и результаты, изложенные в монографиях [ 36, 55,55 ] ,
Рассмотрим упругую изотропную однородную среду, находящуюся 

под действием некоторых объемных или поверхностных сил. Пусть 

в каждой точке среды напряженное состояние определяется тензо

ром Т , в сферической системе координат Гв</. тензор напряжений 

Т  задается  таблицей

Т= б

б * .

е е
б

(  ,  С , ]  =  Г ,  в, с и  )  ,

(1.1)

каждая строка которой определяет компоненты напряжений на пло

щадке, перпендикулярной к соответствующей оси. Диагональные 

элементы -  это нормальные напряжения; они (как

и касательные компоненты т е н з о р а X ) считаются положительными, 

если их направление совпадает с направлением соответствующих 

осей координат (отрицательные-в противоположном сл у ч ае ) .

Необходимым условием равновесия произвольного элементарного 

объема сплошной среды является уравнение

+ К =0  ̂_ (■J_2)

где ^  -  вектор оил, деиотвуищих на единицу объема. В проэкциях 

на оси координат имеем уравнения
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Ь г  Г  д в  г з С п е  г  ( ^ Ч г ~  ^вэ  “ ■ 

^ б ^ ^ с Ь д в )  ±  К , ^ 0 ,

Ь б гв  . I Ъбвв . 1 Ь6aJ. 1 [ ( ^  ^  \ 1 „  Ст З")
Э г  ^  г  э е

К^ = 0  ,

К ^  = 0  ■

При деформации среды в поле вектора перемещений 1̂-{^г ЛСд, 11̂ _) 
из положения, определяющегося радиус-вектором г  в положение 

с1^ , вектор и  принимает приращение с1и  , Проэкции вектора 

на оси координат Г, ^  ,оС равны полным дифференциалам 

его проэкций

( 1 . 4 )

И

с 1 й - ^ с 1 г .

Симметричный тензор £ .  .характеризующийся таблицей
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е̂к- ^вв
е .0

называется тензором деформации. Здесь величины

Р - М а  
т -  а г

Р - X  М в  ^
Г С)е г

называются относительными удлинениями, а компоненты

1 д и
»"б Z l  ^ де  ' ' дг 

е  ( —1—  ^
2- Г5Ш0 дсЛ

и .
д г  Г /  ;

е  = —‘̂ 004 2 г 1 а о
д а
д л

(1 .6 )

( 1 . 7 )

( 1. 8)

-сдвигами.

В линейной постановке связь  между напряжениями бс  ̂ в однород

ной изотропной среде и малыми деформациями &cJ характеризуется  
законом Гука

б u ^ z Q ( e a ■ < - ■ J z ^ e ) ,  6 ^ = 2 0 %  

( ^  = ^ r ^ + . (.,3 = г , е , л ) ,

( 1 . 9 )

'де ( т  -  модуль сдвига,  ̂ -  коэффициент Пуассона, б  -  

)бъемная деформация. Обратные зависимости имеют вид

) .



^ ^ ^  . ( 1 . ю :

в классической теории упругости одними из основных рассматри

вают следующие случаи загружения тел :  заданы силы,приложенные 

| а  поверхности тела 5  ; заданы перемещения точек его поверхно- 

1 ти 5 * ; на одной части поверхности -5" заданы перемещения, а 

«а другой -  внешние силы.

* В связи с такой классификацией различают три типа основных 

граничных задач для упругих деформируемых тел.

- Первая основная граничная задача  состоит в нахождении компо

нентов И г ,  Но , , бr^̂  , • ■ , 6 *у,0 .удовлетворяющих уравне

ниям ( 1 . 3 ) , ( 1 . 9 )  ( с учетом соотношений ( 1 . 7 ) , ( 1 . 8 ) )  в области 

занятой телом. Эти величины должны быть непрерывными функциями ко^ 

^ординат вплоть до поверхности тела, на которой заданы граничные 

условия,

бгг * б п П о  - I - . 

бег- К  * «е + = %

'Ч® ( З -  ~ проэкции внешних о м  на оси Г, 0 , с 1~ ;

Hj -  направляющие косинусы единичной нормали И. к поверх- 

10сти тела .

Вторая основная граничная задача состоит в нахождении такого 

)ешения уравнений ( 1 . 3 ) , ( 1 . 9 ) ,  которое удовлетворяет на поверх- 

юсти тела граничным условиям

= ’ ( 1 . 12) 

'де 9'  ̂ 1 ^ 0  7 ”  зад^^пные на поверхности функции.

Иногда на практике встречается так называемая основная смешан- 

:ая граничная задача,  когда на одной части  заданы напряжения(1 . 11).

16



Ш на другой -  перемещения ( І . І 2 ) .

§ 2 ,  Общее решение уравнений равновесия в перемеще
ниях для изотропной среды

Используя соотношения ( І . б ) - ( І . 9 ) , уравнения равновесия ( 1 , 2 )  

шожно представить в перемещениях

г2 ,-т . 1 ^  г г  . к

17

<̂ гас1 сИу и  ̂ о . (2.1)

В случае отсутствия объемных сил, решение такого векторного 

уравнения,в форме предложенной П,Ф,Папковичем [ б О ]  и Г. Неябе- 

ром [41 ] ,  имеет вид

и - ‘/ ( 1 Ч ) В ~ д г а о 1  ( > ^ В + В о )  . (2 . 2 )

Здесь в  -  гармонический вектор ,  -  гарконический скаляр, 

т , е ,

v ^ e ) ,  =  = ( 2 . 3 )

Заметим, что функции , 6 ^  не удовлетворяют

уравнения Лапласса типа ( 2 , 3 ) ,  однако выражаются через гармони

ческие функции Вх» 6 /̂ . 6 2 . [ 35,55  ] .

В случае симметричного нагружения относительно оси OZимeeм , 

что скаляр Во *а также проэкции В , .  , В в  , 6 ^ вектора В  

не должны зависеть  от угла  суС .
Проэкциями вектора перемещений и  , согласно ( 2 . 1 ) ,  на оси 

сферической системы координат будут

и ^ =  + Во )  , ^2 , 4 )



Если компоненты и Ыд не зависят от Л  , то деформации 

r̂  ̂ » ^вв » ** объемное расширение в  определяются

18

ормулами

е  =гг д г

Ь - ±%Lĉ ' г

( 2 , 5 )

 ̂ в этом случае объемная сферическая гармоническая функция 

представляется в виде одного из произведений

оU f ) ? , , ( / ' )  {1  ̂= С05в , П-0,1,2, . . . ) ,  ( 2 .6 )

где полиномы Лежандра.

Тогда на основании формул ( 2 . 4 )  для внешней задачи (бесконеч

ная среда) получим выражения для перемещений в виде [ 3 5 ]

( м . , )  ,

« в  ч ‘<->1 г  ^  Г “  ------  •

Определив деформации согласно ( 2 . 5 ) ,  можно найти напряжения 

ца основании соотношения ( 1 , 9 ) ,  т , е .

2б £  [-(г(^г^o^l-2■>) {пн)(п+г) ^  ] Р„ (^) ,
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(2.8)

б .Г '2 0  | _  [ ( и ^ - 2 .  2 ^ ) - ^ ,  -  { П . 2} ^ ]  2 ( ^  .

Заметим, что представление перемещений и напряжений, соответ -  

|сгвующие внутренней задачи, согласно ( 2 . 6) ,  легко получить из 

выражений ( 2 . 7 ) ,  ( 2 . 8 )  в результате замены К1 на .

§ 3 .  Некоторые сведения и рекуррентные соотношения 
из теории сферических функций

Так как общее решение уравнений теории упругости в сфери

ческих координатах в случае осевой симметрии выражается через 

полиномы Лежандра, то при решении конкретных граничных задач 

возникает необходимость производить различные алгебраические и 

дифференциальные операции над полиномами Лежандра и их производ

ными.В связи с этим приведем некоторые их основные с в о й с тв а ,и з 

ложенные в книгах [ю,90] . Изложим также некоторые новые рекур

рентные соотношения, используемые при удовлетворении граничным 

условиям на поверхностях, близких к сферическим.

Допустим, что уравнение Лапласса
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г" d r d r
_____  d ^ v

r ' s m ‘ 0 act '  ^

(3.1)

удовлетворяет однородный полином степеня YI (гармонический поли

ном), имеющий вид

V , ( r , 0 ,.C) = r ’’ f e - o f )  . ( 3 ^2 )

функция r " Y j e A )  называется объемной сферической функ

цией степеня л  , а функция Y n ( e , a i )  , которая является  по

линомом от COS G , S i t l Q .  , C(Pic< , S<.noL -поверхностной 

сферической или просто сферической функцией степеня К1 

в случае осевой симметрии сферические функции V i  ( о , л )  
меняются на полиномы Лежандра Рп. ( f )  ~  Рп. (COS G ) , где

Z ^n l  i f ' '  'I)

Разложение R  ) no степеням имеет вид

п ,  ( 2 n - t )  r„ , ’̂  n ( n - l )  „«-2 .
Î JK Z(zn.--t) ^

^  n  ( n - l ) ( n - 2 ) ( n - i )  i^n-9 -I 
Ь 4 ■ ( 2 n - t ) ( 2 n ~ i )  •

»г
( 3 . 3 )

( 3 . 4 )

(2пч)(2п-3)

Лля действительного аргумента ju = c o s e  имеем тригоно

метрическое представление

э 1-i -S ... ( z n - l )
-  2 4-6... 2п  

/■3 П(П-1)

COS п  9  + 1  п
1 Zn-1 COS (п-2)в

( 3 . 5 )

1-5 П{П-1) . f . j . s  n (n - i)(n -2) , 1
^•2 <-2.3 m 4 ) ( 2 n - i X 2 n - S )



ii.oji'“ Ц -  нечетное целое число, то сумма кончается на 

член - с c o s  в  ; если Уі -  четное -  на члене, не зависящем от 

COS Ь , і . « ч е м  этот член умножается дополнительно на 1 / 2 .

Заметим, что функция Ри ( f^ )  удовлетворяет дифференциаль

ное уравнение -Лежандра

21

n ( n * y ) v  = o ( 3 , 6 )
о1и^ о / / '

м Не : аБйет.;. ' ПОЛИНОМОМ Лежандра первого рода степеня или 30  

нальноР г'с.^^уоническои сферической функцией 1 -го  рода.

.:Олйк,)уы Лежандра 1 -го  рода удовлетворяют рекуррентным соот-

нсиенияк

Ol+-/)Pnt,( ' jм; -  ( т + ^ ] ^  Ог(]^) + л (Ju) = o ,

ч ).3>̂ Ге.) - Рл/<) + Р„‘, = 0 .

Р ч (^) + ̂  Р„., (/<) = и ,

-'«• Р„'., (/̂ ) '

"  ̂О Ра (f) - п ]и р (JU) + п |Р, (Ĵ )̂=0 .

.. .1Й С З .З ) -  0 . 7 }  можно получить ДОПОЛНИТг^ЛЬНЫе фор-

му-<> , * ' ' КС орые испол1-;:.у^тся Ир и решении кр,.^ных задач мате-
Г1-: , ■ : • V :■ 'ОСТИ

( 3 . 7 )

t o . - /  ' ■ 2 n - f  ' - - г !

-  J. n^- l j  ] , , , П(П 1-0(2П ^1) <л , ,
2 п - '/  ' 2 І -ЗІ '“   ̂ ' '■
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. . dP„(]^)  _ n^'l JP„ .AfO  л ., . .  .'■ ' ,

(2П-1)(2П+}) d e  2 n t 3  d e  ' ‘ 'I I '

n(n+i) dP„.t(/4j iltv’+ 611̂ -̂111-} dP„(ju)  ̂ n ^jX  jÆ j 'f  1
d o  i 2 n ~ i ) ( 2 n ^ b )  . d e  2 r i f '  d b ' ' "

C~̂‘ '('>j

( 2  п н )  ] Ц  z :  -  { n ^ i f  +  ÏÛ- ü b } ± L lJ lL  ,
^ d e ^  ^  d o  d O

где J4  ̂ C05 0 ? J j f - S t n G .

Из ( 3 . 3 )  получим, что при Оч\ Q - l t / l ,  , б^ОГ  . .-Si)? 

место равенства

P n ( ± i ) < ± i f  , ~ " J g  ^^= 0 ,  ’ .  ,

Г'"!
В т а б л . ! , ,  приведены чш'ж'И.а; значенил потлиомс , , ' / ' ' ’ ^= ' 2  ' ’ 

и ил произиодш'х ( I I >1 ( /‘'^/и  3 - Г̂ :(Г т

зрчен и й  угла 9 »изменяющегося в ИНТер^ВаЛ. С- о ■- " 

промежутке ^ 2п ( / ( )  'Л -(^.1 > ' - / с У

симметричные, а Р^п^- ^/О и c i l  ,, Л. ', с^- : -

симметричные относительно их значении в ;̂ '1?ег ' -  € - j f  ';•



Таблица I

е
1
•

11Г / У 2
V 1

1
•

.! ^ / ( 5  
»

1
«

\ ж / 4
\
•

I

! ^/5  1 •

1

1 5 i r / / Я  
!•

\
! ^  
•\
*

Р, 0,9659 0,8660 0,7071 0,5000 0,2588 0

Р. 0,8995 0,6250 0,2500 -0 ,1 2 5 0 -0 ,3 9 9 5 -0  , 5000

Рз 0,8042 0,3248 -  0,1768 -0 ,4 3 7 5 -0 ,3449 0

р . 0,6847 0,0234 -  0,4062 -0 ,2891 0,1434 0 ,3750

P s 0,5471 -0 ,2233 -  0 ,3757 0,0898 0,3427 0

Ре 0,3983 -0 ,3 7 4 0 -  0,1484 0,3232 0,0431 - 0 ,3 1 2 5

я 0,2455 -0 ,4 1 0 2 0,1271 0,2231 -0 ,2 7 3 0 0

ц 0,0962 -0 ,3 3 8 8 0,2983 -0 ,0736  -0 ,1702 0,2734

р. -0 ,0 4 2 8 - 0 ,1 8 9 5 0,2856 -тО.2679 0,1594 0

а -0 ,1 6  51 -0 ,0 0 7 0 0,1151 -0 ,1882 0,2316 -0 ,2 4 6 1

—
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Таблица 2

(ХНг 1 ^/6
! j 
i TLi t̂ ! • • 1 t • •

}

r t f b  ; 
1 *

j
sfLfiz 5 * 1 •

Ti/SL

у т  - 0 ,2  588 -  0 ,500 -  0,7071 -0 ,8 6 6 0 -0 ,9659 - 1,0000

i d R /d e  - 0,7500 -1 ,2 9 9 0 -  1 ,500 -1 ,2 9 9 0 -0 ,7 5 0 0 0

I d R l d e  - 1,4229 -2 ,0 6 2  5 -  1 ,5910 -0 ,3 2 4 8 0,9636 1, 5000

y i i / c i 9  . 2 ,2069 -2 ,4 3 5 7 -0 ,6 2 5 0 1,3532 1,5819 0

[ d f s l J e  - 3 ,0178 -2 ,1 6 8 0 0,9944 1,9283 -0 ,2833 -1 ,8 7 5 0

d Q l o l e  - 3 ,7646 -1 ,2 0 7 7 2,2969 0,4973 -2 ,0 5 9 6 0

d l ^ d e  - 4 ,3580 0,2632 2,3589 -1 ,7 1 0 9 - 0 ,8 2 4 5 2 ,1 8 7 5

d [^/d e  - 4 ,7150 1 , 8686-- 0,9492 -2 ,4 0 1 4 1,8969 0

; d Q  I d o  - 4 ,7812 3,1429 -1 ,2279 -0 ,6 2 7 3 1,9701 --2,4609

d ^ o l d O  • 4 ,5075 3,6696 -2 ,8 8 7 0 2,0067 -1 ,0306 0

При решении краевых задач о напряженном состоянии около не

канонических поверхностей возникает необходимость разложить

произведения вида

' с м  К 0 \ d^P„CiLc) 
v S LKKe y  dQ^

гв ряды ПО полиномам Лежандра или их-Щ)Оизводным. Некоторые из

(COS^e  (COSK0 \ c i p „ ( i - )
f \SLn K6 / cI q

таких разложений,необходимые в дальнейшем для решения конкрет

ных задач.  Приведены в т аб л .3 - 6 ,
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Таблица 3

Выражения
Коэффициенты при Р „ ( / < )

Р  ! Р ; Р .  ! Р .о ! ^Z 
1 
• ! !

С05

С05 кд й  (JW)

С0% н е  (уи)

С0$в9 PoCJ»;

с ^ Р ы )
о1в

$1п З е

$ и г } в ^ 9 ^ Г ’.
с1е

Зьп Це
о 'е

т ц е ые'^

5

8
35

I

15

16
105

I

35

2

15

32

35

8

35

с (^ Й с /< ;  19

7

I
21

16

21

5
21

4

21

22

21

8

32
35

12
385

64

35

32
385

384
385

32

12

35

35

228

385

228

385

576

385

160
231

64
77

512
231

160

77

128

77

256

77
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Таблица 4

Выражения
Зоэ(^Р!циенты при

‘ о  '! [ 3  '  I  р  '1 ' ® 1 »я 1 ' V • • *

X 0-)_ .

Р  ! ^
Т р1 Чо

Ы  30 (/и)
- 80 165 2 448

231 П О П 165 715

64 32 __1^ 16 896
315 693 500 5 693 1287

: со5 15(уи;
А
I'

- 40
1001

212
1001

71
187

784
2717

336
4199

г™%
Ы б б / ^ Г у , )

Г:

-  4 _ 85 1704 128 2048 т
105 231 50 0 5 П 5 5 214 5 1

1 п
1С05 89 ~̂ (1и)
1'

-  Л
63

64
693

2 %
1001

4096
3465

16384 
643 5

-

к о з ^ в Р ^ с ^ ) -  64 
3465

-  1039 „ 
9009

2432
5005

24832
58905

16384
122265

49152
46Г89

зе с/Д(1У 
с(е

тт 160
77

510
1001

6
I I

448
143

-

■51« </6 ЦВО“̂
I-  Ыв

64
63

400
693

592
1001

416
693

3584
1287

-

з ш  б ё
и в

4
105

116
231

7824
5005

1024
1155

28672
15015

-

' 5 т  ‘!/£> ^^2
ЫВ

- 320 72 504 7616 16128

143 143 935 13585 4199

5Ш 16 304 3264 7424 8192 98304
о1в 1155 3003 5005 3927 8151 46189

‘1*П< РД 67 1108 768 1024 16384 1966080 V ------=—•*---
с1в̂ 1155 ■ 3003 4 55 357 8151 46189
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Таблица 5

фажения

Коэффициенты при с1р^С^^)/6в

! о//? ! с1Р, ! г [ ^  1 3 1 d P . \ с1Р̂ 1 с 1р
! С1в \ с19 ! Ыв '! а в ! с1в 1 а е

I - 8 - - -

5 15

— 5 — 8
21 35

I I I м» 16 •*
35 15 105

- _ 5 - 13 - 80
63 385 693

4 яя» 16 - —

21 35

4 - 4 •> 32
21 77 231

— 2 64 256
63 385 693

— ______ 8
7 35

27 - 2 — 32
3 5 15 105

. . 4 — 27 • 80
21 385 231

. . I I . .
-  .̂ 8 64

21 385 231

. . 5 _ 8 _

21 35

51 — — 64
35 15 105

м» — — 21 — 80
55 77

- 20 - 96 - 128
21 385 231

•0530

й  С/^) 

>ш^а  9 (]и)

с1Р (̂1ц) 
с1е

с1Рг(^)  
с1в

:о$з0
Ыв 

0(0

с19^

; Ы з в ^ ^ з ( ^ )
о[в^

:о5кО

с1' 'Рг(м)
с ( в
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Таблица б

Выражения
Коэффициенты при /  <^0

с1р2.
с/0

с / / Я  •  с / й

с / о

с1Р,
с/0

с//̂ о

; SLn39̂ ^CJu.)
|г
г R(Jw; 

$1П^е (^) 

Ьшбе / 5 ^ ;  

5 т  Р  (Ju)

■ ^  
693

.  Л§.
231

320
3003

_58_
693

8
693

152

23
1001

*500 5 

8
335

118

55
495

4
231

12

1001
32

1001

376

935

.  ^28 
'346 5

512 
346 5

5312

715

-
”  1287

-  28 
"  3135

2%
2145

-  20^8 
~ 643 5

3584

1344
20995

24 576
® ' г  \J^̂ y 9 0 0 9 500 5 58905 122265 230945

« 1 6 0
231

54
1001

I
33

56
143

-

_  160 
693

87
1001

32
693

448
1287

-

С05 4 9 2240 48 107 336 8064 ̂и*/ л к/ ““  ̂ •“■ —
с ( в 3003 715 2805 13585 20995

с о з в в
с1в

31 1836 128 512
231 500 5 1155 214 5

Г*пс < ? Л  сЛ~аС̂ ^̂ 59 576 5888 4096 49152
\,иь 0 и —---ТГ'*—

о в 3003 5005 19635 40755 230945

_ 3 2 0
77

348
1001

5
I I

280
143

«р*

80 244 32 1792
Ь ( ^ г ч и ............. ^

о ( б ) ^
231 1001 77 1287

-

сЛв^
2240

429
168

715
1084
2805

6272
13585

48384
20995

“ “ " д а " " '  -

10
33

455
715

256
1155

1024
2145

~

8 192 3328 -  8192 98304
d Q ^ 143 715 6 54 5 40755 23094 5



§ 4 ,  Исходные соотношения метода "возмущения 
формы границы"

Под в о з м у щ е н и е м  [ 3 9 ]  будем понимать отклонение от 

»которых условий задачи, допускающей точное решение.

Рассмотрим бесконечную среду, ограниченную изнутри поверхно- 

ью 5" »образованной вращением контура Г  относительно его  оси 

мметрии 0 Z  . При этом в произвольном меридиональном сечении 

101  ̂ функция

29

( С к < і )  С ^ . і )
f

руществляет конформное отображение [ 4 0 , 7 5 , 8 0 ]  внешности

(внутренности )единичной окружности на внеш-

ость ( внутренность )  контура Г  . П р и  этом координатная линия-------

совпадает с кривой і . Функция и параметр 6 оп-

ёделяют форму контура . Для взаимного однозначного отображения 

еобходимо, чтобы корни уравнения 1+ Е лежали внутри

кружности единичного радиуса ( Р - І )  плоскости ^  .Величина ґо 

арактеризует абсолютные размеры контура и его ориентацию по о т -  

ошению к избранной системе координат.

Параметрические уравнения контура 

ости 2о1? имеют вид

" ^  с о з  + £ С05 К ^  ,

в рассматриваемой плос-

R e  с и с ^ )
( 4 . 2 )

р-1

в зависимости от вида функции и значения малого пара

метра можно получить различные виды контура .Так,например, 

цля функции при К~ 1 уравнениям (4 .2 )отвечаю т

вытянутые ( Е ? 0 )  или сжатые (Е^О)  эллипсоиды вращения.

5сли , то при определенных значениях ^  можно получить



авнения, соответствующие в плоскости /? »'правильному" ( к + 1) -  

угольнику с закругленными углами, при вращении которого вокруг 

оси о х  образуются специального вида поверхности вращения.Так, 

‘например, при 2  , Ь-'1(Ъ + 11Ч соотношениям ( 4 , 2 )  соответ

ствуют "правильный трехугольник", а значениям К - 3 ,  1^±1/б- г1/д-  
"квадрат" с закругленными углами. С увеличением числа сторон 

многоугольника уменьшается соответствующее ему значение пара

метра Ь »например, "пятиугольнику" отвечает  , 
"шестиугольнику" -  и т . д .  С геометрической 

точки зрения это значит, что в рассматриваемом случае контур 

многоугольника все меньше отклоняется от окружности. Следователь

но, для каждой пары значений параметров К и 6 в трехмерном про

странстве образуются столько поверхностей вращения,сколько осей 

симметрии в соответствующего плоского многоугольника.

Заметим, что уравнение ограничивающей поверхности,соответствую

щее функции ( 4 . 1 ) ,  в общем случае ( з а  исключением частного

~ ) не является  уравнением второго порядка и не сво

дится к стандартному каноническому виду. Поэтому поверхности 

этого класса относятся к неканоническим.

В рассматриваемом случае координаты Г , в  и угол ( р и с .1 ) ,  

между радиальным направлением и нормалью к контуру Г , в произ

вольной точке поверхности вращения выражаются через отображающую 

функцию в виде [ 14 ] .

г  = ,  ( 4 . 3 )
 ̂ ке

30

1̂ 1 1сос^)1

Перемещения I / ,  и напряжения (т,С=  в криво-

линейной ортогональной системе координат определяются через



ЗІ

Рис. I
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соответствующие компоненты ‘̂ s  , 6*̂ 5 ( k , S  ^ r , e , o ( )  сферической 

системы координат по формулам [ 4 0 ]

U^COSjJ + U ^ s i . n j l  , U g C O s f - U ^ S i n f ,  , ,

i  ( б е е  -  6 „ ){ - i- C 0 b  Z f )  ^  b i n z f  ,

' i f  (4 , 4 )
2\*^вв~ ~  C(?S 2 р )  — ,

т ( < ^ е - 0 ; ^ 5 ( > 1 2 р + 6 ^ ^ 0 0 5  г р ,

^f v  = COS J5 + S tR  J3 , б ; ^  = б ,^С 0 5  ji -  б;.̂  ̂ S tR  |3 ,

Здесь

, б-„, =

6 - , , =  (5,з(г,0,<.)  . 

граничные условия на координатной поверхности при
® о

заданных на ней перемещениях Щ или напряжениях 6̂  ̂ соответ

ственно будут

( u , f u , ) ^ ^ u ,  , ( 6 ? e " 4 e ) s  = 4 e ( 4 . 6 )

л л
1ри этом слагаемые -* известные компоненты основного

!апряженного состояния среды соответствующего приложенным силам 

la "бесконечности” .

Из соотношений ( 4 . 3 )  видно, что правые части ( 4 , 4 )  являются

достаточно сложными функциями от переменных р  , ^ , £. и, сле -

ювательно, удовлетворить точно граничным условиям ( 4 . 6 ) на

[оверхности 9^^ не возможно. Однако при Н^О на основании 
Л . 1 ) ~ ( 4 . 3 )  имеем
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1 - 0 г=о
( 4 . 7 )

г=о 1-Ю

,е . кривая Г переходит в окружность радиуса К и граничные 

1ловия(4 . б )  в этом случае удовлетворяются точно.

, Наличие малого параметра £ в правых частях ( 4 . 4 )  (  ввиду 

висимостей от него функций ( 4 , 1 ) ~ ( 4 . 3 ) }  позволяет решать тр ех -  

рные краевые задачи приближенным методом "возмущения формы 

^аницы" [ 14,1б ' ,45 ] . Лля его реализации решение граничных з а -  

.4, т . е .  компоненты левых частей ( 4 . 4 ) ,  представляются в виде 

:дов по степеням Ь
оо

'т сП=о
Произвольная непрерывная функция р~  ̂в

жет быть представлена степенным рядом Маклорена

( 4 . 8 )

в
Р (г ,е )= 2 І£ 'Лзо

(Я) _  ^

р ( Р , Ю  =

и !

д Т ( п о )

Г" / ч
К ( Р , У )  ,

[частности, операторы С ,  с :

1^0

имеют вид

( 4 . 9 )

( 4 .1 0 )

0 7  д г
Э д

' \ а р д б . а ?

€ - д ь  д е  д р д д

д

ч-

]і = о

( 4 . I I )

I  а г ^  э р  '  д з

й'- ■

|Следовательно, функция Р ( ^ Д )  в ( 4 . 9 )  получается из 

вмальной заменой переменных У", 9 соответственно на .Эта 

бенность играет важную роль при решении конкретных граничных



'̂ 4

задач,  так как позволяет использовать выражения для перемещений 

и напряжений в сферических координатах для непосредственной их 

записи в криволинейных ортогональных координатах.

Разложив 6 ' из (4 ,3 )  в  ряд по ^ »получим

где обозначено

( 4 . 1 2 )

( 4 .1 3 )

Учитывая выражения ( 4 . 8 ) , ( 4 , 9 )  и ( 4 . 1 2 ) ,  представим величины, 

входящие в правые части ( 4 . 4 ) ,  рядами по степеням 6  . После при

равнивания членов при одинаковых степенях параметра 6 для - г о  

приближения получим рекуррентные соотношения [ 1 6 , 4 5

С  

С .

п. ГЛ.
.о'}

б .

Ч е  ;
/  »2. V '  'З

^ 0 ) 1 
\ в

= ^ Л  б . .  ( б , , - б ; ,
J=:0

б
(Л)

гсV

(Т.

= ^ л :
J = 0 и ' ! '

(4 .14 )

б" '" '  і Г

б
ш  о

п.

І-0
/\

СП-]) и CJ)
г

± л
(n-J) •0  ̂

'ел 7
• а ) .

О)
в
(J)
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Л / 'Здесь / \ -  -дифференциальные операторы

зависящие от функции^Й’)и имеющие при 0^1,1 вид

л г - л : - л ' : ' = ( . л г - л г = л : - л ' ; ’ . о . 

л : = л :  = л ' ; ’ = с , л г - ^ л г - ^ А ^ . г ) ,

К ' ’ т [ М ^ . г > С -  {В (г ,е- )] _  ( ,.1 я

ЛГ-1 [ С-А '(гх)], Л';'. 1 [/!'* ̂  А>(С, Г)

/ С ' ' А [ А ( г , г ) £ ’ - ^  б г г - , г я .

в частности, для функции запишем их выражения в

'ригонометрической форме

.(С) .СО) .(О) д(о; Со; Ло) О )

Л/ = л ,  ̂ л ,  =Л з - л ,  - л ,  = 0 ,

/1''’' ’ -  СОЪ(К*т  5  _  5Ш(К+-))<Г Э
/ IV  р-с р т  2>ц

д(г)^ ^ ^ с о 5  г с к + 'О у  •г>‘ 5ип г(к^-^)i f  г

(4 .16

+

+ гк^ z С)р /

х : = 2 л : - =
^ . ( К - н 1 )  5 с п  2 С К Н ) ^  д

д ?  р гк+2
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( К - Ы ) [ ' 1 - С 0 5  С)

АЯЛ д(г; 11̂ / А«; 4 л'-‘/

лО  ̂ I
Дифференциальные операторы в произвол1)ром. приближении

рлучены в работе [ ^ ^ ]  •
В правых частях соотношений ( 4 , 1 4 ) , согласно ( 4 . 9 ) ,  все вели

чины являются функциями от новых координат ^ , 2Г, Ч’

 ̂ ( '* .1 7 )

Т . е .  согласно ( ^ , 9 )  они полнены в результате  формальной замены 

координат Г, 0 , 0». соответственно на

рраевые условия для произвольного приближения в случае задан

ных усилий на гран^^чной поверхности 5  такие

(21 дГг) дГг; д(г)  ̂ Лг)

К ’- “ Г “ Г ’“ > • < < "• С "®

Здесь -  известные величины, соответствующие

действующим усилиям на "бесконечности";  - з а д а н -

нне функции на поверхности тела.

Таким образом, граничные задачи для бесконечно^ среды,огра

ниченной изнутрц поверхностями вращения рассматрйва§мо{’р клас

са ,  формально сводятся к последовательнос |^  краевых задач для 

среды со сферическими поверхностями,

§ 5.06 эффективности метода возмущения в простраяствен-  
ных осесим^летричных задачах теории упругости

Вопрос об эффективности изложенного в 5 ^приближенного 

метода "возмущения формы границы” выясним с помощью двух задач
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для эллипсоидальных областей, допускающих точное решение.

Кручение тела вращения с эллипсоидальной полостью. Предполо- 

т,  что сплошной цилиндр радиуса подвержен кручению моментом М 

тносительно оси . Тогда напряжения и в б е з р а з -

1ерных прямоугольных координатах имеют вид [ 4 1 ]

1: = , 4 ^ = - р ' п х  ( Р ' =  г М / г ! ? ' )  . < 5 .1 )

!ледовательно, в безразмерных сферических координатах имеем

б ^ ^ = о ,5 р 'п г (1 - с о £  г в )   ̂ 6 ^ ^ = - о ,^ р 'п г ц п .г в  . ( 5 . 2 )

Напряженное состояние цилиндра, соответствующее компонентам 

! 5 . 1 ) , ( 5 . 2 ) ,  будем называть о с н о в н ы м .

Составляющие основного напряженного состояния в криволинейных 

фтогональных координатах согласно ( 4 . 4 )  имеют вид

Р'П
( 5 . 3 )

Разложения по степеням £, с точностью до б"' по сравнению 

единицей получим на основе формул ( 4 . 8 ) , ( 4 . 1 4 ) , ( 5 . 3 )
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с(г

г2.^-2К-'1 
+  £ ?

+ ып(к+1)г г  ( г к * 1  -  г ( к - o ! ^ f j м ) )  

^-1_С05 2(К+ОУ)

+ К(К+-() 5т 2(K+-^)3'(^-(^(Ju;^]+ ,,, I

Напряжениям ( 5 . 4 )  соответствует  перемещение [ 32 ]

- йf('?,■« - , П ^

и.

> [2С05\^К+у;з  (К +0 ? ( 1- ^ 1̂ Гуи))

\
Г \

V  \

о

( 5 . 5 )

- 1

------—i(toдyJrи сдвига в плоскостях ( ^»̂  )  и ( ) .

Рассмотрим далее задачу о кручении цилиндра с эллипсоидальной 

полостью, поверхность которой описывается уравнениями ( 4 . 2 )  при 

К=: 1 . При этом предлагается ,  что внешняя цилиндрическая поверх

ность находится на таком расстоянии от полости, что она не влияет 

на распределение напряжений у поверхности эллипсоидальной полости. 

Если полость свободна от напряжений, то имеют место граничные 

условия

+ 4 ^ ’ ('р,3-)]^,^=0 (П 7 ^0 )  , ( 5 . 6 )
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где компоненты определяются из ( 4 . 1 4 ) ,  а составляющие

основного напряженного состояния из ( 5 . 4 ;  при ,
£,= ( а - ё ) / Г < з : + ^ )  (о . , б~ полуоси эллипсоида).

Приближенные выражения для компонентов будем опреде

лять по формулам

^(О) ^(Р) ,п. г А<п> \ Гс г , \

(пг/1  , ^ -  ? , 5  , >?) .

Здесь -  составляющие м - г о  приближения дополнительного

напряженно-деформированного состояния скручиваемого цилиндра, 

которое возникло в результате наличия в нем полости.

В случае изотропного цилиндра в нулевом приближении напря

жения

С  = 4 ^ ( 2 Р ^ 4 г , ) ( / - ^ Г / . ) ) ,  ( 5 . 8 )

соответствуют сферической полости.

Поставленная задача  решена с учетом трех приближений (п~ 0,1,2).
■Ĵ(Ю

Очевидно, наибольший интерес представляют напряженная /р'^ 
при '6~0С/1 , которые согласно ( 4 . 8 ) ,  ( 4 . 1 4 ) ,  ( 5 . 4 ) ,  ( 5 . 6 ) ,

( 5 . 7 )  определяются по формуле

Р'8
У--̂ Г/2



4 0

\2 9 ^   ̂ ^  4̂ 9 ^  '  ^2 Г ^ |

в частности ,  на поверхности полости имеем

О.
( 5 . 1 0 )  

Таблица 7

6/ а
1
! г  
1

« 1 
1 1/  1 
• •

!
'  1

' к ' ' '  
•

л 'Г

2 - 1 / 3 1,633 1,250 2 3 , 5 I , 429 1 2 . 5 1,562 4 ,4

3/2 - 1 / 5 1,437 1,250 13 ,0 I , ,369 4 .7 1 ,422 1.0

4 /3 - 1 / 7 1 ,375 1,250 9 .0 I . ,339 2 , 6 1 ,368 0 .5

3/4 1 /7 1,162 1,250 7,6 I , 131 2 .7 1,169 0 . 6

2 /3 1 / 5 1 ,137 1,250 9,9 I . ,071 5 .8 1,151 1 .3

1/2 1/3 1 ,087 1,250 15 .0 0 ,893 17,9 1 Д 5 9 6 ,6

В табл.7 наряду с точными числовыми значениями коэффициента 

концентрации [ 3 2 ]  Ку (  при , Ъ = (я /г  )  приведены приближен

ные значения , полученные по формуле ( 5 . Ю ) ,  а также
дСл;

относительные погрешности А  ( в  процентах ) .

К , К '“'-  й ж .
У Р'ё — -----100% (п=0,1,л) .  ( 5 . 1 1 )к

Анализ числовых р е зу льт ато в  сви д етел ьству ет  о достаточно 

быстрой практической сходимости изложенного приближенного мето

да  "возмущения формы границы" в  теории кручения тел  вращения
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р'  неканоническими полостями и включениями.

; Если при конкретных инженерных расчетах  допустима погрешность 

^0 5 %, то согласно т а б л .7 для значений параметра ]C\cO,z 
искомый результат  дает  первое приближение поставленной задачи .

Растяжение-сжатие среды с эллипсоидальной полостьр.Рассмотрим 

однородную изотропную среду,ограниченную эллипсоидальной полостью, 

уравнение контура которой в произвольной меридиональной плоско

сти имеет вид ( 4 . 2 )  при К= 1 .Допустим, что на "бесконечности" 

среда находится под действием внешних усилий,

(ро) (оо>

!« = = Р ,

б .Соо) ^Соо;
= <3 ,. = б , ,  = о  ,

( 5 Д 2 )

где  р -  интенсивность нагрузки ( значение Р > о  соответствует  

растяжению, а р ^ о  -  сжатию).

Если эллипсоидальная поверхность свободна от напряжений,

то согласно ( 4 .1 8 )  имеют место следующие граничные условия

(р,зг) , / 0  . = 0 ^  ( 5 .1 3 )

гд е  на основании ( 5 .1 2 )  имеем

.̂(0)
( 5 .1 4 )

Концентрация напряжений вдоль экватора эллипсоидальной полости, 

полученная методом "возмущения формы границы" с точностью до 

третьего приближения,определяется по формулам[45]

б.ЗУ - А
^ г 7 -5^ 5 5  { 7 - 5 ^ ) ^



ч-с.

9=-1

3  ̂ . .г Ч { - ' Ш  +  ' [ д 8 9 ^ - ' 1 г О О ^ )  
2 " - ^ - Т З Т ГЬ5(7-5^)^ (5 .15 )

1ри ^=^С?,3 [?=-^ = имеем

'их 
Мг)

( 5 . 1 6 )

Таблица 8

в / а
1----------
! г  
*

| к . ' 'аг 1

г — г

кГ1 й‘Г1 к г  |/С1 к :

0,707 0,172 1,266  1 ,500 18 ,5  1,182 6,6 1,263  0 ,2  1,292

1,225 - 0,101 1,719 1,500 12 ,7 1,688 1 ,8 1,716^ 0 ,2  1,721

1,414 -0 ,1 7 2 1 ,9 1 5  1,500 2 1 ,7  1 ,818 5,1 1,901 0 ,8  1 ,930

1,732 - 0 ,2 6 8 2 , 2 6 5  1,500 3 3 ,8  1 ,997  1 1 ,8 2 ,197  3 ,0  2,331

Таблица 9

^/а
1
! г 
1 
•

! К1 ''V К^| д"; ! К ! 
! ! ч̂> ! к'"’ ’ ' К"

0,707 0,172 1,598  1 ,500 6,1 1 ,5 7 5 1.^ 1,597  0 ,1  1 ,606

1,225 - 0,101 1,464 1,500 2 , 5 1 ,456 0 ,5 1 ,4635  0 ,03  1 ,465

1,414 -0 ,172 1,452 1,500 3 ,3 1 ,4 2 5 1,9 1,447  0 ,3  1 , 4 Х

1,732 -^^,268 1,461 1,500 2 , 7 1 ,383 5,3 1 ,437  1 ,6  1,482

к . . к . и

в т а б л . 8 ,9  приведены, для сравнения,точные значения коэффи

циентов концентрации

к ,  = ^ ,  К ,  = % ^ -  ( п = 0 , ^ , 2 ) ^

8 6 ]  и приближенные 

!<£. 
р

вычисленные по формулам ( 5 . 1 6 ) ,  а также относительные погреш -  

ности
I / - /  Сп.?

Д ' Л -  ^  --^00% ( п , 0 , 1 , г ,  ( 5 .1 8 )
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зависимости от величины отношения ё/ о. .

I Числовые значения в столбцах т а б л .8 ,9  для /р
Ш

г ~
характеризуют мажорантные напряжения вычислен- 

ные по формуле [ 5 0 ]

/
Аср= / Р

-М
Р .

( 5 . 1 9 )

?где

Р . =  |£М
б,

с-2.1 ^ 2.
гп-е.

б : : 1  , - | £ ) бте

бС-1>
т е

( . ( 5 .2 0 )

Сравнение приближенных числовых результатов  с точными,пока

зывает, что при , в/ а  ^'1^7 погрешность при вычислении 

коэффициентов концентрации напряжений не превышает 3 % для К
со

(̂г)
'9и I ,  5 ^  для 1л,

Это указывает на достаточно хорошую сходимость метода "возму

щения формы границы" в случае всестороннего растяжения-сжатия 

среды с неканоническими полостями и включениями.



ЩАВА П. УПРУГОЕ РАВНОВЕСИЕ ДЕФОРМИРУЕШХ ТЕЛ,ОГРАНИЧЕННЫХ 
ПОВЕРХНОСТЯМИ ВРАЩЕНИЯ,ПРИ КРУЧЕНИИ

§ б. Некоторые основные уравнения и соотношения теории 
кручения трансверсально изотропных тел вращения

Рассмотрим упругое однородное трансверсально изотропное тело 

рящения,  сферические координаты произвольной точки которого бу- 

51ут г  , б (  г -  расстояние от начала координат, 0 -  ут’ол, 

образуемый радиус-вектором с осью 0 2 ,  - угол долготь^. При этом 

ось анизотропии совпадает с осью У* основной системы. Так как при 

кручении такого тела составляющие перемещений Кд - О  , 
то компоненты деформации, отнесенные к некоторой линейной вели

чине Го »запишутся в виде [37

0. -  —!— ( о _ у  л / л д )  ( 6 . 1)

44

е -  _  X  7 /  л
Го д г  г  •д г  г

Ненулевые компоненты напряжений обобщенного закон а  Гука в 

данном случае выражаются уравнениями

( 6.2 )

где Сг, , (Зг -  модули сдвига в плоскостях (во^)  и ( Гос) .

Напряжения ( 6 . 2 ) ,  в случае о тсутстви я  массовых сил, должны 

удовлетворять  уравнению равновесия

=  0  ( 6 . 3 )

и соответствующим краевым условиям на граничных поверхностях.

Перемещение и ^ { Г , 0 )  , следуя работам [ 8 5 , и з ]  , будем 

искать в виде
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сх»
(6 .4 )

Потенциал Ж ( г .в ) выбирается в форме

( 6 . 5 )

'Здесь А к  ~ произвольные постоянные подлежащие определению из
I Г) /-
.гоаничных условий, ГкС/1^)- полиномы Лежандра.

Если выражение ( 6 . 5 )  подставить в ( 6 . 4 ) ,  то получим

(6.6)

Поэтому согласно (6 . 2 ) , ( 6 . 6 ) напряж^ения и 6 ,̂ имеют вид

^  ^  ^  А .  Г [ п ( » Н )  к  ( / . )  ^ 2 с Ц  в  ''

ц=»'1 СХ.и

( 6 . ^

Для удовлетворения уравнению равновесия ( 6 . 3 )  необходимо 

чтобы параметр , входящий в формулы (6 . 6) ^ ( 6 . 7 ) ,  был реше

нием алгебраического уравнения

Х - [ ( « . - < ) ( П * 2 )  ^  + | - ]  = 0 .  ( 6 . 8 )

I  частности, для изотропного случая ( О г )  имеем

= ±  ( к + 0,5) .Перемещение и напряжения совпадают с соот

ветствующими [ 3 5 , 4 1 ]  , полученными на основе решения в форме 

П.Ф.Папковича -  Г.Нейбера с точностью до постоянного множителя. 

Предположим, что требуется исследовать напряженное состояние



‘рассматриваемого трансверсально изотропного тела ограниченного 

^знутри поверхностью вращения 5  , уравнение которой имеет вид 

^ 4 . 2) , Тогда граничные условия при заданных на поверхности 5̂*
о о

^перемещениях или напряжениях 6^^ имеют вид

( 6 . 9 )

Ввиду сложности поверхности 5  »решение поставленной задачи 

будем искать методом возмущения в виде рядов ( 4 . 8 ) ,  составляющие 

которых в произвольном приближении определяются из рекуррентных 

соотношений

j = o

б
РЧ>
ІП-)

п.

= zJ=o А5

б,

б

(и)
ГоС
О’; б

правые части соотношений ( б . 10) , записываются на основе ( б , б ) ,

( 6 . 7 )  в результате формальной замены ^,6  на » т . е .

( 6 . I I )

-  %  I  л?
Заметим, что для каждого конкретного значения компоненты 

могут быть представлены разложениями только по 

полиномам ^ С /-)  .Для этого необходимо воспользоваться формулой



^7

= -  ( г п - Ъ ) Р ^ . ^ ( ^ )  -  ( 2 г г - 7 )

(6 .1 2 )

которая следует из рекуррентных соотношений ( 3 . 7 ) ,  где  штрихом 

обозначена производная по (и. .
Дифференциальные операторы г /^5 > , входящие в вы

ражения ( б . Ю ) ,  имеют Бид ( 4 . 1 5 ) , ( 4 Д б ) .

§ 7 .  Кручение изотропного тела вращения с жестким 
коническим включением

Рассмотрим задачу о распределении напряжений, возникающих 

при кручении упругого изотропного тела вращения с впаянным жест

ким коническим включением (  р и с .2 ) .

Уравнение контура произвольного меридионального сечения по

верхности включения, согласно ( 4 . 2 ) ,  имеет вид

( 7 . 1 )

В этом случае компоненты основного напряженного состояния опре

деляются по формулам ( 5 . 4 ) ,  в которых следует положить К- 2. ,

. Граничные условия, согласно ( 6 . 9 ) , ( 6 . 1 0 ) ,  в произволь

ном приближении такие

и
?='• (7 .2 )

иСи.)
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Z

Рис .2



^де компоненты определяются из ( 5 . 5 )  при К = 2 , t  =
I

Учитывая вид ( б . I I ) ,  ( 7 . 2 )  находим

3G  ■

(7 .3 )

Поэтому в нулевом приближении (  сферическое включение) имеют 

место формулы

Р'П

(7 .i t)

< " = ■ ! ? -

На основе соотношений ( б . Ю )  в первом приближении получим 

выражения

< ’• й: ■ u : ’, „ ) - i n : r ' ( 4  ^  -

-  f  й ‘ *■■•[“ »  ,

( 7 . 5 )

=  б з ™ С р , У ) - | - Р ' Г . р -

+ 1^2005 за  Sort ЗУ ^

- 2  d _ 8 ^ ] l +  ^ f ‘ f c o s 3 3 ^ S & i + s m 3 2 r ( 5 ' - 2 ( ^ ( j u y  
d ?  J J  3  ■■ L c t j
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| есь  Чс (9,7) , О,,̂  (9,^) определяются

р формулам ( б . I I )  при (}г~  & ,  ^н--'(1^^0,5) в которых

роизвольные постоянные с  ( J = / .  П = « , 5 ) находятся из г р а -

51ТЧНЫХ условий ( 7 . 2 ) ,  и имеют вид

9 Р'г/ 2 Р'Г/ 32 Р'П."
^ 3 - ^ 9  О- ' ' ( 7 . 6 )

Во втором приближений получим

<  * й ' :  = С ( р , з ;  .  ±  ^  Л Г  ? ■ " "  С 0 5 Я
п  = 1 , Ь, 5

с1Р^(/^)
Ы у

- З с п 5 ^ с1 Рк (м)
с1И А .  г М и 2 ( ' / ^ а ? 5 б ' ^ ) -

Используем разложения произведений тригонометрических функций 

| а  произБ’одные от полиномов Лежандра вида

соз 6д Л-^ (^)
Ыf^ еь

о1‘Р^ ( ю  
(1 Г

С05 ( п = ^ , 3 , 5 )

$ ряды, содержащие только их первые производные ( табл. 5 ,6 ) ,  

например,

с1(^( ]^)^31  c/RO^^) и З б  с!Р уО ^ ) _ 118

( 7 . 8 )
с1ь " ~ с 7 7 ~  51:;с/5 Ш

^ 5 1 2  с 1 Р )  (/<^
оИ
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^Удовлетворив краевые условия ( 7 . 2 )  при n~Z,  приравняем коэф- 

^иенты при одинаковых производных от полиномов Лежандра. Из 

Ьтеми алгебраических уравнений находим

( 7 . 9 )

Компоненты напряжений во втором приближении имеют вид

б / > С ' =  С с ? д ) ' ^ 2 1
& (ч’> ~п-5

к л =1,3,5-

о (Р ^

s^n^r

О)с1РпСЮ cl^RcJ^Jl] зО. т- Л'

dв^ ( 7 .1 0 )

'1р^(/^)
сХи

- 2 , 1 5 ' { 1 ~  С О В С ^ )

~ 0 , 5 р ' П ? ' “’ [ 55 Ы6 !Г  ■

■ ( 1 - С 0 $ 6 у ) -  р ' Г . ? - - *  ( 4 - ( ^ - е о 5  6 / )
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- П ' 5
зікзгг

СІЇ^

{п-ьг) с о $ з ^

іг=-г,з,5 СІУ

сі^'Рг (Ю

і- о,9 5ік  б а ^ ( ї - Q cju ; )J  ^ ь^п б^  ( • /-  / ?С ;« ; )  ,

где ( ? ,и )  , определявтоя формулами ( 6 . I I )  при

И , & ,  = 0 . =  е  и д . =  -(и.+ (},5).В частности, при ' 1̂~2(К/ 5  

получим

^ й ;  О" ^
с  = Z _  Д .  ? й  ( / - ;  -  г с { ^ ,

, - ^ l R J J l l
сід 15̂2Х/2

+  2 , 5 р ' г .  р - %  7  ? ' " )  ,

( 7 Д І )

ІГ= 2:й'/з

Р ' г л ^ р - ^ ^ Г ” -  ^ г ' “ )  .
7

Из приведенных двух выражений определяющим является  напряже-

5 ;Г >
в соответствии с обозначениями ( 5 . 7 ) ,  имеет место формула

ние поверхности конического включения (



Ор(^
Р'Го + Ц 0 7 0

с / з

+ 0,2540
ё и

Таблица Ю

с1 и

+ 0,0746Ын

с/и
( 7 . 1 2 )

с 1Рз
6 Ъ

Таблица I I

Р'П

!
.
, Р'П «

?  ! • 1 •

*(о;
бр<р
Р'К

1
!
1 РГо • р'г.

0 0 0 1,00 2 ,1 6 5 3,686- 0,541

£Г//г -  1 ,250 -2 ,036 1,10 1,659 2,673 0 .565

№ -  2 ,1 6 5 -2 ,1 9 1 1 .2 5 1,251 1,884 0,611

Тф -  2 ,500 -  1 ,930 1 ,50 0,992 1,341 0,698

Тф -  2 ,1 6 5 - 1 , 6 5 5 2 ,00 0 ,974 1,121 0,893

№ -  1 ,250 -  0 ,827 3,00 1 ,320 1 ,365 1,311

0 0,131

7̂ JL/iZ 1,250 1,856

Ш /5 2 ,1 6 5 3,686

2,500 3 ,294

5 т 2 ,1 6 5 1 ,697

1,250 0,817

а с 0 0

Числовые значения в табл.Ю.^характеризуют распределение напря- 

жений / Р ^  на поверхности сферйческоро и /р'Г'<̂ ^
конического жестких включений в случае кручения изотропного

I ' , '
цилиндрического вала .  На рис. 3 показано изменение этих напря

жений соответственно штриховой и сплошной линиями. . .
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О  Х Н г  ü i f e
ülI4

Рис. з
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при ^=2£1с/3 имеют вид ь
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+ ( 7 . 1 3 )

_ ^>^^35 _ 0 , 0 1 ^ 1  0 ,0 1 1  г   ̂ О ; з г и
”" рб ~ ^7 ^

Д  ̂ fâ
^ ^ о , « з о р  + - ^ ~ -

Изменение коэффициентов концентрации напряжений

к ; * .  С / «  . К ' -
при Ъ~1'К(ъ,1 -'\/Ч имеют ярко выраженный локальный характер .

Это видно из т а б л . I I  и рис. 4^ где штриховая линия соответствует  

основному напряженному состоянию. В частности,  напряжение 

при ? -  £ отличается от основного напряженного состояния не 

более, чем на 2 5 , 5 ^ ,  а при 9=3 такое отклонение не превышает 

^»,1 Это свидетельствует о том, что  внешняя поверхность цилин

дрического вала, находящаяся на расстоянии не менее двух радиу

сов от поверхности включения,не существенно влияет на напряжен

ное состояние около жесткого конического включения с координат

ной поверхностью
_______ - ......... .............. ........... к

V
IX'Отклонение коэффициента концентрации при на по-»

верхности жесткого конического включения от значения г\^ при 

на сферическом жестком включении составляет 3 2 ,2  % С за  

100 ^  принято значение ^  ) .

§ 8 .  Кручение изотропного тела вращения с жестким 
биконическим или цилиндрическим включением

Исследуем напряженное состояние при кручении изотропного тела 

вращения с включением С р и с ,5 ) ,  поверхность которого условно бу-
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1,0 1,5

Рио Л

2,0 2,5
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Z

Рис. 5



|ем называть биконической. Она образована вращением квадрата  с 

жругленными углами {к=ъ,Е^1/ д )  вокруг своей диагонали,

;Как оси симметрии. Одновременно будем рассматривать изотропное 

'тело с цилиндрическим включением (  р и с .6 ) ,  образованного враще -  

нием того же квадрата ( ^ - ^ , ^  = -'^/9) .повернутого на угол 

іГ /4 ,  около его другой оси симметрии, проходящей через середину 

стороны. Контуры меридионального сечения этих граничных поверх

ностей описываются, согласно ( 4 . 2 ) , уравнениями

I

(8 .1)
Краевые условия в произвольном приближении имеют вид ( 7 . 2 ) .  

Напряжения и перемещение, соответствующие основному напряженному 

состоянию,определяются по формулам ( 5. 4 ) , ( 5. 5) при к = з  ,

£,=: + •//9 , 3  нулевом приближении, соответствующем точному 

решению задачи о напряженном состоянии изотропного тела с жестким 

сферическим включением, справедливы формулы ( 7 . 3 ) , ( 7 . 4 ) .

Перемещения, найденные по формулам ( б . Ю ) ,  в первом и втором 

приближениях имеют вид

.(■I)
г. і

А с Ґ О О О )

-Н

(8.2 )

.(О)

+ ^біп 1+ ± ( Т л'" Гг;,, „у с/ 1І
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Рис. б
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+■ (п-ь^)с05 ^  ~ У
0І?̂ ^=2, ^ . с ( г

Для удовлетворения краевым условиям ( 7 . 2 )  необходимо разложить 

по производным от полиномов Лежандра выражения

С05 3^ , $ с п  8 д  ,
с(^ с1 и^ 

C O sЧ ^ | d P | L t l ,  ( п  = 2 , 4 , 6 )

входящие в правые части  ( 8 . 2 ) , например ( т а б л . 5 , 6 ) ,

с с : dRcJ l ^ )  т  с19еСю

с(!1 50од с1г 715 Ыд ~ г%05 а з
( 8 . 3 )

_  336 с{Р$С}<) г о й ч  с/0>(л>>
13585 с1д 20995 с1Ц

Приравняем коэффициенты при одинаковых производных от поли

номов Лежандра.Из алгебраической системы уравнений получим чис

ловые значения постоянных ( к  = 2 , ^ , б )  , Л „  ( п = г , 4 , . . . , ' ' о )

- 0 , В 7 5 0 ^  , | \ ^ - - - 0 , Z 0 7 S ! ^ ,  / \ ^ ^ 0 , И 6 1 & ^ ,

А : ’- 0 М 5 9 ^ ,  С - ~ и 3 1 7 ^ - ^ .

Напряженное состояние изотропного тела с жестким биконическим 

или цилиндрическим включением в первом приближении характери

зуется  выражениями



ох

Р„  ̂ гг
' '  схо

^  | f ■ * [ 2 C 0 s з д ( | 3 ( J « ^ - ■ / )  + Ц̂ 5 %Ц^1 У -

- 2 р ' ^ [ с 0 5 ' / а г (  PJJ^).'|')+SLn‘̂ ! ^ d R ^ ' j j  ^

с  -  с  = 7  ^ '1 !  ( ” ^ 2)  Г - "  ^  '

51Ц +
с(гг^

с 1з

//со5 4'^ ^г<(1-{^(/<))

Во втором приближении компоненты напряжений имеют более 

’ромоздкий вид

\ { п . г ) С 0 , ч ^  -
л - 2.46

1̂(м+'/)  (3  с^к; + 2
о 1И

л ^̂ ^ ...--г -----------—  i■ ]

■̂ ^ 5 с г е ^ а г 2 1 А к  4 § ^  V - ? ' 'Н о ,$ - г р ^ (м )^
- * 1-̂  <3 ---  — ^

+ P'n?''^[^COSS^l(cZS,^+5Чр^(^))* 7sin.su

+ Р'П р-^ [о,5 (-/-С05 q,(JЦ)^l/)- 2 S Іn^ }l  ,
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Л:гг,̂ б

П(ги-1)  (3 С|к; + 2 с 1 ^ г -  ]  -  ( П < - 2 ) [ ( п * 2 )

■ “ " '  ] }  -  3 -  Р'»-- ? - " ■

о /^  с/?^

-'5'51П 3? с / Ф ,С у ^ ;
с/гг ] -  Р ' п . 5 ^ ' ^ [ о , 2 5 ( ^ - с о $ п )

с 1рС/и;
с 1^

а;
1десь (<̂^̂2Г) , Оу.  ̂ ( f^ 2̂ ) определяются из (6 . 11) при

и .  й< = О г = ^ ,  Л „ = - ( и  + 0 ,5 ) .

в рассматриваемом случае, определяющим является напряжение
г. ^  /. В частности, при =ас / 1/ имеем 

б‘” Ф б ‘'’ ^f̂ P f̂ / L  К ’ +
^^зс/ч

'Ь.) о  
б  = — . ^ А Г ( - 2 ) Ч

Л= 2,̂ ,6
^ с / й  0 ^^

а?2г

( 8 . 7 )
-/о

2 1 Л Г '

На поверхности р=-1 биконического и цилиндрического включений

^напряжения Ор  ̂ /у'Го ( в соответствии с ( 5 . 7 )  )  имеют следующую

структуру



ЖХ)

РТ,
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У,3 ^ 5 7  i- 0 , ^ 8 2 3
а ^  и у

г=//е>

- 0 ,0 0 5 ^  + 0,02-17 ,

с /З  а 2Г
(8.8)

2, <9536 + 0,3ге^ — -  £?,5^35

£.Ч/Р

*сг.1
бе
Р'Го

- 0 ,0 0 5 5  Щ ш .  + 0 0 2 / 7  — ^
с /г  с / а

В разложении по степеням f  напряжения б , ,  /е'г.  и 

при £==-//9 имеют вид

{5.Т  а  0556 £,6С^^9 о , /05'^ 1 .Я127_
0,5 )̂^?o у --------^  ------------ ---------------

( 8 .9 )
_ 0,0156 0,106^^

1̂0 4̂2-

к  -  0 ,5000 у  -  .

Р Х  ' ■’ ?■

Изменение напряжений и вдоль

четверти меридионального сечения биконического и цилиндрического 

включений при приведено в таб л . 12 и показано на

р и с .7 ,8  (  числовые значения для напряжений при в ос-

»новном отрицательны, а при Ос/г. -  положительны).Штрихо

вые кривые соответствуют сферическому включению.

На р и с .9 показано распределение коэффициентов концентрации 

'"' = 1 5 " ° '  / Р Т .  и |Лу -КГ = 1 / р ' г .  и У\,'~ \б ' ^ " \ п р и  гг^лу«-, £=--//9
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Таблица 12

Ь = 1 / 9 £. = - 1 / 9

б

Р 'П

! ^лС2; 
1
! Р %

МО, 1
0?я> ! 
Р'Го ! 

•

Р Х

0 0 0 0 0

^ / / 2 -  1,250 -  2,249 -  1,250 -  0 ,285

О П в -  2,165 -  1,Ж4 -  2,165 -  2,737

5 С /4 -  2,500 -  0,823 -  2,500 -  4,601

0 1/5 -  2,165 -  1,879 -  2,165 -  2,440

5 ^ 1 1 2 - -  1,250 -  2,520 -  1,250 0,063

0 1 1 2 . 0 0 0 0

Таблица 13

9
1•
} 1 I г 10р^ 1 1 брф>
г
•

Р ' П р 'п   ̂
•

Р'Г„

1,00 2,500 ^̂ ,601 0 ,5%

1,10 1,916 ■̂036' 0,592

1.25 1,444 ];,9б1 0,653

1,50 1Д 4 5  1,339 0,766

2,00 1,125 I;,17б 1,007

3,00 1,525 I:,535 1,502
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о лиг

Рис. 7



66

о 1

Рис. 8
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Рис. 9
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зависимости от величины расстояния от поверхности включения, 

триховая линия соответствует  основному напряженному состоянию

/р'г^ .Их числовые значения приведено в т а б л Д З .С л е д о -

ательно, поле напряжений в окрестности жесткого включения носит 

Ько выраженный локальный характер, так что на расстоянии одного 

адиуса отличие относительного напряжения от

Соответствующего значения для сплошного цилиндра составляет  16 ,8^ ,  

а на расстоянии двух радиусов (?~^) - 2 ,2  %,
I Достаточно быструю сходимость метода "возмущения формы границы", 

применяемого к решению рассматриваемой задачи, подтверждают мажо-
М

рантныб значения коэффициентов концентрации напряжений I /  Р'П 
( табл .1 4 ) , вычисленные по формуле ( 5 . 1 9 ) .  В т аб л .14 приведено ,так-  

асе,процентное содержание третьего приближения /  Р г»

С в предположении, что сумма четырех приближений составляет  100^ ) .

Таблица 14

Параметры It'L.
Р'П

б,
м

^ =5W2 ,  t = 1 / 9

2,2490

2,5203

4,6011

2,2491

2,5207

4 ,6280

0,01
0,01

0 ,51

рледует иметь в виду, что это напряжение удовлетворяет неравен-

в т в у  [  5 0 ]

б me
б .

г.

б , m2
{т,е=

Отклонение коэффициента концентрации КАс)
(г)

цилиндрического включения от значения 

1ении при составляет 4 5 ,7

К

(8 . 10) 
на поверхности 

на сферическом вклю-
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§ 9 . Кручение трансверсально изотропного тела вращения с 
замкнутой конической полостью

Допустим, что требуется определить напряженное состояние при 

кручении трансверсально изотропного тела вращения,ослабленного 

замкнутой конической полостью ( р и с .2 ) .  При этом, компоненты ос

новного напряженного состояния определяются формулами ( 5 , 4 )  при

Предположим, что поверхность конической полости Р~'1 свободнао
от напряжений , Тогда краевые условия, согласно ( 6 . 9 ) ,

( б .Ю ) ,  имеют вид

6 (о)

гл.
со)

( 9 . 1 )

б»"Л - 1 - . К  б г .
J=o -

Для составляющих тензора напряжений нулевого приближения 

получим формулы

2 Р

( 9 . 2 )

б..

Эти компоненты соответствуют точному решению задачи о распреде

лении напряжений в упругом однородном трансверсально изотропном 

теле со сферической полостью,подверженном кручению.

"На основе соотношений (6 Д О ) , ( 6 , 1 1 ) , ( 5 . 4 )  в первом приближении 

имеем

& 21.(■1)

с/»
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+ Р'г. { з - [ 2 р " ' '  -  Э е ( А ^ - 1 5 ) ? ^ ‘ ' ‘' '^ '\ со$  3 ?  ( ' I - R c f ) )  -

C ІR  С/ )̂ ]
с/ 2̂

с- 4™=- А" (А. -и) г‘-''-’ ;М т .
с1ъП=: 1,5,5- ч-

+ Р'Г. с<95 заг £ ( й
С/2Г ^

г '  -

( 9 . 3 )

й и

~ э е  ^

где коэффициенты А ' Г ( п Н А 5 )  определяются из граничных усло

вии ( 9 . 1 ) при Н=-) и имеют вид

д ' « .  9 ( г } г - 4  9 е * 3 )  Р'П  ̂
'  5 5 ( г л , - з )  ( }^

. « )  г ( ^ ^ ! .  + г - 1 э е - 4 7 )  Р'г/ 
’ А , -  « 5 С г А з - з ;

3 2 ( ' г Д а - > - з э ^ ’-^ ^ )  Р'г.
'Ч5 - '  М5 ( 2 Д ^ - 3 )  (3

3

д е ^ а
( 9 . 4 )

г Л - 3

Аналогичным образом во втором приближении компоненты напря

жений определяются формулами

.(г)
СЮ$ Зli А

л= 1,д,5

{ X . -1 ,5 ) l n { n * -| )P ^ ( J u )  + 2  У 1 5^к 32^^

}
+
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n=i,3,S

a f  f >^-7 ,5
0 , Z 5 ( i  + COS ( > T i ) [ X z - i S ) i K - Z , S )

a
di^

{ Q ( f t ) ~ ' i ) ] - 0 , S ( A ^ - 2 S ) s i n  (>y  ^ --— - ~Z,25{'\-C0S&-S)>

( P . < r > - < ) }
P'n ^^Z -Z 5 dR C f< J

- (-/- C<?i ̂ Ĵ ) — ] + P' 1"» P'

D f . . i
-  R  Cj«;)

old

X (1-cosGH) <

(JU)
-  S Lit 6 3̂ 7 :lPz ( r )  

d n ] .

^ = 6 , ,  ( ? . z )  ■<- ^ Z L A ^  ( K - 1 5 )  p .  ,
r- «-'-03,5 (9 .5 )

scn .3 3  -  ( K - W c o s i ,  d O ^a?

+ sc/t 3? ^  P„ (jK)f- z d a s  ‘
n.:<,2,s- . ■ • , ■' <7

M - 1.S

df^C/<)-i
d z

£2;
/:? y 8 o ( 3



,С0$ а  -  ( Д г - 2 , 5 ) 5 Ш б ?
Ыд -' ^
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514 ( 1 '' ~2 (J^̂ )) •

(г;
?десь определяются выражениями ( б . И )

1ри 3 = г  . в  частности, при '(^~2йс/д  получим

, о  ^ а ,  0 ^

П--1,5,5
А Г ^^‘̂ ‘̂'■ ^ [n (nH ) f l ( JU ) -ь

+•
и.*2,у,6,^

( 9 . 6 )

н = /,Л^

-ь 2 _  
>г=ДЧ6,Л э-= гот/5

Для удовлетворения краевых условий ( 9 . 1 )  необходимо переразло- 

£ить произведения вида

$ 1К1 б 2(  ' ^ С ^ )  » ' ^ C j u )  ,  с о $
0 . г̂> 
Ыг

Ып.б'Ь
(Ш'‘
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»и 32̂
о 1 д ‘

. , со^» (н=1,5,5)

В ряды, содержащие в качестве слагаемых только первые производ

ные от полиномов Лежандра. Такие разложения приведены е т а б л ,5 ,б ,  

1̂апример

О г . л _  И6 с 1 РЛ/^) т$1п 6 '̂  CJu) =
69д с1ь Щ5 Ыд

^ 9 . 7 )

После приравнивания коэффициентов при одинаковых производных от 

полиномов Лежандра из системы алгебраически;^ уравнений находим^ 

коэффициенты

1г) т
А 'Г  = 7г-^ ^ " '  - , Р У /  ( К = 2 , А , 6 , $ ) ,  •

а г ( Д ч И , 5 3

где обозначено

-5 г4А \  + «Дг ( < 7 7 +  /? а ? )  -  г ч г г э е  1 3 9 5 9
— — ------------- 53 —  *

( 9 . 8 )

5 C 1 S l , - i 7 ) ( г J ^ ^ - ‘^ з e * i )  1 ( г Х ь - ъ ) и ^ 2 - * а х - ^ < 7 )
~ ~  ^  ^  ~ ~ ~ Щ 5

, (.5£(2Л^ + 9)(гЛг+ зэе-н) ,
-------------- 1 4 5 « --------------------

й г ■И{г^в~Ь)

дгг) _  б 1 г  - 4 1 , .  ( г ь ы - т н  д € ) -  2 г 5 0 э с - ь  -17^25 _  
''  , г о о ю
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18 (г^ , -5 ) (Z ^z ' '^Э t f+ з : )  , ('1^Л^Ч25)(2Лг-^г1&С-к7^ 
1225 115^0

_  Х5 5 9 6 -1 ^ )
105106 ■*■

+ \ L k l ^ J Ж z ± L  -  ( 2 Л г ^ 5 ^ - Н )
[} 7  1 1 ( 2 Л , - 3 )  6 5 ( 2 Л ^ - 3 )

з [ ^ Я ^  ~ ЗбЛ г{ 1 - 2 ^ )  -  -  1 7 5  ]
и.̂  - Ъ^65

8 ( 2 1 ъ - д ) ( г Х ^ - 1-21 ОС- ^ 7 )  _ S(2Лs-5ЬXЯ■^z-^3^'H) 
2 0 7 9  10395

(Х1 ьч \ZXг■>■г' 2̂e-^̂ ^
&2 63 11(2^,-5) 5 ( 2^5 ~ 3 )

^ ( ^ _ ~ 3 2 [ ^ Л 1 - 1 Я Я г  ( 3 - ^ )  - 3 0 9 ^  - Ь 6 5 ]
* = +

, 6 ^ ( 2 Л ^ - У ^ ) ( 2 Я г - ^ - З д е - 1 1)  _Сг, 1 1 ^ - ^ 5 Э С ~ 1 1

^  0 ^  2145 2А5-3

В дальнейшем", для определения напряжений,необходимо знать  

:онкретные значения коэффициентов ( 9 , 4 )  и ( 9 . 8 ) .  Поэтому приве- 

[ем их значения при некоторых отношениях

(т. 7 л(1)
А ^ ^ О , д О в ^ ~  , 0 , 1 5 0 7 ,

л <̂2; Р'п,^ а(^ Р'г̂
А , - 0 , С М 7 ^ ,  Д _ ^ = - 0 , 3 « 3 ^ ^ .

Аг) р'1гл /\ 2̂.) р̂ / 3̂
0 , 7 0 3 5 - ^ , ,  \ - 0 , 3 7 П ^ ^ ,
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! ^ 1 ' - 0 . Ш 6 ~ ,  А 7 =  0 , И 0 9 ~ ,
/-Г, м.-а . .  а .

&  0 ,6 7 3 ,  ,

( 9 . 1 0 )

О'-!  ̂ 5  п»> л(1) Р'П?
( } ^  Я А ,  = о ,  А з г О . г ^ / ^ р - ^ , / \ ^ = - о , ю о 7 - ~ ,

=^0,7004—  , -  0 . ,
' '; СГг

й (  9  л̂ *' ,  л''"'’ ^ Р 'г*  л'" А'Г-’
А ^ О ,  А з = 0 д з 2 2 ^ .  = - 0 . 0 9 7 0 - ^ ,

Напряжения бз,^ /Р'г, и б^,^ /Р'п> на поверхности р -   ̂ сферичес- 

сой и конической полостей, согласно обозначениям ( 5. 7 ) ,  опреде- 

1ЯЮТСЯ формулами

^*(0}

Р'Го
- 5  Л  п . .  Л  б . .

в  р'г. а  5  -  R ( J ^ )  , 
СтГ2
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б.*(г)
р г 0 :

(}.

0 , 3 8 0 5  -  0,Ч01{В Р , ( ] ^ )  -  0 , 8 С 1 0  +С?,7£2£

-  с>2 г 82. R (> ; - 0 ,5 1 7 4 Р,с^)+с>зз-7:^/^с/^;-о,14дг

■*(г)
П

Р%
^ л - 0.55и  О. Си) -о, 994в /5 С/и; + 1, я /?(>; -

^   ̂ ( 9 . П )

-  0,503бЦ(1^) - 0,76Ир^С^} *■ 1Л&001 (̂1 )̂ -  о, 5 9  93 .

На р и с .10 показано распределение напряжений вдоль половины 

контура произвольного меридионального сечения конической полости, 

Для сравнения приведены штриховые кривые, характеризующие изме

нение напряжений на поверхности сферической полости. Соответствую-

щие числовые значения приведены в табл. 15.
Таблица 15

»•1• 6 < /б г .=  '̂  !

^ ! 
» • 1 •

^Но)

Р'П

! 1
I 1 
) р г  •, • •

з̂>е
р г

!
!

- 1 Р'1̂о
0 0 0 0 0

(К1\г 0,084 0,094 0,101 0,151
Л[в 0,313 0,209 0 ,3 7 5 0,060

0 ,6 2 5 0,366 0 ,750 0,099
о т 0,938 0,634 1 ,1 2 5 0,647

5‘ЛЦ1 1,166 0,770 1 ,400 0 ,467
а / г 1,250 1,073 1,500 0,592

7^/11 ■ 1,166 1 ,6 9 5 1 ,400 2 ,181
гис/ъ 0,938 1 ,728 1 ,1 2 5 2,484
Ь‘Л/^ 0 ,625 0,955 0,750 0 ,770
50Г/6 0,313 0,299 0 ,3 7 5 -  0 ,179
1'\всИ2- 0,084 0,062 0,101 -  0 ,063

0 0 0 0
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О № г  тйб

5Æ7/2

7 Л У «

г ж / і

X  ІШІИ 5ЖІ6 ІОЇІЧ

Рис.10
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Напряжения в цилиндре с замкнутой конической полостьс сущест

венным образом зависят  от отношения . Так, например,при 

\'2̂ }С/з , Ь = напряжения / р ' ё '  характеризуются выра-
\
вниями

§ и .
П'

Р'ё'

П -  0,6928 Р ^  >
^  = 0 "

^  0 ,б 9 2 У р  ^-А1752^ ^  ^  ^-//5^ ^  а  ^77^

_  _  0 ,0 9 9 4  О, 0̂ 11 в
р< “  рТо »

б ,"а*?

*(г)

П ‘

&1= Г  ^
&2.

 ̂ (^7,(799/ , а о г Я б  
Р* р»о ^

( 9 . 1 2 )

~ Г)г.ао<? ^  ^ Р ,т ^  ^ 0 ,5ггЗ  , 0,105Ъ 0,Ц 60  ^  ^ р .  р ,  ^  ^  -  

й^ " г
1,0500 о,ьгчв ькьов о,7531 . o.î 6g6

<̂ 11 руг ^

й  9  ̂ ^ ^  р б  ря  ^эр

_  ^,^971  ^ 0,&810 ^ 0, 4 9 6 1  , 1 ,7 6 0 Я.
р^-' р^з рТГ”  '“

_,^590^  ̂ 0,9321
jэ 6̂ ■+' рур
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Здесь напряжения при ОУ(}^=0 совпадают с основ

ным напряженным состоянием © 5̂  / р ' « '  , а  при (УУй^ = 1 

-  соответствуют изотропному телу.

Изменение относительных напряжений ( коэффициента концентрат

' г ( « , ' = г , Р = - 2 Д  к ) (9.12

при некоторых отношениях I и расстояних от поверхности I 
нической полости видно из т а б л .16 и показано на р и с . I I , 12.

Таблица 16

к!'= ?%• Ї-2ІГ/3

I

і 5/ г  \ 9(2-

1,10
1 ,2 5

1 ,50

2,00

3,00

0 ,905

0,977

1 ,116

1,429

2 ,0 9 8

1,171

1,134

1,189

1,450

2,102

1,596

1 ,347

1 ,208

1,211
1,454

2,102

2 ,2 9 5  

1 ,553 

1 ,252 

1 ,214 

1 ,4  50 

2,100

3,162

1 ,699

1 ,278

1 ,2 1 7

1 ,447

2,099

Штриховая линия соответствует  основному напряженному состоянию.

Отметим, что максимальное отклонение коэффициента концентра

ции Ку ( о ^  Q i fG z^ 9/ 2 . ' )  ду соответствующего ему 

числового значения в сплошном цилиндре при Р = 2. составляет  

1 ,7  а при р = 3 - 0 , 2  _

Напряжение К .  при 2^7Г/3 , д^/0г~1  ш

поверхности конической полости больше максимального значения 

К -  ^ 7 / п '  на сферической полости при на 21, 7^
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1,0 iS

Рио Л І
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О 1 г> . ч а /с -

Рис.12
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Заметим, что значение коэффициента концентраций около кони- 

[еокой полости значительно увеличивается с увеличением Gi/Gz.  
*ак,например, при (ji/Gz= 9 /2  i f i a x  = ' / ,7 5   ̂ т а х :К ^ - 3 / б £

К  (г) ,(?)
 ̂ 7  на 4 4 ,7

§ 10. Кручение трансверсально изотропного тела  вращения 
с биконической или замкнутой цилиндрической 
полостью

Рассмотрим задачу о распределении напряжений при кручении 

р р угого  трансверсально изотропного тела  с биконическойСрис.5)

ІЛИ замкнутой цилиндрической (рис.б) полостью.

' Допустим, что поверхность полости свободна от напряжений.

Тогда граничные условия в произвольном приближении имеют вид 

[ 9 . 1 ) . Компоненты основного напряженного состояния выражаются фор

мулами ( 5 . 4 )  при К - д ,  ^ - ± ' 1 1 9 .
В нулевом приближении справедливы формулы ( 9 . 2 ) .

Согласно ( б . Ю ) ,  ( б . I I ) ,  ( 5 . 4 )  в первом приближений получим

I ?  ̂ X  (A2.-1,5)[ (̂ju)- і') coŝ if

> sin W — sCn4}idB0il'\\ +

dPn(ju) -

5

■>005 41 3 f  S in  (  / -  (ju)) ■h

-3 с/ f z  (F )
cl'sCOi ЧИ -  ' f . : '  - -I- (JU)) S i n U ^  J •
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Коэффициенты Д Л « = 2 - ' ' '0  определяются из краевых усло- 

1ий ( 9 . 1 )  и имеют вид

/ о ^  г г 1 г - е Ч Э е + 7 5  Р ' Г о ^  ^  » ( ' ) _  1 б ( г А г - * - 2 . 6 Х - 5 7 )  Р ' г /

6 6 ( 2 ^ 2 - 3 )  ( х г  ц  Ь Ь 5 ( 2 ^ ч - 3 )  б ' г  ( 1 0 . 2 )

р г  /  ^  _____а  N
693С2Л-3) Гт.  ̂ 2Д,-5 ТГ" Ь

Во втором приближении выражения для напряжений,полученные 

[а осцове соотношений ( б .1 0 ) ,  ( б ,1 1 ) ,  ( 5 . 4 )  при П -2  ,имеют_ более-^ 

1Л0ЖНЫЙ вид, например,

с /у -  &2 Ц л - 1 , 5 ) “

+

( 10 . з:

у  о ,  +  0 , 2 5  & 2  ( ^ г - - / , ^ ) [  ^ 2 -  2 / , 5  +



т

-  P ' f o  9  '  [ 0 , 2 5  a -  C O S M j

■ ^ S t n 8 ! ( ( ^ f > C j « j ) ]  [ Д ^ = г 2 p r . '
G ,

(5 ^̂  {'^?^) *" выражение ( 6 . 11) при J ~ 2 ,

Для удовлетворения грани^пшм условиям ( 9 . 1 )  на поверхности 

1-| возникает необходимость переразложить выражени?!

i n U  , S i n 8J , c o s S U ^ ' ' ^ ^
с / ї

s i n  8<f

n ^̂ P̂л(Jч){n=0,2,‘<,(>), C 0 S 4 ^ ~ ^ ,  silt 4 ? (п=2,4,б)

P

производным от полиномов Лежандра, Это удается сделать на ос

іє рекуррентных соотношений,приведенных в § 3 .  Например,выра- 

ІИЄ 5іі  ̂ V̂ ' d  представим fl виде

S i n '/У
d ^ R w  гг^іО d R c i » )  ie% d Q i , ( f )  _

d 2 ‘І29 с / ї  ІІ5 d J

>- M l  d P e  (P) _  б ? 7 г  dPsQn) ^  w g y  c/Ro (/<)
7 S 05  с / ї n s s s  С І З  20995 d n

(2) ^ 01)
■ Приравнивая в преобразованных выражениях для 

% поверхности цолости 9 ^'^ коэффициенты при одинаковых произ- 

одных от полиномов Лежандра, получим алгебраические уравнения, 

»которых находим

‘ ’ ш ь а , ч , 5 )  •
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^ 2'  ̂ f t  2 5  G'2 ( ( j y

(■<)

+

r t f '' /g o  Г ( j 2 / і ї {"^..<#-3) ! ■) i^'''' 520
*r^4 Т ь Г і --------- G------------ 'e '/29

О г  ( 2 Xe+1l){2 X e - i )
- -  32 G ,1 -  о , г е е ^  p r / J

(10.5)

+
4S Gz (h-is) г 3 (̂ 2- 21,5-(Xz-'l,5)(Xz-2,5)) 

!̂ z 7І5 L' 7

-  -  2,S)1 +  A
W

‘2 3 ^ 5  10 ,2 5  ( 2 І 2  '  З Х 2^2  - 7 >  2<J (J ,’

Li ІООІ

+ /1Г-Щ— [ft/ Gz (2}б-і)(-\е-Ю + і£> СГі] -  ftW 9 P 'r/j ,

•f

_  /f" '  6 ' У б і 6 І 2 - - / , 5 ;  Г 2 з ( у і 2 - 2 Г , 5 - ( ^ - t 5 } ( ^ 2 - 2 , 5 i  
^2 gSifS і 3
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-  26 ( и -  2 .5 ) ]^  ^  1о,25 й г .  (  гЛ ; , -3 ) (2 А г - ? )  + <'0 ' ]̂ -̂^

С1) 3 2 Г - г ^ у - з У 2 Д у - г / )
п +5‘1 б<] + ДЧ  5 6 1

0 ^ ( ■ 7 ^ 2 9 4 4  (3-г] О^ТбЕ Р'Г/^ ^

C = п Ь i s j л ■ : w ^ » ^ - • ^ ь  .

д ‘’  ̂ г  б * ]  -  ^  ^ 0 9  Р'»;^ ■
^7 /7  . 2Р J '  J

Щ) д"‘2 2 3 0 9 ^ 5

+

^ , £ > - - / , 5 ) 0 ,

ЛГ | ( А . - 2 < , 5 -  ( ^ ^ - < . 5 ) ( А а - г . 5 ) ) ^ < 4 - ? , 4

<л
Числовые значения коэффициентов Г1̂

)тношений 6 1 / 6 1  приведены в табл .  17.
(2; л 2̂)

■ Напряжения б , , р  + 63 ,, находим о помощью рекуррент-

шх соотношений ( 6 . 10)  при П= 2  , в которых дифференциаль- 

1̂ 16 операторы / | 5  » ^ 6  С ^Д б)  при К = 3  . В ко-
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Таблица 17

д * е > ^
1 X  
! 1в
11„в

?
1 / 
•

! ^  
! 2

0
г

] = 0 ,  | г = г -  0,0952 -  0 ,0833 -  0 ,0667 -  0 ,0556

1 = < /И .=  2 -  0 ,1020 -  0 ,0992 -0 ,0952 -0 ,0 9 2 6

=-Г, и = ^J 0,2996 0,2597 0,2233 0,205'*

i = f ,  К = 6 -  0 ,1398 -  0 ,1154 -  0,095* -  0,0862

; ] ^ 2 , 0 ,1080 -  0 ,1232 -  0, 5022 -  1 ,2815

] г : 2 , 0 ,0201 -  0 ,0018 ~ 0 ,0287 -  0 ,0486

п - -в ^  0 ,4598 -  0 ,4152 -  0 ,3973 -  0 ,4053

] ' 2 . ,  П^ 8 0,8602 0,8137 0,8324 0,8896

] ^ 2  , П^Ю -  0 ,4317 -  0 ,4 2 1 ? -  0 ,4474 -  0 ,4893

аечном итоге выражения для гг<е принимают форму

С05Ч)1{}^-1,5)<

- з Ы ч а п ( п + 1)
” 3 ?

с/гг" ■']

{ & 1 [ « ,5 - а 5 ' ( Л - 5 ; 5 ' ^ ] ~  О, [^ 0 -0 ,5 С ^ и '^ ,5 )^ Л ^ ( / ' ) -
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< COSSгi{(J, [ - ? , 5 - 0 ,5 Ц ,Ч ,5 Х ^ 1 -Х 5 ) ] + (} ,  Г « + а 5 ( у 1 г - / , 5 >

(^ 2 -  5 ,5 )^Р^(^)  + 2 G 2 . [ ^ 2 . - ^ 5 ■ - V { '^ - / , ^ ' j P l ( } < ^ ] j  t

L  л '^ 'о ' ' 2 - Я 5  . , ^ d P z ( J u )
'о

..(2)
Здесь OQĴ (?̂ Ю выражается формулой ( б . I I )  при ] = 2 . 

В частности, при имеет место формулы

0 ™ +  б ' ”  = - ^

2,4,6
H n + i )P n ( J^ )  2 c tq l^

с (  р 1 С  ̂

с / ^ у=^/а
-+ Р'Г, [ ? " ' - 0 , 5 ^ и г - ^ , 5 - ) ?

7 ~  /1 н  / , 5 } [ п ( и + 1 )  ^ fJu; 1-
« = 2,У.6

4-

-Ь

г с ( у , 4 « ] * | : л г л “ [ « м р .

( 1 0 . 7 )

О») +

с/у

На поверхности биконической (? - '1 ,  1=119) и цилиндрической 

(? -  1 , 1 - -  1/Я) полостей при некоторых значениях пред-

ст^лен и е  напряжений 6 ^ ^  /Р'^о по полиномам Лежандра, в силу 

обозначения ( 5 . 7 ) ,  имеет вид



8У

иг)
Ш<Р
гр г г=</9

о, « 9 / 1 ^ 0 “-' + 0 ,5 i7 7 P ч ( J^ ) -0 , i4 1 9 R c^ u ) i■

+ 0.1729 Р ^ ( ] и ) - 0 ,0 7 3 9  Йс,Сг) >

1 -̂Ц9
0,̂ нг0 - 0,5в27 Рг,(]и)-0,Ч9иРч(}<) 4- (10.8)

+ 0,Н9^Ре(}<) + 0,1729 Рз(/^)~ О,073дР,с.С/^) ,

&  1 й ,  = 5/2

Р%

Р'г;

~0,9Ч6Ь - 1 , 3 6 П р ^ ( и )  + 0,9&5^Р,(/<; ~0,%ЧЗнР;С!*)‘̂  
£= </9

+ С,5£ 25 (Ju; - 0,26 9̂  Р,о (/<; ,
'-У-

0,950В -  0,5137 Р г (Ю ~  ^  С/̂ ) + 0,1951 Рс ^
ь^-т  ;

+ 0,5G25 Р з ( } ( ) ~ 0 , г в 9 ^ о С ^ ^  • .

При значении , ^ = V ^  и некоторых отношениях

& / & Я  имеем

5 зч’
П'

^хСг)
-  ■ ~  (9 9  <р+ Щ 

^ = 0  р'^' р

а  7

ч-
0,0815 0,01/29 0,0057 _  0,0530 0,0109 
---- О« О 9 о/г  ■'
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2!L
Р%'

^ - -0 ,9 0 0 0  у .

С"2.

Жг)
бцц>

*(г)
б , .
П'

^ ^ 0 , 9 0 0 0 р  ^ 0^  0̂  _

(Ь г^  ^ ^ г  ^

, о^ о в в ч  а о ^ з з  0,4551 ^0,4040  , 0 ,ь ь в4  ( 1 0 .9 )
^ /3  р/5- ” ( 1̂& . ^

^  ̂  9 ^  б), ^  С?Г

0 ,1750_ 0,0451 ^  ^
^14 (р15 1̂5> (^гч

■И(о) .
На рис .13,14 представлено распределение напряжений б (̂р/Р'11>

,  б ; ; / р '  ̂ о вдоль четверти меридионального сечения сферичес

кого (Н=0) , биконического (Е~1/9) и цилиндрического {1--1/9) 
[юверхкостей, причем штриховые линии соответствуют распределе-  

аию напряжений на поверхности сферической полости. Соответствую-* 

цие этому случаю числовые значения приведены в т а б л .1 8 ,1 9 .

Изменение коэффициента концентрации напряжений 

t(г)

Ь-~119

в зависимости от значения f  и отношения ^Т-г/(72. зад а ется  

т Ш . 2 0 .  и показано на рис .15 ,16  , где  штриховая линия соответ

ствует напряжениям сплошного цилиндра. м
3 таб л .21 приведены мажорантные напряжения , вычис

ленные на основе неравенства (5 .1 9 ) ,  а также процентное содер-
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О ЛІІ2 Üllè З іИ

Рио .ІЗ

О (ЯНг Ив
Tik

53 іИ г

ü t n

Рис.14
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(з;

жание третьего приближения / 9 Ч \

Наибольший коэффициент концентрации ■лдsl7/'^G 
ва поверхности биконической полости больше от соответствующей 

величини на поверхности сферы на 4 0 ,8  %.

О
(ХНг
(К16

■ж/ч
(ПИ

5ХНг
(КИ

Таблица 18
1/9

1 а !С[г~

I 1 Оггс̂ !
!

РГо 1 Р'Го ! Р'Го 1 
•

! РГ.

0 0 0 0
0,084 0 ,087 0,101 0 ,1 4 5
0,313 0,234 0 ,3 7 5 0 ,2 4 5
0,625 0,463 0 ,750 0,476
0 ,938 0 ,7 4 8 1 ,125 0,574
1,166 1,332 1,400 1 ,434
1 ,250 1 ,800 1,500 2 ,473

Таблица 19

I £ - - У / 9

! 6 -1/Он = 1

Г У̂¥> 1 
1 р у  ? 
1 1 • •

9'Го
1
1 Р'П

!
1

Р'П•

0 0 0 0 0
М г 0,084 0,071 • 0 ,101 0,032
0И6 0,313 0,376 0 ,375 0 ,347
т 0 ,625 0,929 0 ,750 1 ,306
0( 1ъ 0,938 1,096 1 ,1 2 5 1,354

561/11 1,166 0 ,9 5 4 ' 1 ,400 0,874
Ос1г . 1,250 0,965 1,500 1,021
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Таблица 20

1Кг)

Г\у -  p,g/ L̂ 1/9

9
О

16

1 ,00 1,000 1,330 1 ,620  2,226 2 ,9 5 5

1 ,10 1 ,065 1 ,278 1 ,4 2 3  1 ,612 1,764

: '1 ,25 1,176 1,293 1,356 1,411 1 ,447

1 ,50 1,380 1,429 1,453 1,464 1,466

2 ,00 1,813 1 ,826 1,832  1,831 1 ,8 2 8

3 ,0 0 2,704 2,706 2 ,707  2,706 2 ,7 0 5

Таблица 21

Оу(р
м !

(5ггср •'

Р'б' 1 . 
•

7 /16 1,330 1,357 1 .^
I 1,620 1,676 2 ,3

5/2 2 ,226 2,340 3 ,3

9 /2 2 ,955 3 ,238

7/16 1,093 1 ,110 1 ,0

I 1,266 1 ,268 о д

5/2 1,563 1,694 ^ , 7

9 /2 1,856 2,341 10,6
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Рис.15
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К(г)

ь,о

1 , 5

2.0

1 , 5

1,0

-
? = / , 0

>

>
г д

- — ^
/

» ----- — — 1,1

" ^ 1 5

О

Рис,16



ГЛАВА Ш. УПРУГОЕ РАВНОВЕСИЕ ИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ,ОГРАНИЧЕННЫХ 
ПОВЕРХНОСТЯМИ ВРАЩЕНИЯ,ПРИ РАСТЯЖЕНИИ--С1АТЙИ

§ I I .  Растяжение-сжатие среды с жестким коническим 
включением

Рассмотрим упругую изотропную среду с неканоническим включе

нием, поверхность которого описывается уравнениями ( 4 .2 ) .С о с т а в -  

|ляющие напряжений каждого приближения определяем с помощью ре

куррентных соотношений ( 4 . 1 4 ) ,

Исследование напряженного состояния среды с невганоническим 

включением будем проводить методом "возмущения формы границы",из

ложенным в § 4, согласно которому решение поставленной задачи бу

дем искать в виде рядов ( 4 . 8 ) .  Следовательно, согласно ( 4 .1 4 )  

граничные условия в произвольном приближении на поверхности жест

кого включения в рассматриваемом осесимметричном случае (  без 

кручения) принимают вид

(0)
к -  - 7

Л , ,

= - ц ' “'Ы.у

9=1

(п- л<п) у

9=̂1 J = o

( I I . I )

и
Ск)

е
J=o

где ^/р , соответствуют основному напряженному состоя-
-7  /  Гл; .

ниб среды, а компоненты  ̂ согласно ( 4 , 1 7 ) , запи

сываются на основании представлений (2 .7 )  и имеют вид
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X
Оо

п='{
( И . ? )

■ (п.)
ур , , бугг , ® соответствии с

| 4 . 8 ) ,  определяются формулами-

Ск;

кь о ; '
Г(?

^ . r Z .  А .  ( б , . - б , , ) - Л з  б ;
0-<?

^ о ; - ]
т 0

СП) ^  о-^

J = o

^ С п )  ^  г  д С И )  r j )   ̂ Л п - 1 ) .  СЦ ^ а ) \ Л

( 1 1 , 3 )

1 = 0

Здесь, а также в граничных условиях ( IIД) ,дифференциальные 

операторы а : ч «  = ■/^2,...,б^j=•/,2) имеют вид ( 4 .1 6 )  при К = Я -

Компоненты б '^ ^ ^ (?^ )  , ГР ,^ )  » Г р д )  » Г ? Д ) |

модящие в ( 1 1 .3 ) ,  записываются на основании их представлений 

( 2 .8 )  в безразмерных (отнесенных к величине К  )сферичес 1̂и)с 

координатах, если формально заменить переменные Г , 9  с-оответ- 

ственно на 9  » ^ ^ произвольные постоянные снабдить ирдекоом 0  )

б , ,  (Р .г )  =

с о

Н~о

О';



пО)

л / оп*1 + 5)и.^ 1 d P n W
р“ -* с/у

+  Г ( - И + ' 7 - ^ 0 —  + —  с Ь з  Iи  ^ У о п .1 ^

5)1'^
ок<-з

( П . 4 )

*' 9""̂ " Р^-з “ 7 / х  '

0(5 

о;
р>7̂ 3_

Напряжения (3^  ̂ Г^д) , могут быть представлены только

по полиномам Лежандра с помощью формулы ( 6 . 1 2 ) .

Предположим, что на "бесконечности" среда находится под дейст

вием равномерно растягивающих (  или сжимающих)усилий

'ёУ гг ~ Р > ^2.  = О  ̂ (11.5)
т . е ,  основное напряженное состояние в криволинейных ортогональ

ных координатах характеризуется  компонентами

?Г "  ̂ ^  ~ г̂г<р "  ^  ^  -

Следовательно, на основании закона Гука ( 1 , 9 )  находим

^  2 (^ ’  2 0 -  1 7 Г  '

Согласно формул ( 1 , 7 ) , ( 1 1 , 7 )  имеем

>, Р ^

( 1 1 .6 )

( П . 7 )

( П . 8)

или в криволинейной ортогональной системе координат, на основа

нии ( '» .ч),  находим



УУ

іір =  ГС05р , и ^ = - а о Г $ т ^ . (11,9)

Для возможности удовлетворения граничным условиям ( I I . I )  ком-
л л

поненты перемещений Кр и представим в виде

( Н Л О )
п - о

где
(̂о) (̂о1

'̂ (1)
01 СУ Го Р  СОЗ(К-^-і)^, ^ у —-С(оГоР (к+'і) Вск(кф^)у  ̂  (ІІТХГ)

'! сг)
и '^ '^ - 0 ,2 5 а о Г ^  9 ' ^ '^ '\ ( к * г )  [ і -  е м  г ( к н ) і

11- у ' - -  0,5 а л  к ( к + 1) в с п  l [ к t 1) r  .

м=о
Оо

Из соотношений ( 4 . 1 4 ) , ( I I . 2 )  и краевых условий ( I I . I )  получим

о ;

Н (г) =
п-о

2 _ [ п ( | И - 3 - « ) С " - ( П  + ^)Й)н ' '  Щ ( ^ )  = 2 _ с ^ . ’ и )  РнС }'),

[(-й = 2 _ с ( ^ о
с 1 и

где с : ъ ) , с { : ъ )  -  известные выражения.Приравнивая коэф

фициенты при одинаковых полиномах Лежандра и их производных,по

лучим систему алгебраических уравнений, из которой находим

+ (п -ы )  „ о х , ,
> ( V  ус  ~ ^ ____________________ _

(П У И )  .

(П.13)



Таким образом, граничная задача для неканонических включений 

^формально сводится к последовательности граничных задач для сфе

рических включений.

В случае однородной изотропной среды с впаянным жестким кони

ческим включением ( р и с .2 ) ,  согласно граничным условиям ( 1 1 . 1 ) ,  

в нулевом приближении имеем

Напряженное состояние, в обозначениях ( 5 . 7 ) ,  характеризуется 

величинами

^9? —'(4- 6 (р(р  ̂ 1- 2.^ 3

и соответствует задаче об упругом равновесии изотропной среды 

с жестким сферическим включением в случае растяжения-сжатия 

усилиями интенсивности Р  .

в первом приближении компоненты перемещений имеют вид

где и^.  выражаются формулами ( 1 1 .2 )  при

Удовлетворив краевые условия ( 1 1 .1 )  в первом приближении, 

найдем коэффициенты Сп. , 3)^ Г'^=/,'3_) в форме

п «  9  ̂ „г „ г
и  ■ ^ '  ( П . 1 7 )

S ) f = - c f  , .
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Из рекуррентных соотношений ( I I . З )  получим формулы для опре

деления напряжений

loi

5 ' - 6 0

+ S Г ё Х Ё 1 ^ р - »  1 2 ( 1- ) )
R c f ) } ,

б  - А Г т а  U Г - Ь ^  р - %
6<!) ? ~

П-6

1^-MJ ^  ,

( П . 18:

114^^ ?  ~ ? '

ô ( 3 - ^ V
У ‘' -l iS -G ^ ) '  ' \ Z{5~GV ' 11-1^^

б / ;  = I  G a . {3 [ - f - V f - _  p-

-  i, p -  ^  -  i i z l  i  p - e  ) à ^ ç p  i  f
« - W  ^  c / ï  /  \ °~ 2 Q  1 7 V J -

Ha поверхности включения ( ? - l )  при ï - 0  получаем

5(1 tO) 5 -G ^ -  10

с  б -Л ' 9 К ^ - 2 0 Х Я 9 - 2 2 6  9)  

p , p  -  5(1+<1)(5-а)С1''-1^л '

Перемещения во втором приближении при Ÿ = 1 имеют вид

( I I . I 9 )

(2) '' (2) (Z) Z
и. +и„ = г и { 1,и) + • - 7 7 -г{1-̂ ) C f + 3  Я)Г]со5 32г/ ? ( / ; -
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{ 9  (3 -  2^; с Г -  ю  С ' ]  е -«  3^ Р ,с р 1 . - Ц [ - Ф  С , \

+ 2  ]  5 с к  ЗУ -  [  6 о -  2 0 С Г -  ❖ ]  з т  5 ,  0<.

5СЗ-- ‘ I ' ! )  С ,  +  3  Д  ]  5 ( ' я  З Г  - ■  !  + ] 5 ( 1 - ^ ' } )  С ^
ап '-

+ ] 5 т З ^  ^ ^ ^ j . 0 , 7 5 a o n ( 1 + i C 0 s e ^ )  ,

(II.
+и^'+ и'̂ ^’ = и - д О , ^ ) -  I  [«(■?->))  С^’~ 6 ‘̂ У p ^ n з г ^ p ( J u )  

+ Ш(3- 1 ^) Сз ^ 3  + [ (З -^ :^ )  с ?  +

C0S ^ ,  4 ^  ^  [ з ( ^ - H ) C Г . ^ ^ f ' ] e o s з ,
а д

+■

( Ь - Ч ^ ) С ^ : и ^ ^ ’ Ь т Ь ^

Здесь и .У (1^] , 'и^ ‘"'0,г() определяются формулами ( 1 1 .2 )  при

J= 2, f  = -) .

Учитывая выражения ( 1 1 .2 )  и найденные в ( 1 1 .1 7 )  коэффициенты 

С ,  ( п -  1,Ь)  удовлетворим краевые условия ( И Д )  при 

J r 2  .Приравняем величины при одинаковых полиномах Лежандра и их 

производных,использовав предварительно необходимые разложения 

вида

с о ь и  , , С05 6сГ С/и) , 31П ЗУ ^  ,

Ч , ^ а о Г о 5 С п в д .

,С2.)
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51П. ЬЦ , СОЗ М (>->
~о(л^

( П ^ 1 , д )

Шриведенные в т а б л .3 ,4 ,  5, например,
I

= (11.21

. . .  п .  . 5  с 1 й ( > ;  1ь с/Р^О“)  ^0 с{РеО^) 
, 5 т з а  = -  —  Ш  с1^

Откуда следует

 ̂ с Г ( ^ ) = т 1 5
г б ( 1 3 - 1 0 ^ )  б '/Сг+г^)

5- ё -1 11-1^9 а „ по }

с 7 о ) = ^
 ̂ ^  173 

123

д Г г з - г ^ ^ )  ^ з р 9 - г 2 ^ )
5(5-6<)) * 11-1̂ ->

7-1-2^ / / ( ‘/ - 5 ^
>-Щ11-Н-1) 5 - 6 ' )

а „ п .

<2

с Г в ) = 7 7
5 - Л 0 (7 -  10^) 1 

11-
а . по ' о >

( 1 1 .2 2

С^г 0 ) =
Л _ _  и ( « - 9 - ) )  2 Ч [ 1 7 - 1 « 0 )  

Ь5{^-&-))  '*' 3 5 (1 1 -  1̂ /̂ ) \ а . Ко >

+
3 5  <-11 5(5-6<1) 5 5 (1 1 -т ) , ] а о Г / ,

т _
7 7  (- о  о Го

Коэффициенты Й)о 7 определяются

на основе ( 1 1 ,1 3 ) ,  ( I I . 22)  и имеют вид

,С̂)
л ’_ с ^ (^ ) * - ^ с 1 7 ( - 1 )  
^ 2 . "  (<?- я ;

гг;

'-V ~ 4 ( 7 - 9 ^ )
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(V (1 1 .2 3 )

Я “ - 2 0 ^ 2 « С “ » с / ? О ) ,

в  частности, при имеем

С : ^ о , о е 9 г 1 ^  , С : % о , о . р ^ ,  с Х о , т , § ,

( 1 1 .2 4 )

Компоненты напряжений во втором приближении выражаются 
формулами

■ Сг) (2)
'  ~ ~ ( 5 - 7 т е ^ ) Р Г ^  ^ ^ ^  Ц Ф Ф

п ^ и

2 0

+1)(п+гХп^-5)
?

Л+б

<■■>)к.
? п+ч

/г.
пГб

с/Ри.(/^)
о1и
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- п -

ч ( п и ) ( > г ^ - 2 п - і  + 2 - ) ) - ! ^  + (H-h5)(n+l) Я),
О) _

C O S  5 t s P ^ ( f ) +  [ ( п + і Х - п * - < / ■ ) )  + ( п + ь )

(1)
H .

?П+6

xCOS cio  2f àPyi(}t) _ ■n ( n ^ ~  2п . -1+  2^) Çjt-^ -

'' с / г  ^

f
K+6 s im ^  d ^ S l l

Ф
-  +

f-

Ä)

P f

л=^,3

(V

^ 0 )  
Lk 9 ':\
pWfV V

COJ52f С.Ц ï
Ÿ ПігЦ
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- (П + 1 )
? т -в

5 ш

~дТ f

+ '2^"]/с ! '1пС/<} , J P ( , u J  I \ . I

/ ^ о ;  (рс^;
' ^ ' - 2 - ^ - 2 0 - ^  +  ( П ^ г ) 0 и 3 )

Г Р

П = 1,5

СОЗдд ( ^ Р ч М

~ 3 д

+  5

р

п(2.П̂ -ьЦ-~1')

С/2Г'
- у-

5 т  32Г Й (/ц^ -

Здесь составляющие 1

определяются формулами ( 1 1 ,4 )  при j  == 2  .

^а  поверхности конического включения (Р = ' / )  , согласно ( 5 . 7 ) ,

J

сг;

31КЗУС7^^ а д  I

■ и)

имеют место выражения

а
? ^ ^ 1 , в И Ч - 0 , 0 5 0 г  Р , ( ^ )  + 0 ,0 1 и Р г , ( 1 и )  + О,5?ОоНС/<) ~ 

- О , н о в  [^ди ) - ьО ,д187  Р ^ с р   ̂ . ж  0,73^1-О,  ООО

б

P̂ CJu) +о,гччз f^(Jц)-o,of2oR,(f)^■o,o596QcJu)^^^^^^6:l
*(2.)

^  ~  0,6914 -  0,01 ю р1(]ч) + о.оовг Р̂  (р) + о, Р̂ с̂ > -
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*(2)

-0,040̂  Й,(}1) + 0/611РеС]и) , ^  = -0,060Ь ■̂

+ о , о т - ^^ '^^  t  +0,0031 V-

Р

Ш)

По некоторым характерным сечениям имеют место выражения

щ 0 0755 0,ЧЮ7 1 ,т Ч  0,5978 0,570/  ,
,22_______  -4- —- ________  -#- —-________  ~  —----------------- - —  —----------------  ■f~

~ рЗ р у

р  7 ^9 ^

, 0,0563 о ,57гг  о,73б^ 0, 1 7 5 7 _ о,5одо^ 
Ъ2ТЧЪ ^  ?■' Р "

^  0,Ъ950 0,Ъ(>‘1Ч
♦ / ” ------- --------  *

_б (р 1р

у "  ~Р~ Ь о  ^

р г  р

кгг;

б „

0,00$7 0,2741 0,0ьг40,0Ю7̂  
а-=о" г  р "  Я "

огг50_ о , !1 19  0,2341
'*' ’ ^6  р 7  JЗS '

(̂р(р
~

0,0045 _ 0 ,2 7 8 0  0, 15г о  0,0Ъ78 ^ 0,г&98 

ЬЛ%!Ъ Р '  "
С и  2 7 )

__£_____ _ -/- —<■--------- >
р 9

_ 0Л 858  0,П1^ ^ 0,017в 0 ,2 3 9 1  ̂
р я  р з  р У  р б

У-г^Г/з "  г  г
0,1155 0,05Ъ~4 

+■ — ^  ~  р ?  '

0,ООУ5 0 ,01^6  _ 0 ,0 3 ^  _ 0 ^ 1 5 ?^  _ 0 0 0 ^ ^
Р*- ~  Р *

0,2547 _ 0 ,15 5д
р -  -  р 9
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Таблица 22

! б , г
'■ Р 
!

I
Р

1#

! ^̂ p̂ p 
! Р  
•

•
!
! р  
I

0 2 ,2 6 6 1,049 1,049 0

(КНг 2,031 0,966 0 ,917 -  0 ,546

1 ,657 0,803 0,702 -  0 ,487

0114 1,537 0,689 0,633 -  0 ,141

5Г/3 1 ,514 0,641 0,641 -  0 ,014

501 Н г 1,386 0,636 0,602 -  0 ,062

01!г 1,424 0,696 0,623 0 ,3 1 5

чЖИг 1 ,794 0,811 0 ,778 0,361

гз1Ц 2,043 0 ,8 6 8 0,8679 -  0 ,057 '

ь%!ч 1,781 0,793 0 ,738 - 0 ,4 2 1

5Ш 1 ,339 0,667 0,566 -  0 ,2 6 6

шьт. 1,173 0,599 0,549 0,021

ос 1 ,186 0 ,587 0 ,587 0
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Таблица 23

у-с; 1 !(- 2!х13

?
Ш)

брр
р ! р ’ р {

!
б|,р ! 

Р 1

5 * '  ! л" "  ! 
р 1 р 1

б?,
Р

1,00
1,10
1 .2 5

1 ,50

2,00

3 ,0 0

2,266

1 ,997

1,641

1 ,3 1 8

1 ,105

1,022

1,049 2 ,043  0 ,868  0 ,8679 -0 ,0573

0,901 1 ,834  0,811 0 ,8 5 8  - 0 ,0 3 5

0,880  1,576 0 ,834  0 ,874 -0 ,0 2 0

0,920 1 ,323  0 ,8 9 5  0 ,913  - 0 ,0 0 9

0,966 1 ,127  0,956 0 ,960  -0 ,0 0 2

1 ,0 3 5  0 ,987  0 ,988  0,0004

э ; / р

0,990

Числовые значения т а б л .22 ,23  характеризуют напряженное состоя

ние изотропной среды на поверхности конического включения и на 

некотором расстоянии от нее по сечениях и ^~2^/Ъ .
На основании неравенства ( 5 .1 9 )  для мажорантного напряжения 

получаем; Орр/Р =2,294 при 3'=^ и =2,305 при Z~Z0l|5
Распределение напряжений на поверхности рассматриваемого ко

нического включения произвольного меридионального сечения при 

)^0 ,Ь  у показано на рис. 17 .  Штриховые линии соответст 

вуют напряженному состоянию на поверхности сферического включения, 

Из р и с .18 видно, что при незначительном отдалении от поверхно

сти, все напряжения приближаются к основному напряженному состоя

нию среды, причем, при значения 6"^^ / Р  очень близки

к соответствующим величинам / Р  . Отметим, что максимальное

отклонение напряжений /р  (^=?,^,^}от соответствующих значений 

в среде без включения при ^=1  составляет  1 2 , 7 ^ , а при Р - 3 - 3 , 5 ^ .
/ _____ 

Коэффициент концентрации напряжений /Р в вершина-кони-

ческого включения больше от соответствующего значения на поверх-



no

Рис.17



I l l

Рис.18



ности сферического включения на 2 8 ,7  а при гС^/з такое 

отклонение составляет 20 ,9

§ 1 2 .Растяжение-сжатие среды с жестким биконическим 

или цилиндрическим включением

Рассмотрим задачу о напряженном состоянии упругой изотропной 

среды с жестким биконическим (  р и с . 5) или цилиндрическим ( р и с .б )  

включением находящейся в поле равномерного всестороннего р ас тя -  

жения-сжатия.Решение этой задачи в нулевом приближении опреде

ляется формулами ( 1 1 . 1 4 ) , ( 1 1 . 1 5 ) .

В первом приближении, на основе соотношений ( 4 . 1 4 ) , ( 4 . 1 6 ) ,

( I I . I I ) ,  находим компоненты перемещений

112

(12.1)
1(р’+ ( ? ,} )  + а ,Го  ( р - ^ £  ,

где  имеют вид ( 1 1 .2 )  при

Следовательно, из граничных условий ( I I . I )  получаем

С г ’0 ) =
(12.2)

( п Ф 0 , г , 4 )   ̂ с 1 п ^ а ) = 0  ( п = о , 1 , . . . )

К оэйщ иенты  , 5 ) и  , вычисленные по формулам

( 1 1 .1 3 ) ,  такие

а с п ' "  ‘/СоП^ г^ ' ”_ к ь  асГо^-
20(1-)) ’ ‘' 2  '  7 ( 4 - 5 ) )  ’ ч ~ 3 5 ( 7 - д^ )  ’



из

Составляющие напряжений первого приближения имеют вид

(12.3)

192)  1
3 5 ( 7 - 9 0 ) ]

•)
"ГГ“ 'f" 35(7-9/)

1 -2 ) 2^/) .5- 1(7*-  Ь И) 7Х7У ^ - 7  Р ) /
^ - 5 ^  Т С ^ Ш Р  '  7 ( 7 - 9 , ) ;  °  -

( 9 2 7-21) -5 7+ /2 ;1  „ - 7  1
5  1 . 7 ( 7 - 9 й ^  7 ( 7 - р о ;

Г

/С ^
- 2 а .

/

, & ( ~^  -  ^ ^ -^ 'Р .Т р -з  г S{1-2)) 192) 1 - 5  (12.4)
7 { Ч - 5 ) ) \ ^  I  7 ( < / - 5 ^ )  Ь 5 ( 7 - 9 ) ) Г

192 )
5 35(7-9^)  J

+ X  Г р - "  V-

5(-1-2))  
( + - 5 Т ~

.  1 Г а - Я )  _ г
7-9,1

7 - 9 , )
Р- Я  ( / - ;  -

б "  -  ^
Ггг 7 Л  о - 5

6-6
ч-
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5 1 ^  7-д^ ^  7-9] ^ с ( д

На поверхности включения справедливы! выражения

^ 0 )  
Орс> _ 1

б
с̂ )

п  -
Р

У̂(£>
1^)

1
7(4-5^) РгС/)

( 1 2 .5 )

~5-(7-9^) ^

~2 (̂'1-Ш'1- 2 )̂ ' 1 с1Рг(/<) -У с/Р«-(>^ 
р '  /+  ̂ 7( -̂ 5Ц) "■ с/? с/? -'

Во втором приближении компонент перемещений такие

.  . 4  ^Сг)

- 1  5 и г  ( [ г ( 5 - С[ ' ’? ' ^ ~  3  ^ Г ? ' * ]
•г»

с1Р^  0 « ;
с / ?

.о; .Ус?

^ ^ ^ V з a « n . f ' ' " ’( ' / - 2 < : w ^ 5 ) -  ^ , 7 5  а . п ? - ' ' ( 1 - с о з % з )  ,
аУ



115

-  ^  + [ у б   ̂ ]  -

~ ± и п Ч ! ( { [ ( ) - 2 ^ ) г с ^ ! г  -  щ Т г ' ]

‘ ■' ч->

- [ « < > - ' -  й Г р - ' ] ! ^ ^ ] - - 1 . й « » .

;

'  { - - ^ Т ? ' \ [ 1 ( 5 - Н ) )  с -  3  ^ ^ у - ' ] 1 ^  ( у )  +

с1Рг/С/ )̂

Лля удовлетворения краевым условиям ( 1 1 , 1 ) ,  необходимо ПрОИЗ' 

ведения вида

с1 Р п  (/^) 

с1~̂
разложить ПО полиномам Лежандра, а произведения

соз $ } ,  с о з п ,  соз^гг 0,Сн) $1л4^ ( п = 2  4)
 ̂ ' о/ гг V л /

51и ^ г г / ^  ( у < ; , $ 1 п ч и

$С1г8д  , $ С п 4 3  ,

с1  ^Рп (]‘>)
л -  .

'ПО их производным, использовав для этого табл,3~б, например,

с о з  УЗ- ^  с1(10>) ш  с /^^л 'схг  , 7 )
â 2̂  '  £95 с(^  1001 с 1 ^  6 9 5  с/ ^  Ш 7  (Ш ’

Согласно формул (11 ,12 ) получим



П б

105
36^ _ П3 0о-17^) ^{096(7^-^)
5 " 7(1/-59) 55(7-9^) а о П

2 -

7(4 -5 ) )  Ъ&5а-д^ ) (ХЛ

Гб/_ ? ( я ^ - 2 9 0  . б (3 1 б г -9 7 о д ) )  
315 [£5  7(Ч-5-1) 455(7 -9 ) )

^ 2 / 7 7 -  д у ^ )  I

а «  Г.

(12. £
7 7  1 5  7( ‘/~5^ 105 (7 -9  ̂ )

.С21
А  (•>’;  =

, й;
а „  а )

715 [ 3 ( 7 -  9 ) )  ] а о К

Г —  -  ^  2 5 6 ( 2 1 - 2 2 ^ )
21 [ 5 5  7(7-5^) 5 1 5  ( 7 - д^) ] ^ о К \

' - _ £ £ _  4 ( 1 7 - 1 9 ^ )  , £ ( г о 7 г - и 1 1 9 ) )6 4
3 ? 5 [  Й5 7 ( 4 - 5 ^ ) 75 5  (7- 9<)) о „ г И

0(, О ;

, а )

77
З-^у» 1 1 - 1 5 ^  г

-------- а .  г /

Удовлетворяя граничным условиям ( 1 1 ,1 )  на поверхности включе

ния, приходим к системе алгебраических уравнений типа ( 1 1 .1 2 ) ,
^(2) п  гг/

из которой находим следующие ненулевые коэффициенты ^ V >
\ ■ по формулам ( 1 1 .2 2 ) ,  а  и

/г ;

имеют вид

,С2; гС2;(2 / / V-!:/
9с1^ с;,)  ̂ ,,ргд/ (12.9)

<-? -  ~ ( а - т ) ---------  ’ ^
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Т' "'ити и м е е м

/ ’ 'У ' /У-'> 1̂ 2 ту ,,(■' 1'-'р
Сг = 0 ,0 5 И  - ф  г ,  = г ,  с ,  = .Л{а42

. 1̂  ̂ с/ /.-С/

с ‘ 1̂ -  о,-23Ч'! *•■ '" ^7!о
1-"/ ■ Г'"-* /

- 4 ,  -
' 2 ,  0 )

Йг1ПР/^;'-еьное ссгтояиие ВО вх-'ором Приближении характеризуется

Выг а ж е н  '•: -

- ^ ^ ^ ^ { г ь - г и о ^ и ) Р г ' ^ .
г. к

п-г- г̂,ч 
СМ-^)

^ ( \ и д О г >  З п - 2 0  (у14-'1Ху1-1 г ) ( п ^ д )

' л л
» С05^/? ;  ̂ I / / / ( '  - .?«■,’ + / б ■ к )

-  ('■:• ?Хп<'  9 )
1

оп- ь  7
- и ,  0-^Л1П '/(У -  :- -  -

с / г

^ 1  :>1) 

' '  ■

11
-Ь

2 0  '
^̂ r.C>,2.Y

я (п - Р.п. - 1  ̂:п<̂ з)(пиГ ̂ р«/5 ' ^

( i 2 . l i :

лу'*;
<^/г

p^1f5

с/?^

7 ) ^, ’ ' 3  / ■( „ /О

'• ■ '■  ̂ '■ ^9 ^  ' ' ' ' '  " - ^ ■ ' - - [ п г , ^ Г . 2 п . 1 1-2 -(!,<-1)
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-  [ ( - п .

(  dlPnC/i) і ^
 ̂ d r  ' ' ~d~i  ~ Ï Œ ^ )  ~

CD
I---- 4 ------ -H-l-5

j

r ,  n
- S [ ( n ^ - 2 . 2 J )

f
SLK

c lRxCß)
d d

C =  {i  + 5 < ^ 0 s s ^ ) p f

(ntl)(n-i-3-‘flii -2i) -h (nnjin+b)c^” . . .  . V . .  . . ^ r -

(1)
( - n  + ^-/V

_ с/ Рн (f̂ ) і
c / î  5і«^гг

-У-

f '

g l ' ’ ^  ^

?Н + 7  _ d f !

»  P f  -

СО
к

'fi
-h

(О

z G
t̂ z [ [ - ( п н ) >

^ ( п ^ - 2  + г і ) ~  ^ ( . п ^ г - Х п і - ö )  ^ l c o s i /г ^ ß S t L  _

Г — Р”  ̂ о Ш

o l ^ R  Cju)

S iH ^ / i f ß C ß J -

? '

Г  Cl)
і / [ н ( 2 п ^ + п - і )  ( п  + ф п  + Ь) П+'Г
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$ сп  ч а  c - i q i

■Сю
|Двсь компоненты б Ц ( 9 , ^ ) ,  б 1 ^ ? , п )
«ражаются формулами ( 1 1 ,4 )  при ] ~ 2 ‘

На поверхности Ьиконического  ̂= и цилин-

р1?ческого { ? - ' ( ^=0, ъ)  включений о учетом трех прибли- 

Ьний имеют место выражения в виде ( 5 , 7 )  ?

Ш)
р??

*{г)
&
1 р

Ь ф  ̂1,£137-- 0,0^7^ 1{ {!>) *-0,Ч2^7Р^С^^)- дОбЗ-ё
(•

-^0 ,1984 1 ^ ( / , ) ,

£=-//а^ '^>6^37 ^ 0 ,0 7 ^ 5 -  l^.(J^) -  0 , n 3 0 p ^ C J ! 4 J ~ 0 ,0 6 S ^ Q C f ) f

4-

*̂(2)

р .

(̂г

£̂//9 Р £=</9
а ^ а б 9 / б  -0 , о гЧ7 !^С/<) -нО ,И25 -^С/<)~  

-О,0г!1Р^С/>) + 0 . 0 S 5 i P , ( J , ) ,
( 1 2 .1 2 )

«г;

Р
£--//9

0,в91& -(-6,05 15 ^-lCJц) -0 ,1^Ъ 9

(9, 02 0,0^51 С}*) >

с^Р'/Сю _ 0 ,0 0 7 Г сШ ]ц )

■ \ -0 ,0 1 ^ { 8 с!Р^С]^1
к - ’

С[г
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*̂{2)
0,03 75

Ь-Цд с1Г

-ь 0,02^5 с1Р?С}^)
. с1д

Аналитическая структура нормальных напряжений по степеням пере

менной ?  будет

\ ч < г ) 

брр 
Р

Г

,  0

^ = 0

Ь 'К д

; ^ * < 2 1  

;бру,

1 - 1 / 9

: р

р ^ - - Т с[ Ч  ^  

Ь - < / 9

м г }

Огга̂
р

-  1 -  ' 
Ъ ( Я / х  ^  ‘

1 = 1 / 9

Р 2 ~ - т

Ь  =  ~ 1 / 9

Ш )

б и О ч ’<р

р

15=0 ~  р 
1 4 / 9  ^

р р н

г ' р г

?■ я ГУ

f■ f■

?

И=0 
1~- 1/д

0,^^97 ̂  0^3 7 3 г

н

б ,_  0,30 92 _ 0,03 31 ^ о, 12^г О, 01Ъ0 _ О,0015
^ 3  fpS <̂ 7 р 9

г а
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ъ%!ч
Ъ--1/д

1-
0 , ъ о к б

9^
0,05П о, 11 а  о,оуоб

р 7  ^9
0,0087

\11 ^г

%

Распределение напряжений вдоль четверти меридионального се

чения биконического и цилиндрического включений показано на рис. 

19,20 ( штриховые линии соответствуют сферическому включению). 

РКак и в случае конического жесткого включения, распределение на

пряжений в окрестности рассматриваемых включений носит ярко выра

женный локальный характер С р и с .2 1 ) .  Сплошные линиии на этом ри

сунке соответствуют значению 1-1(9  , а штриховые -  Ь~-1/9 .

В частности, при ^ = 2 .  максимальное отличие нормальных напряже

ний от соответствующих значений в среде без включения составляет

9 ,6  а при ^~Ъ ~ 2 ,6  %.
Таблица 24

^??
Р

!

! .  Р  Р  ! 
1 1 • •

Р Р

1 ^г) *<̂ 
1
I р ’ р

! Р̂<!Г 
•

0 2 ,1 1 5 0,906 0 1,391 0,596 0
йс/1г 1,846 0,791 - 0 ,308 1,379 0,591 0 ,1 1 5

31(в 1 ,5 4 5 0,662 - 0,172 1,607 0,689 0,264
1̂14 1 ,4 9 5 0,641 - 0 ,0 1 8 1 ,8 7 5 0,804 0,017

1,462 0,627 0 , 1 2 0 1,693 0,726 - 0 ,255

1,661 0,712 0,254 1,486 0 ,6 3 7  - 0,134

1,877 0,804 0 1,501 0,639 0
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Таблица 25

Пара
метры I ^«2; ^

/ Р  .
!1 ,00  !1 ,Ю  ! 1 ,2 5  !1 ,5 0  !2 ,00  !3 ,00  
• • • • • •  
г I I I I I

2 ,1 1 5  1 ,8 2 5  I,50^t 1 ,244  1 ,082  1 ,020  

0 ,906  0 ,8 3 0  0,852 0 ,909  0,962 0 ,989

ьх и ,г= '1 1 9

^« 2 1
б ^ ^ / р 1 ,8 7 7 1 ,677 1,452 1 ,247 1 ,096 1,026

О 0,804 0 ,7 9 0 0 ,837 0,903 0,960 0,989

с >
0,804 0 ,821 0 ,860 0,912 0,961 0,989

/ Р 1 ,8 7 5 1 ,677 1,452 1,246') 1 ,0 9 5 1,026

/
0,804 0 ,7 8 5 0 ,830 0,898 0 ,958 0 ,988

0,804 0,821 0,860 0,913 0,962 0,989

Таблица 26

г

\ _ 1 
*! >

! ^  !

1
б^рр ! 

Р 1 •

!
! б , ,  
1 Р •

Р 4 '

I 0 2 ,1 1 5 2 ,199 2 ,4 0 ,906 0,943 2 ,4

9 Ос/я 1 ,877 1 ,9 1 5 1 .3 0,804 0,821 1 .3

Т
0 1,391 1,475 3 , 6 0,596 0,632 3 ,6

1

9~ 1 ,8 7 5 1,916 1 А 0,804 0,821 1 .4

1,501 1,529 1 . 6 0,639 0,655 1 . 6
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О ТіИг Т ф

Рио .19
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ІО 1,5 2,0

Рио.21

Л5- ?



І В т а б л .  24 ,25  п р і ї в е д е н и  ч и с л о в ы е  з н а ч е н и я  н ап р яж е н и й  /?
п о л уч ен н ы х  С т о ч н о с т ь с  ДО 0 { Ь ^ )  , д л я  с л у ч а я  р а с т я ж е -  

и я - с ж а т и я  и зо тр о п н о й  сред ы  с  ж е с т к и м  б и к о н и ч е с к и м  или ц и л и н д р и -  

ІСКИМ в к л ю ч е н и е м .

Вычисленные, согласно неравенства ( 5 , 1 9 ) ,  мажорантные напря- 

ения (  табл .26 )  дают возможность оценить напряженное состояние 

бссматриваемой среды. Максимальная погрешность й / ~ - —

125

Сл) ^
' т %р

которая допускается при пренебрежении членами содержа -  

ими ^  , меньше 4 %,
' Коэффициенты концентрации напряжений /  Р при ,
” '//9 и £ = - ' / / 9  на поверхности рассматриваемых

ключений больше от таких же напряжений на сферическом жесткомЬ -
Мючении, соответственно на 23,6 % и 13 ,9  %.
£>: *

§ 13. Растяжение-сжатие среды с замкнутой 
конической полостью

Предположим, что требуется определить напряженное состояние 

днородной изотропной среды с замкнутой конической полостью 

рис.2 ) .  Если рассматриваемая среда находится на "бесконечности“ 

 ̂ поле равномерного всестороннего растяжения-сжатия усилиями 

нтенсивности Р , то основное напряженное состояние характери-  

уется компонентами

. ( 1 3 Д )

краевые условия в произвольном приближении на повепхности зам-  

|утой конической полости, согласно ( 4 . 1 4 ) ,  имеют вид

= 0
( 1 3 . 2 )
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(п)

re

п-1
= - /  /\ч б,, + 2-/I3 (б̂ е-̂ гг)

9=1 j~0 ? = 1
б Сп) (

ггу ? ч̂>(е определяются из рекур- 

[рентных соотношений ( 1 1 . 3 ) .

г Используя выражения ( I I . З ) , ( 1 1 . 4 )  и граничные условия ( 1 3 . 2 ) ,  

^получим

' Щ  7  [~п(п^+зп-2))С^^+(пиХп-1-г)^1'’]Рс1и)=Ф%^),
( 1 3 . 3 )

-CV

и=о
0-0

П.=:0

где 4 ^  , V  -  известные функций, которые могут

быть представлены в виде

П = о rt-y

Заметим, что функции содержат произведения вида

, С05К2Г --J^j
d n  d J f ^

c o s  к г  Q  C j « j ,  s i n  КУ  , cos k z  .

- ia выражения

S m  КЗ CjM)  ̂ С05К2Г d R c j ^ J

Следовательно, для получения представлений ( 1 3 .4 )  необходимо 

предварительно воспользоваться разложениями только по полиномам 

Лежандра или их производных, приведенных в т а б л .3 - 6 ,

Подставляя выражения ( 1 3 .4 )  ^ правые части  уравнений ( 1 3 . 3 ) ,  

росле приравнивание коэффициентов при одинаковых полиномах Ле- 

Ибндра или их первых производных, получим систему алгебраических
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уравнений

-  1 г ( п Ч з « . - 2 { | }  + ( п + 1 ) ( п + г ) ^ 7 =  ^  I

,о ' ;

(1 3 .5 )

ИЗ которой находим

С̂)

к̂. ' ' 1 [ п с п и ) н - ( 2 п ^ ф ]  2 0 ’ г О  ’ ( 1 3 . 6 )

К й+2

Допустим, что требуется определить напряженное состояние рас

сматриваемой среды, ограниченной изнутри замкнутой конической 

полостью ( р и с .2 ) ,  которой соответствует  К “ 2 , € “ ' / / ^  в урав

нениях ( 4 . 2 ) .  На основании ( 1 3 . 2 ) ,  в нулевом приближении полу

чим

/ У'оР
С = С - - о  м .

Следовательно, для напряжений имеют место формулы

)(-(о}

( 1 3 .7 )

б ;

( 1 3 .8 )

Компоненты ( 1 3 ,8 )  соответствуют точному решению задачи для 

изотропной среды со сферической полостью, в частности, на ее по

верхности коэффициент концентрации равен

6с
*(о)
<4>(Р

?='! ( 1 3 . 9 )

В первом приближении для коэффициентов (2^  ̂ ,
входящих в правые части уравнений ( 1 3 . 5 ) , справедливы выражения
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0-1 " 5 ?  , СІІ ^ - - у ?  , ь ,  , 4 = ^ р ,  ( 1 3 .1 0 )

!Тогда по формулам ( 1 3 . 6 )  находим

^ ° р  Ґ ' ’- о ( м ь )
5(1І-7ІІ zG  ‘̂ ( І З . I I )

Учитывая вид операторов ( 4 . 1 6 ) ,  а также формулы ( I I . 4 ) , ( 1 3 . 1 1 ) ,  

для компонентов первого приближения из ( 1 1 .3 )  получим

б
(1)

¥ : ( Р - - П +
72 б9- 1>) 
5(13-7И) я

Ь ц і  _ ' з (7~ и Ь ? '  \  О о - ’)) г " ]  -

36
5 ( 1 3 - 7 ^ )

.С1) ( 1 3 .1 2 )

3 б
в -70

б,
(1)

т ~  
р ^

р - б \ Г )  с / в с1й.(/^) 
І5 '^Г (ІИ 5(13-70 с/зг .

При определении компонентов напряженного состояния во вто

ром приближении задача значительно усложняется.На основании фор-



мул ( 1 1 , 3 ) , ( I I . 4 ) ,  при известных коэффициентах ( 1 3 . I I ) ,  имеем

129

Л я ? -  , 3 ( 3 - 7 ^ 0 5  6  г г )  3 6  c o s т  j

p

s 9 - nI
S (13-̂ 7̂ )

/
- / ? ( > ;  -

р" J
--) J  f £ S C n i S j i dl^Cf()
^ ( f ^ j  5?= I f  d 3

3 ( « ' - 0  2S(4-^)
J>V '  J

I
da J  ’

.1» (2)

'^f> -  6 r g ( ? ,^ )  9 S in 6 lS  , e c o s 3 if\ .i  c / / 7 ( > )
p . "  P г р »  3 - f ^  \ f ^  d~S

+

Ч Z(7+2i)
lb-7) ■

(7+2))  _  15( ! ( -^) ] ^ Р ^ М . 3
p-  ̂ P’' 'tn o i  I Pi'

(15 .1 3 )

cl '^PiCp) 8
/3-7«! L f  <'

s r ^ - J ) | n
f - f j n

'Здесь выражаются форм:/лами ( I I . 4 ) .

Использ^/ем разложения произведений С05 GZ, CDSd^ f ^ Q u J ,  

Ып 5^ d f lC f f )  /d ? f ( н =  i , b )  >в ряды по полиномам Лежандра,

а Ып. G b , c e s i T f  d R C f )/ d ? f , f i ( j u ) , s i m g d ^ f ^ C j u j / ^ y ^ .
-no их производных,приведенных 3 т а б л .3 , 5 ,  например,
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( 1 3 .1 4 )

Из граничных условий ( 1 3 .2 )  получим систему алгебраических
I
|гравнений, из которой находим

Z 0 O 7 - 5 H ) )  г / р  l z ( M 3 -  7 7 7 i )  г / Р

d ’ = -
320

7705-7^) z G
^  c f » _ 6 ( 4 3 - g 7 j )  Г ор  
- ’ 55(13-7,!) ZQ  ' ( 1 3 .1 5 )

.q{^i 2{Н^7-1Ш Ы т ") Г.̂ Р сг<‘> i6(ii9Z-izW b37sf) п̂ р
2 3 ( 7 - ^ ф } - 7 П  Z G  ’ ~~3SS(7-5))(i5-7))------ Т О "

а^т_ G i ( ‘i b - 7 d  r J p  
" ^ 6  1 7 ( 1 i - 7 i )  z C r '

-ca; . U)
Напряжения имеют вид

6 ? , ,  b e e  I f t g )  ^  5 ( Z 5 C 0 S  63-15) , i S C O S d Z  1 
P P 5f® 5(13-7-}) t L~9^

+ г ( ^ - г ) )  __ 0  (Ч - ))
r  -

p
Гз i-

iSLfL}y 1 r 9(H-9)) ,
f "  J ~ J f ~

■h

+ 8
(13 .16 )

Ж ~ \ ’

^  =: . . 3{5 i-5c05Gb) cos 52f

P p 5(1i-7̂ ) i 9̂



131

72 у}
9 ’' J

72
5 («-7,1;

р
Пз ( / ) } f-

+
32Г 

/2.

9
■ 5 ( 1 * 5 ^ ) 8 ( 4 - ' 1 )

г с1д
+

с1Р^ М

М

Приведем некоторые характерные частные случаи формул ( 1 3 ,1 2 ) ,  

( 1 3 . 1 6 ) .На поверхности конической полости^р^“/)  справедливы выра

жения

б
(1)

13-7^  Н О “ ) “  И - 7 Р  ;

о;

б:

Р /3- 7^
Гг;

р1 (/ ) + 3 (/^)
( 1 3 .1 7 )

5 с

= ас -) )  +  0«; + с о ; Я 9 “  ̂ О“ -* ^

= -  а о; -ь ë*0)fl(Ju) + )| сО)1^ (̂ .̂) + )1 с10) Ре С/̂ ) ■

Здесь введены следующие обозначения

а(<» { » 5 0 7 5  - ‘{58325 >/ + ^ 6 5 5 6 7 И 16^ s f )  . 

£(■)) ~ - 1 ^ - ^ { - 4 $ 5 7 7  + 5 -1 Ш  44 1 0 ^ ~ 23930 ^ ) ,

& Ъ ) = -^ г г т т -  [ 5 4 5 1 -  1 0 т ^  -I-5956 +59/3-)^)  , 
л г ( у ;  '

(13 .18 )
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S l ( ^ ) =  7 7 ( У - 5 ф - 5 ф Ь - 7 } ) .

Напряжения в первом и втором приближениях по сечению ' б - о  
определяются формулами

б г и ^  б у у _  9  (  < Э - И )  ^  1 7 - 5 - 1 )

?  р  2(13-7^) \ f ‘' f 6 J ’

6^ 1  6 ^  г ( Ш 7 - 6 5 8 ^ ) ь ^ 5 ^ ^ )   ̂ _ ( 1 3 .1 9 )

Р  ■■ Р  '  Ь 5 [ 1 - 5 т ь - 7 д  Р "

5 (1 9 ^7 9 7  -  1046 951^ + 1501 5 4 7  /  -  к ^ 9  9 2 5  >1̂  )  ,1

5 л  а )

б(^&В25 -тбО-) + е^97)'-) 1 ! 
77(7-5^5-7^) '''11(13-70 ■ ,

в точке ^  = '/^2Г=2^^/6, согласно обозначений ( 5 . 7 ) ,  находим

■)Кг) .

г  в ( ^ д о Н - ^ и  6 ^ 7 ^  -^'ЗІ5Zi9f-^ 3 5 1 д 0  / )

( 1 3 .2 0 )

9(^~ н у  _

р ^ 2(13-7^)

г в ( 3 9 7 Н ^ ~ ^ 0 е 9 0 Н ^ ^ ^ 6 2  0 д ' \ ^ ^ ~ 2 г Ь И 5 ^ ' ' )  
Ь2>5{7-5^)(7-5^Х15~7Т)

Из формул (1 3 .8 ) ,(1 3 .1 7 ) ,(1 3 .1 9 )  при получим



выражения 

р
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1 ,5 1 9 0  -  0 , 5 7 8 0  Г1 -  0 , г 9 9 5 ^ C J ^ )  1 , 6 5 Н  Р ^ С р) 

-  О, У5ЬЧ Р^С^) -Ь1,1 5̂8 ,
^*{г)
0(р(р
~ Г

б ;

р

' ^ 1 , ^ т +0,5780 1^С]и) +0,0086 +0,^95^

( 1 3 .2 1 )
-  0 ,2 2 7 5  P^(Ju)-h 0 ,54 Ыре>(1<)^

,  0,5371 0 ,5^8Ь 0,0176  ,  1,66П
? з  у у  ~ ~ Р ^

6-0
г, 5047  , г, 5903 

^ 4 -  '1,5695 5 , и г 4  _  -1,2017_ 3 ,}22Ч  .
у=о ^  ? "  Р ' '

, 6,95/7 5,1807
Г  ■

Р

Н п .) . / /и ^
В табл. 27 приведены значения О з,  / Р  , 19 к^~1Л)

в зависимости от изменения угла"^ .

Числовые значения т а б л .28 показывают изменение напряженного 

состояния среды при отдалении от вершины конической полости.

На рис. 22 показано распределение напряжений / Р  ^

б^J^VP (^-0,1,2)  вдоль половины меридионального сечения конической 

полости 9 = )̂ при ^~0,Ь ,1-1/^ . Изменение коэффициентов концентра

ции по сечению 'б-О {^~0,Ь показано на р и с .2 3 .  Как видно, 

}она повышенной концентрации напряжений носит ярко выраженный 

юкальный характер.  Так при отклонение относитель- 

!ых напряжений от соответствующих значений для сплошной среды 

‘.оставляет 6 ,3  %, а при -  1 , 9  %.



Таблица ?:г

■6

1 *м)
! ^« '1
• Р!

Г
1
!
1

.̂1) ■ 1 
О г'г !

1

Д  : ^
Ч ̂ . / 

- р  ■ *
-■'т

0 2, 573 , 573 ' Л  '■ е  . г
С , П 1 .. ' • (-■ 7'*

о с ц г . 2,270 2,457 2 ,.ц 2

9с/6
!7Г/^

1,536 

О., 799

2 . 1 ^ ^  

1,821 "

0 ,92?

0,88к

2 Л. -г

1, •̂ ‘̂ 6

иТ!г> 0,489 1,572 1,134 х/7с-')

5вЦ12. 0,701 1,479 О.Жи 1,438

сп .!г 1,500 1,500 Х.Ос̂ '̂ л .  , 2 :̂ 4

о п т .„•;,219 1,521 2 ,293

Щ б 2,512 1,423 3,157 X, V

Ъ%]ц 2,201 1,179 2 ,2^3 I 20:

5Ш/в 1,464 0,839 0, 831

11^ 11 г 0,730 0,543 0,416 ( . 513

ИГ 0,427 0,427 0.-532

Габ1

?

! (̂о: 
| б з у

1 Р

> О̂)

Р

!
\ V 
1 Р ::

\^д) , '

1 Р .

1 ,00 I . 500 0 ■ .^679

1 ,10 376 0,2^*'^ ], ,  ̂(.

1.Р5, I . ,256 0 ,486 1 ,2 ? -

1 ,50 I,. 148 0,704 I 1п" •

2 , 0 0 ' 1
,063 0 , 8 / 5 ; 1,С^/

3 ,0 0 I . 019 0,963 1,С'
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Рис.22
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Рис.23



Коэффициент концентрации напряжений / р  у вершине ко

нической полости во втором приближении превышает аналогичное зн а -  

;чение в нулевом приближении (  сферическая полость) на 4 4 ,0  а 

при - н а  5 2 , 5 ^ .
^  м

Мажорантные напряжения в сечениях наименьшего радиу-
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м
са кривизны ( ~ 0 , равны б .

и <5'» = 4,295р.
Г-П1Ь

=2,690  Р
=̂0

§ 14,  Растяжение-сжатие среды с биконической или 
замкнутой цилиндрической полостью

Предположим, что требуется исследовать напряженное состояние 

супругой изотропной среды с биконической ( р и с . 5) или замкнутой 

цилиндрической ( р и с .б )  полостью. Допустим, что поверхность полос

ти 9=^1 не загружена, а на "бесконечности" среда находится 

под действием усилий ( 1 3 , 1 ) ,  Исследование напряженного состояния, 

ввиду сложности граничной поверхности описываемой на осно

ве параметрического уравнения ( 8 , 1 ) ,  будем проводить методом "в о з 

мущения формы границы", изложенным в § 4 .  Тогда для этой задачи 

справедливы формулы ( 1 3 . 7 ) - ( 1 3 . 9 ) ,  характеризующие нулевое при

ближение поставленной задачи.

В первом приближении коэффициенты разложений ( 1 3 . 4 )  имеют 

простой вид

(̂ )
О -  5 г , 7 < ’ '  3 5  7 ' > " 'у ' '  3 5

( 1 4 .1 )

Следовательно, по формулам ( 1 3 .б )  легко определелить коэффициенты 

М ____^  _  42  Г /Р
Ц 7(7-5̂) 2(3- ' 35(7-5̂ ) zG ’ (14.2)

1 г ‘ р  СГ\̂ ’ ^(2-Ю г/ р  з гС г - '^ )
гс, ’ 7 ( 7 -л; 2 6 - ’ 35(7-3)) го- ’
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На основании соотношений ( I I . 3 ) , ( 1 1 . 4 )  в первом приближении 

получаем

С ^ = 0  ( П Ф 2 , Ч )  , = О ( П Ф 0 , 2 , 4 )  ,

-С'/;
Яе£ -  

Р = 2 1 Рг<
К=о 3=0

2 г

^ = Z  -1 ,5?-ъ ш , (й .з)
К=о j =о ,

Й 2

^ = 2  2 1  ^»=1 '■
КяО J= o  

д. а

3 = 0
Ш

Здесь Ь-fcj('))  ̂ ^к J  О ) ,  -  известные выражения
'  ̂ . :. V

96(2--))1 _  1e(S-~))
Ь-00 "• 5 V " 7(7-5->) ’ Ч

_ а ч ( ' 1 ч - ) )  I 1У'А(1-У I _ |  I .
■ 3 5 ( 7 - 3 ^ )  ’ ^2;. = '  УСТ-З^) ’ По/^~ П)г~

192(7--))

9 _  i  , ЗС-/ '2}) л, _ ^С2-'))  1 9 ^ )
Ю 7(7-5^)' ^М~ 7(7-‘5)) 35(7-3))’

(М.'»;»

й _  згСУ-!)) /  _  /?
35(7-5)) ’ '̂!0~ 7/'7-Ч0  ̂ '' «  7  ( у - 5 ) ) 7 ( 7 - 3 ) )  •
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» 52(7-■}) п _ Ш(7-2)1) р 9 6 (7 -^ )  
7(7-5^) ’ 35(7-?И) ’ =35 ( 7-3^) 5(7 -3^)

I  ̂ ^(1-2^) I _ Я(2~')) ^92^
± 0 0 - - 1 0 -  7 (7 -5 )) ’ о̂< 7Г7-Л) 35(7-5^) ’

3 1 ( 7 - ^ )  I _г^/(1~гО I _ ^ о ( я - - ) )  
3 5 (7 - 5 ^ )  ’ 7 (7-5^) '  "*■" 7 (7 - ^ ^ )

~̂пг> ~

7 ( Т Ш
1 _  ^2-(7-^) 1 - 0  

’  -  Т ( - 7 - Я )  '

К< =
■192(1-2^) 
5 (7 -3 - ) ) — > =

2?8 (7--^)
■«- 35 (7-3 ’

О - К 1 1 й  о  -  ^ г С г - О )
У/о ~ 7(7-5 )̂ ' 7('7-Я; ' /к -уг о '^ ^  >

96 (7+ ^ )
3 5 (7 -5 9 )  ' (/22 ~ 5 5 ( 7 - 5 ^  ’

причем 
2 ^

702 _  2 1  = 7 ~  7 ~  -//о- г>>̂  -  ■
К-о J=o К^о J=o

В явном виде Формулы ( 1 4 .3 )  такие

/£(5--)) 9 ё  (2^1-11)) 
7(7-5) ) '^ 35 (7 -3^)

^(-'1
%  =  а ? ' " - ? - " )

/в7(1-5̂ ) ( 5 ~ ^ ) ^ ' ‘- б ( 2 - ^ ) ? ' ^  +
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6 , /  2(70-1-/оя-тГ)̂ .̂Уту - -''-'1.^-' ’ д  i, 
Р- - 7 0 ( 7 - 5 ) )  ’ 55 (7 -3 )Х 7 -5 ) ) ?  - 399-ЧЯ 

Ж 7-Ц )

Г 8 { ^ - Я ) „ л  ^( '9^  + г 5 9 ^ ^ - т Л
П Р г С г ) '

( 1 4  ,е
т - ! э 5 ) ^ 1  з ( 7 o t m ) ~ p ^ f ) ^ . s  ч 9 7 - г 5 )  г .

■Б-------- 70(7-5)) ^ ~  ЛСГЧ.ЛОУ'У-'ГО) > + 7 0 ( 7 - >Ъ5{Т-Ь)){7 -5 ) ) 70(7-3))

+ - 2 ^ ( 1 - 2 ) } ^ . ъ  ^ Г 7 0 +  /0 3 1 1 - ^ 0 5 ' / )  5- ^б(^-^) )  . г
1 (7 -5 )) f  - 1(7-3)Х7-5)) г % Г

о ,
■ (1)
'раг _

7 Г 7 - 5 ) 1 ;

р - п е Е ^ У
7 - з у ;  -Р ^

9 6  
Ь5(7~59)

На поверхности полости получим

^2гу ^ О  Г̂ ) ^  (119477^ -н 70^ )  р  
Р  ̂ 7(7-Я)(7-5^ ^

ЬЬН

7(7 -} ) ) ( 7 -5 ' ) )  гО“] + Ич/р) ,



ш

Если 3 =  о ,то  формулы ( 1 4 .6 )  преобразуются к виду

Ь5(7-аХ7-^-))

-О)

?££ =г ^ 9(39~5-)) .̂ъ ^ д&1 2-̂  , ‘<(14-̂ ) 
5 (̂7-5)) ' 7 1-7-5Р 5(7-3))]

^-5'

- А
5 5 Е7 7 - 3 9 Р-7

■С'') ^с-г;
^ггу_ бу>у_ 3 ( 3 7 - 9 5 ^ )  ^5{26& 1 7 5 .5

р  ~  р  "  ■ ' “ з у т т ^ т т т т т г т у )  Я35  Г 7 -3 ) / ; г7 -5 ’1̂ ;

(14,

(14.5

3 [3 9 9 -^ 3 ^ )

При определении напряжений во втором приближении задача  нескоа 

ко усложняется. В этом случае для составляющих (5^^/ р  /р 
имеем формулы

ь с о ь ч и \ о , г ^ ' ' ~

(14.1

с1Й (/О
^ 1 7 7 ^  С^-^) р ' 1

3 (̂7-3^>) ^~'IЗ(7-ll)p ' " ' j ~ ^  j^ .^< ^^*''^ -| i.2 icosgг/ ),



и г

cJRo»)

dTf 5 ( 7 - 3 «

-Я1 с R  W  1
d J  ]

~9 d ^ R C j f )

fZ
3 5 (7 -3 ' ) ;

+ b ? ' ' ' ' s i n s ^  + ‘/ f ‘'SLKl{<l

d^P^Cj“)
dH^

+

-Ус,'. беа, fp,!f) -  6rr (r.V

где  в соответствии с ( 1 4 .3 )  введено обозначение;

2 2

а  компоненты выражаются формулами ( 1 1 .4 )

при ] = 2. .
Для удовлетворения краевых-, условий ( 1 3 . 2 )  во втором приближе

нии следует выражения
с / й  ГС05$^,  COS Lib , COS^y P^C f )  , s i n ^ r  ( п : ^ 2 ,^ )

разложить по полиномам Лежандра, а

SLH.8^ ,  5L)i//ar^ Scfi Q C j u )  , C 0 S ^ ^ ~ ^ ^ ( n ^ 2 , ^ )

-  no их первым производным. Это удается реализовать на основании 

рекуррентных соотношений § 3, например,

63 6S3 2. /да-/ I ц ^93 ^s i n  I4V
d n

-h
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Г П - ;  Н )1 ( л ;  с / / 2  С г )  _  г г  с И Р ^ ( ] и )  _  ^  с / / ? Г л ;  

с/? с!? с/? 693 с/гг

( 1 4 .1 2 )
-Ь

. т  с\Рг С}<)
'227  с1 д

В результате  таких разложении коэффициенты , ^п. >
входящие В правые части алгебраической системы уравнений ( 1 3 . 5 ) ,  

имеет вид

• ал

л » , -  >
5 1 5

151 , 115(3-7-)) $19г( 7-5̂ ) 
49(7-5’1)̂  1̂ 7 ( 7 - 5 ) ) Р,

а %  =
7  I

-  р  
55 7(7-5<!) гИ(7-5^)

( Х % )  = Ш3$51

а Г п ) = Т 1

5П  ЧВ[15-Н^) 1 7 т - 8 0 9 5 - ) -\  ̂
65 '  7(7-5^) ^ 91(7-5 )̂ }^ '

1 т-77 ) 161- 75'1 
5 49(7-5)) Ш(7-5)) Р .

- 1 -  -  ] 5 9 ( 7 - 3 ) )

( Й . 1 3 )

&2. ( ) )  =
55 71-45) е^(49-ё9)) 

7  [ / 6 5  7(7-5)) 231(7-3)) Р ,

_ 96 Г  115 3 ( г 5 ~ £ ё ) )  _ J o S 5 - 6 0 / 7  ) 1 „  
°Ч [  7У6- +  7 7 ( 7 - 5 ) )  ~ '1001(7-3)) Г ’55

4  ( }̂ =
5 /2  г У 7 7 - е д )
У7 [/5 '1-5) 21(7-}-)), Р .



^ 2 0 ^ / 8 _ i - 4 -
5 7-3^)

Тогда формулы (1 3 .6 )  дают возможность определить ненужвые коэф

фициенты (П ^ 2 ^ ^ , в ,3 )  , (П:^0^г^Ч,6,2)  ̂ входящие в 

|компоненты б ^ ' ( р , з г ;  , б ^ ' г у . э г )  , б J ^ 'c ? ,n )  , , ^>0- 
гласно соотношениям ( 1 1 . 4 ) .  В частности, при ^-0,5 находим

\ С ^ о ; ! 5 и ^ , '6 zQ

^ 0  = 0,
г а 2 а г с г

. а ;

(2)
Следовательно, во втором приближении напряжения (э  [Р п  /п

и?1еют вид

(2) (г)

р р П 0 ( 7 - ^ О

, 2 ( т о + /03 9 - / 0 5 - / )  ^ - э  з г ( 7 - ) ) „ . , ,  
+  - ^ ------- 1- г т л --------- - 7 - :----------------  у7(7-ЗШ7-г)) 5(7-30)

24(1-2)) -7 ^ 
7(7-5)) ‘

l/ 0(9S -25g ) 32(7 - ) )  „ 1  р)
1 (7 -Я )(7 -5 ))  ^ ‘  ) ' 5 0 « ;

(1 4 .1 5 )
96

3 5 ( 7 - ЗЮ

7
З^З +■2»') -,о 3 ('•'’■Уг 0 + 79 ) " )

7-5^ Р  - ( т ^ Ж ^ ^ Т Т
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z ( 2 s + г j ) l p - ^ ^  _

-Гг; _Г2;
б ^ „  _  6 ^  (?,г!)  ^ р , у у /  Э Г ^ З - б З - , ) )  - Г  
р '  р г 70(7-̂у) ^

, г { 7 0 - ь Ю д - ^  - 1 0 ^ ^ )  ^ - 9  з г ( 7 - ) )

7 ( 7 - 3 9 Х 7 ’- ^ ^ ; |  Р  -  - 5 ( 7 - 3 ^ )  ?

\ п ( ± ^  - 7  Н 0 { 7 0 + 1 о ь ) - т ^ ^ )  э 3 2 ( 7 - ; ;  . „ • ] ^  
. 7 ( ' 7 - 5 0 ;  > 7 ( 7 - 3 ) > ; ( 7 - 3 - у  "  ~  7-3 > ) ] 1 г 9 “^^

96
-  Jin <

г  2 4 1 ^  р - ^  ф О + т ^ ~  Ю5^^)  5 2 ( 7 - ,) ;  - „ l J R м
I  7 ( ' 7 - Я ;  > ~  7 ( 7 - з т - ^ ^ )  ^  } ~ Ш - ~

96
3 3 ( 7 - 3 «

Приведем соответствующие ( 1 4 .1 5 )  выражения для некоторых харак

терных числовых значений Так,например, при 

на основании обозначений ( 5 .7 ) ,  имеем

б”;
Ы/9

1,4759 - 0 , 6 3 2 5  + ^ гЗЬ7  й ,( ;ц )  -  0 ,3709  Ре (/1)  ■!■ 

■*■0,6491 / 5 Г р ;  ,



*(2)

^  1,5195 + 0,3690 +■ 0 ,4 5 311  Р^С /<; ~ о , н и  Рб ( р  +

^ п
+ 0 ,194$  Н ( ^ 1 ) ,

■ tq ,^ 60 s^ ^ ( J u )  -  -' ( 1 4 .1 6 )  
г=-г/9

-  0 ^ ь 7 О 9 Р е ( ^ ) - ь 0 , б ^ д г  Р^(^< ),

^ 1 ,453Ъ -  0,564-1 Р  (ц )  -  О, 4 0 5 $  0)115 Р  С р) +

-ь 0 ,194$ р1 (^< ) ,

По сечениях '^^-0 и ^-^ЗГ/y при ^=0 ,д  получим

I't6

б,'(р(р

л(^)
бгг2г

_  <̂е<Р 
------- р

£=//Р

Жг1

Р

*(2} 
<есрб ,

, 0,5 го 5 0,7^01 , 1,6671 _
г— /7 -А —■ ■»— "' ' ’

ЗгС? ^
1=1/9

__ 1Л 25  1,700^
"  р 9  (̂ 11 •'

ь о я б о  0,75-6^
г  .9^ ^ - г -----------

( и . 17)

«  4 + ^,509$ 0,0037 _  0,0355 0,09И , 0,0194
9^ — ^ — ^ - р г -

Числовые значения таб л .  29 приведены для напряжений (5 / р  

^ ^ < р /р  , Оуу / Я  , / Р  ® зависим ости  от изменения у гл а

В таб л . 30 приведена числовая зависим ость  напряженного состоя 

ния среды при отдалении от поверхности рассматриваемых полостей  

по сечениях ^ ~ 0 ,  Ъ-^/9  и '6-(Я[Ч у £ = - ' ' / /Р »
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Таблица 29
-------- т, _ —  ------------- ------

*
И9

Г

£=-'/ /9

5 ! б '::  1 б :  

! Р ! .  Р

_ х (1 ) 

6 , у  

р

жг)
0̂е<р

Р Р

! « 2 ) !
! Оггзг ! 

р ■ р • р 
• •

0 2 ,319  2 ,319 2 ,4 0 5 2 ,4 0 5 0,681 0,681 0,76 7 0 ,767

(К/а 1,933 2 ,150 1,701 2 ,123 1 ,067 0,850 0 ,8 3 4  0,822

(К!в 1 ,158  1,772 1,029 1,736 1,842 1,223  1 ,713  1,192

0 ,762  1,454 1 ,045 1,510 2 ,2 3 8 1,546 2 ,521 1,601

(К[5 1,131  1,366 1,016 1 ,2 9 8 1,869 1,634  1 ,7 5 5  1,566

5<ГсЦг 1,866  1 ,447 1,786 1,396 1,114 1,553 1 ,01 5 1,503

Ш 2 ,2 6 5  1 ,507 2 ,567 1,586 0 ,7 3 5 1,493 1 ,0 3 8  1,571

Таблица 30

I 1
1 ~-1/9

\
• 1

• *(г)9 1• 1
• бс/>ср

Р ’ Р !
1 Р 1•1• р

1,00 2,405 2,521 1,601
1,10 1,641 1,786 1,417
1,25 1,284 1,376 1,270
1,50 1,128 1,165 1,152
2,00 1,052 1,061 1,064
3,00 1,017 1,018 1,019
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Р и с .24

О •Khz в і їб
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^ее
Р

*(1)

2,5

2,0

(

1 *̂(2)
Р ‘ ‘ (1,=ТФЛ--Ф)

U «2» « )
А ^ , ^ ( о , ф )

\ \

\ \

\ \  г “ ’

х \

■ v?4

1 , 5

W І5

Рис.26

Z0



На ри с .24 ,25  показано распределение напряжений вдоль четверти 

меридионального сечения биконическои (̂ =='(/9) ц замкнутой цилин

дрической полостей, Штрихгпунктирные ^инии соответству -7 
от компонентам напряженного состояния в нулевом, штриховые -  в 

цервом, а сплошные -  во втором приближениях.

Кривые на рис. 26 построены для  ̂ > ^=-'!/9
/  (2) / _  }«2.){, штриховая линия соответствует  чапряжениям /р^ 6 ^ ^  / р

цри 1-^/9  Графики показывают, что на незначительном

расстоянии от поверхности полости концентрация ,рапряже{1Ий резкр 

уменьшается. Так, максимальное значение относительного отклонения

150

Л

4 ■100% .

Т ,е .  нормальных напряжений от соответствующих значений для среды 

.без полости, Н9 превышает в,Ц % при 9=2. й 1 ,9  ^  при 9 = 3  - 

Отклонение коэффициента концентрации /Р да поверх

ности биконической полости при щ от таких же 

Экачений на сферической поверхности составляет  соответственно

3 7 ,6  % и 4 1 ,6  Да цилиндрической поверхности при такое 

отличие составляет  4 0 ,5  %,

Об эффективности црименяемого приближенного метода можно су-  

1{ить, например, на основании табд1. 31, где показано процентное 

содержание ^  Оуу / Р  каждого из трех приближений а

оумму их абсолютных величин, которая условно принята за  100 

Вычисленное, на основании неравенства ( 8 . Ю ) ,  третье  приближение
д (3)

состав^яеу не более 4 , 5  В этом случае мажорантно^

напряжение, найденное по формуле ( 5 . 1 9 ) ,  равно 6^]^ «т 2 ,7642  р ;

9 то достигается при '̂ ~(к/г ,  ̂= ,
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Параметры ! е С ' ■
1 I

'6^о,е^1(9 ’ 1 , 5
> ,♦

^-!К/1,С^Ф  1 , 5  

/=^ГА'̂  г= - / /9  1 , 5

Таблица 31

Лг}
: л ;> /.

62.4 0,819 34,0 0,086 3,6

58.4 0,765 29,8 0,302 11,8

59.5 0,738 29,3 0,283 11,2



'ГЛАВА 1У.РАСТЯЖЕНЙЕ-С1АТИЕ ТРАНСВЕРСАЛЬНО ИЗОТРОПНОЙ 
СРЕДЫ С ПОВЕРХНОСТЯМИ ВРАЩЕНИЯ

§ 1 5 . Общее решение для трансверсально изотропной 
среды в сферических координатах

Рассмотрим упругую однородную трансверсалько изотропную сре

ду с плоскостью изотропии перпендикулярной оси г »совпадающей с 

осью анизотропии. В сферической системе координат ( ) обо'

щенный закон Гука имеет вид [31
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^ІЗ (^ в е  ^33 >

Представим компоненты перемещений через  неко

торые потенциалы и 3 форме [ 8 5 , из]

п.
н-о  ■ ' 'кТТ •

(  к „  =  с о п з - ( )
ух̂ о ОГ

( Г  -  безразмерная переменная,отнесенная к линейной величине 

Г о ) .

Согласно ( 1 . 7 ) , ( 1 . 8 ) , ( 1 5 , 1 )  компонента тензора напряжении 

будут [ 4 5 ,8 5



с=»о

+ б ,. / ч''21/ К~о
Сп 

1̂2.
г к ^  аі- — _ —  н- 

І г  г г -)

4- (  С33 К С),г

І2С
п. 1/1 гд г

13

Ф п  ,
(15 .3

б „ . -  о

б,0<А І =  С і̂ -  С«. 
г г / п=(? \ Г7 Ф„

6>0
2. І т  +

п. (=т\ пг /

О, іг
(>о <к с)'

Г С>("С)Є )ф . * ї _ п , к

с.
У':Л

^ Сх»

[ ^ ( П
П~о

і- Хк. 6)
- ) Ф . - І П Лп = і

'5 ґ5 ім( ;  дУ'дл 

Здесь П J (  і -  \ , г , . . , 5 ) -дифференциальные операторы
[ г и

\ГІІ

І 0 %  1 Э '

11
^  г  /  а '
" Г^Зіпв  \ д в  Э<тС - с ' Г І г ) -

. / 2 З І ( д ‘ г д
ч \9Г()0 Г де І  ̂ ''5- ҐЗіпе \'дґд0 г

Если потенциалы ¥ і^ ( е , с ( , г )

~ )дсС /  •
представить через

с фе Р и ' ик ие функции Т и

І о, ^

в форме

а і  ( о . л , г ) .  г ^ ' ‘ ' ^ У а ( е , ^ ) , V .  у ,  ш ) ;
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то на оонс е уравнении равновесия ( 1 . 3 )  и формул ( 1 5 . 1 ) ~ ( 1 5 . 5 ) ,  

с учете рекуррентных соотношений для полиномов Лежандра (§ 3 ) ,  

получим, алгебраические уравнения для определения параметров

2 0 ~0.
( 1 5 . 6 )

Следовательно, корнями этих уравнений будут

,(э)( р  \ 
1И.
Р  %

= ± К ^ ( а , - б . П " ,
и :

, , у - -
л1/г

.

Здесь через и о 'означено

1 к ( м + ' ( )  С(,1

( 1 5 . 8 )

бк  =
<

С «П (Н + ^ ( )  + С "  +  0 , 2 5 С ^ ^ , ' ( п н ) Г С " - а 5 ( С , 5 - ^ « ]

Коэффициенты к!^ (С=-1,1,2,4) спреде, зотоя выражением

( 1 5 . 9 )
-гг ~, / '  /  ̂с  ̂ П(пн)~ ()̂  - гг̂ )+ С

Ойщее представление, например,функции для деИст-^



(О Л

вительных (разных) корней \н. И1меет вид

где  -  присоедине! ;1ые функции .Лежандра; л ^  )У^

произвольные постоянные. Потенциал , с к , ' г )  имеет зи ; ; ,ана

логичный ( 1 5 .1 0 ) .

Допустим, что трансверсально изотропная среда характеризуется  

такими упругими постоянными , при которых справедливо пг'^Д-

ставление ( 1 5 .1 0 ) .  3 осесимметричном олучао компонент,;
^ ( ] )

напряжений  ̂ записываются на основе

ветствующих им выражений в безразмерных сферических координат^л; 

после формальной замены переменных в ,  на ^ ^  , V" .Следова

тельно, согласно ( 1 5 . 3 ) , ( 1 5 . 1  С) имеем

155

2 1 2 1  / 1 :  ?
® К^о и2,̂ {

С Р .  ( г )  -

^09

\ б ^  У

= 2 : 2 1  А ? р Сс,

б
а;

гв п

(1 5 .1 1 )

 ̂ ^  с1Ш ^)  / р : -  ,

1-2,4
Здесь

с  = " ^33 - 0,s)]  ̂п (п ч )  С„ ,

с
1 с
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дПроизвольные постоянные находятся из рекуррентных

соотношений (4 , 14) и краевых условий ( 1 3 . 2 ) ,  которые в осесиммет~ 

ричном случае приводятся к системе уравнений вида

с о

к с1
к  = ̂1

(15 .13 )

Приравнивая коэффициенты при одинаковых полиномах Лежандра и 

их производных, получим

о ' Н к  ~ п ^

(1 5 .1 4 )

Здесь , с1 ^  -  известные выражения, зависящие от фориы 

поверхности, упругих свойств среды и решения задачи в предыдущих 

приближениях.

§ 16. Растяжение-сжатие трансверсально изотропной 
среды с замкнутой конической полостью

Рассмотрим осесимметричную задачу о напряженном состоянии 

трансверсально изотропной среды, ограниченной изнутри свободной 

от напряжений конической полостью ( р и с ,2),. находящейся в одно

родном поле равномерных внешних усилий ( 5 . 1 2 ) .  Компоненты основ

ного напряженного состояния в криволинейных ортогональных коорди

натах имеют вид ( 5 . 1 4 ) . Постановка и аналитическое решение анало

гичной задачи для изотропной среды рассмотрена подробнее в § 13.

3 нулевом приближении, соответствующем точному решению постав-



X > г

ленной задачи в случае сферической полости, на основе ( 1 3 . 2 ) ,
( 1 5 .1 ) ,  справедливы выражения

б РР 
■ *(0)
УГ
■1̂0)

С2.)

О

Я)
о
,(2) (16 .1 )

1 1 "

"  >̂(г) / .

Напряжения, полученные согласно формул ( I I . 3 ) , ( 1 5 . I I ) ,  в первом 

приближении определяются при к=2  следующими формулами

у  ( 2 /

Ьо

б , .

—

^  С-1) 

б , .

^  ^  А  ' , ^ у Л ~ К ~ 2 , 5
ч1

б ' ”

[ б . , .

( 1 6 .2 )

-
f r̂

/2 ,о; Л)
у,г }Ло ) ?  5сп(К'(-1)^.

Из граничных условий ( 1 3 .2 )  в первом приближении, в обозначе

ниях ( 1 5 .1 3 ) ,  находим

-1 5  С  ,  ^  С  ,  а ,  —  ^ с 1 ,

г д е

(16 .4 )
•Во втором приближении имеем

- д М



IDÖ

т  Z I  .  2 ( С -  6 s f )  I .

Z  A“ ' V “ p : u s ) ^ i ( ! / ‘ ‘~ 6 r j ] i .
L-2,4 Z

C^^)_ J

S  “ 35- 

З

2̂,4

w 7  C [ C ( C ~ v } ^ i i ( % “ ' ^ e s : " ) ] j .

{ М - 5 2 1 а Г [ з (з^ Ю - їЛ Г - ^ , J
лС2;_ _ 3 ^  

23-/

2 ~ г / ^  ~  Z L  ? r C „ ) ^ à ‘% f ~ S , 5 ) ]
(.-2M

, a ;

Ч  = -



сг)

е 251
<1^2,4 >

Здесь

*(2,о)
А = а :  [ С ( ^ : - ^ 5 ) ( е - \ 5 У М х ^ ^ / : ’) ] .

а б . б )

компоненты напряженного состояния определяются .Формулами 
( при К = е )

а !  сг)  ̂ д М  ^ ^ _ 2 Г ^ З ,5 Г  (2;,Х2; ,
'^Ирр'/^о ?  1^0 ^

+

-  2 (  ? Г -  К Н ) " ]  С05 2 (КН)^1  Т '  2 '  ' С " .
и = у,л £;'^у

б -Сгг а ;  ^

'YF^ ? ( к. ■' / , 5 )

- ^  ( € ’ '  -  [  С ( ^ ’~ ^ 5 - ) ( Г - 3 , 5 )
г .02-)

+ 2 ( » 7 f - а ' ^ ' ) ( ' к ^ 7 / 1 с о з 2 С к - + 1 ) г г [  +



“Ь
Г(€-  и Х С  Р .о .; -

>^=1,5 с^2,Ч

-  !С„-С,.)С<̂ ) ‘& ^ ) с о и к ч Я - { 1 ( ^ ' & ^   ̂ (е „ .с „ ) ,

■ * г I й «(».»

Л)
с - 1 . 5 ^

/О
+

Г/

ш
С05(К+1)Ц-

с1̂ 1̂ 0« )_  ■/ с1РпС/<)] S^n(KH)J j ,  
(16.7)

С=б;:  ̂ /1!'V -

р/о-гк-3,5, ) у -  ^

О
• с Г с о . 0 .* ^ )  ^  ( ^ н ) [ ( С -  У / ^ )  Д  ( > ;  -

- ( с „  -  S ^ '’ sL.^^O ^l  J 5 1 п ( к - ц ) г ( 1

(j)
Компо: енти , 6^,^ В первом и втором приближе

ниях к З - ' ^ Л  ) определяются выражениями (I5.II), а коэффи-
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циенты -  формулами ( 1 5 , 1 4 ) , причем }~1 соответствует

И=^,5 , ] ^ - 2 ~  )1=; 0,1 , 4 , в  .

При конкретных расчетах приняты трансверсально изотропные ма

териалы, упругие постоянные которых приведены в табл. 32.

Таблица 32

Материал
иг '”/3

1

2 

3

0 ,3 6 5  

0,06 5 

0 ,357

0 ,288  2 ,244  

0,246 2,951 

0,253 2 ,771

Ез
&

! Е,

1 Ез

2,712 0 ,828

2,614 1,129

3 ,094  , 0,896

Заметим,что эти материалы использовались в работе [ 8 5 ]  ; они близ

ки к упругим постоянным некоторых кристаллов [8 1 ]  . Значение коэф- 

фициентов Ян /Г о Р  для рассматриваемых материалов приведено в 

т а б л . 33.

___________________________  Таблица 33
Материал

1 I  •\•
\ 2 ! ^ 

!

П = 0 ,  1 = 2 ,  ] = 0 -  0 ,0  595 -  0 ,0518 -  0 ,1459

П̂ '1 , С=2,  j = • / 0 ,0278 0,0420 0,0973
И='1, ^=l^, ] = .; 0 0 0

П=Ъ, 1 = 2 ,  j = '̂ -  0 ,0750 -  0 ,0990 -0 ,2094

, 1 = 4 , ]  = -/ 0,0016 -  0 ,0011 -0 ,0160
, L = l ,  ] - 2 . 0 ,0208 0,0437 -0 ,0 1 7 1

П=2 , i= Z ,  j = 2 0,0695 0,1332 0,2397
и = 2 , 1= V , j  = г 0,0371 0,0639 0,1227
«= 1/, 1=-г , J = г 0,1246 0,1821 0,3284
п= V , , j = г -  0,0281 -  0 ,0169 -  0 ,0082
П = б  , 1 = 2 ,  J r г -  0 ,3350 -  0 ,2895 -  0 ,6427

‘> ^ - 6 , 1 - 1 / ,  j  = 2 0,1570 0 ,0375 0 ,0515



хис.

Относительные напряжения, в соответствии с обозначениям

( 5 . 7 ) ,  на поверхности замкнутой конической полости имеют

следующие представления по полиномам Лежандра 

материал I

1,5^06 -  0 ,5006 ИС/<)~о,гдд9  •/, е/ с^  Д  <><; -

о , б г б ‘/Р^  (/«; + 1 ,о ш й ; ( ) > )

+0,Ч$90 р,(}() +0,0151р{(1и) ю,62/г РзГ/') 

~ 0,2559 R,(JU) +0,4919 ,
( 1 6 .8 )

материал 2

^  '-^1,^(5^9-0,7543 Р̂ Сцх.) - '0 ,55^zP^fJu)  + 1^S9^в Рз Г д ;
ь .  
р ' ] ' ’ ' Л у  '' ' 'Г

0,9979Pц(JU)^-i,Z‘/iZPc(Ju)
Ш)

+ 0,1461 о, о т  P,(J,)^-0,0940 (^) -  

~ 0,0195 Я  С>^ - О, П4-! Рб С]«; ,

материал 3

Ш)
^  «  ! , 4 а о - 0 , 6 0 д д Р ( ; и }  ^ 0 , И 2 9  Р^С ^)  ̂ 0,9НС, ^  Г/<) ■

-  О,т г Р^,(^) +'1,5д5оР^(1и) ^
^Ш)
^  +0,5290 Р(]и)~ 0,0011 Р^(]и)+ О,'то Р.ци)

-  о,3(/0^ НС/<> -1-0,03 63 Р е  С/) ■

Приведенные графики на рис. 27 и числовые значения в габт-.34 

характеризуют распределение напряжений вдоль половины пп .звол?;
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о л и г

О

5 Г / 6 ГіІ^І

5 Х !іг

7X/IZ

2!Х/3

ОС ш н г  ж / б

Рио.27
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Таблица 34

5

1
1
1 Р

1
1
•

•

1

*сг)

Р
«

I
•

1 2 
•

! 3
~Г '

•| I  
«

1 2 
«

! 3

0 2 ,8 1 8 2,163 3 ,027 2 ,818 2,163 3,027

‘ЛМг 2,113 1,479 2 ,063 2,461 2,201 2,581

(1С(6 1 ,0 6 5 0,587 0,699 1 ,895 2 ,194 1,889

в и ч 0,931 0,749 0 ,687 1 ,715 2,012 1,704

(К1ь 1,124 1,092 1,059 1,643 1,777 1,653

0,897 0.739 0,660 1,328 1 ,6 3 5 1,272

а ! г 1,090 0,846 0,757 1,179 1 ,5 1 5 1,098
Ш Н1 2 ,267 2,229 2,291 1,503 1,313 1 ,5 3 5

2ЖИ 3,034 3,241 3 ,3 3 5 1 ,698 1,113 .1,804
УА!Ч 2 ,209 2 ,380 2 ,217 1,243 0,990 1,231
5'Л!б 0,886 0,858 0,502 0,644 0,840 0,466

т н г 0,490 0,372 0,154 0 ,517 0,609 0,306

0,598 0,483 0,411 0,598 0,483 0,411

Таблица 35

■ ?
р Р Р

! Оц>̂  
! ' р

~гот1ъ

I ! 2 ! 3 I ! 2 ! 3 ! I ! 2 ! 3
1.00 2,818 2,163 3,027 3,034 3,241 3,335 1,698 1,113 1,804 
1,10 1,730 1,487 1,719 2,057 2,163 2,162 1,426 1,124 1,458 
1,25 1,244 1,205 1,227 1,491 1,551 1 , 535 1 ,245 1,112 1,25и 
1,50 1,083 1,097 1,086 1,202 1,231 1,224 1,127 1,082 1,134
2.00 1,035 1,043 1,040 1,067 1,075 1,077 1,052 1,041 1,056
3.00 1,013 1,014 1,015 1,018 1,019 1,021 1,016 1,014 1,017
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вольного М1^рИДК0Иа.ЯЫ10Г0 сочсиии коиичегжой поверхности.

Изменение напряжении / г  и /р по сочению и

3-2:5Г/3 приведено в т аб л .35 и показано на рис. 2 8 , 2 9 . Штри

ховые линии соответствуют сечению Ъ-^ОТ/Ъ (нумерация кривых 

на рис .27-29 и граф в табл. 3 4 ,3 5  соответствует  нумерации материа

лов) .Эти  кривые построены по следующим формулам 

материал I

_ у.'!)

Р
С), 5 7̂ 2 ,̂6̂ 4/5-

' рб

V

■ р 2:;г/з
0,^2ЬВ 0,058^{ 0,0^70 ,̂0155̂

 ̂ ~ г  г  ^

0,9  ̂ Я 1,55 70
<̂ 7 (̂ 9

ШУ
у  у  !

25?/3

о , о в з ^  . о , о в е о
г  р ~

материал 2

Р
_  б ,-

^=0 Р Р Р Р

+ о, 1 , 1 6 0 0  _ г, 92 5, 5755
Р Р ю
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6 t

М2)
'32Г

2,0

iß

1 5(ї=2Л'/3) 
і/

1

і
І

zft/i)

1\'U 1 (0 )

\ Л 2 ( 0 )

%

i S  :

Рис. 28
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б
мг)

zo

І О

^ 3 ( 2 = 0 )

L k o )

\ \ ^ 5 { 2 Я / і )

^ ^ J ( 2 û c / 3 )

_____________
Z(Z^)c/3)

Рис.29
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Ш)

гг1/ь
о, 0038 о^озог , 0 ,7728  0,С077

^3 рУ р 5  рй р7

. 0 , 5 1 5 1  г , 1000  ,  2 , ^ З У 6■у̂ ■■... / , ■ - 1.̂ 1 , .1—  — . .... .. 1.-Гп.—  I -и—.  — ■•! , — , , .^3 р9 р7с?

5< . (9,3393 С),<9/^6 0,0006 0,2^77 
-  I -г ---- ;;:Га------------ ;г7;̂ ------- ------------------------^г—

д= Ш ! ъ
? ? ро Р '

i-
(16

+ 0 , 0 1 0 4 0 , 0 9 5 5 0 , 1 3 0 5  0,'125д
р /  о  3 аЯ 0 10р з  р

материал 3

5
Ш)
ггз 5

f̂rг;

^=0 -̂ :=0

0,5601 0 ,^795 0 ,3528 О,7620 
р з  р  V p s  р е

+
? ? р9 Р 10

?
-71

6
'кШ
ш_

^̂ 2Я/з
. 0 ,5707  0 ,0526  0,1006
' рЬ рУ р 5

0 ,5^06 1,^3 81 
рб  р г

0 ,5 1 6 5  0 ,1 9 5 5  _ 2 ,4 3 0 9  2 ,5 9 7 5
-18 р  9 р  ̂<г> ( ^ 1 1  ^

Р
. ^ 0 , 4 $ 2 9  0,0157 0,012 7 0 ,732 9 0,7200I + ---— — ---- -— — --------------—  -f ---- —

ц- гп/ъ ?- Р

0,2Ъв7 0 ,1955  _ 0 ,7628 ^ 0 ,^935
р^ рЮ р11

Следует отметить, что при незначительном отдалении от поверх-



ности конической:полости все напряжения резко падают и прибли-
■■ V Л.

жаются к величине основного напряженного состояния. Максимальное 

относительное отклонение при 9 = а  составляет  7 ,7  а при 

9= 3 - 2,1 ['
Наибольший коИ^Фиционт концентрации напряжении / Р  па по

верхности конической полости при и И-^2исУд превышает 

такое же значение на сферической полости соответственно на 50,0  ̂

тл 5^,6

§ 17. Растяжение-сжатие трансверсально изотропной 
Среды с биконической или замкнутой цилиндри
ческой полостью.

Предположим, что упругая трансверсально изотропная среда с 

биконической ( р и с . 5) или замкнутой цилиндрической (  р и с .б )  поло

стью находится под действием равномерно распределенных усилий

( 1 3 . 1 ) . Постановка аналогичной задачи для изотропной среды изложе

на более подробнее в § 14.  В рассматриваемом случае имеют место 

формулы ( 5 . 1 4 ) , ( 1 6 . 1 ) . Составляющие напряженного состояния среды 

в первом и втором приближениях определяются формулами ( 1 6 .2 ) ,

( 1 6 . 7 )  при 3 .

Выражения  ̂ п=0,Х,^  ; ] = п. -  0,%,Ч,6,3)

входящие в правые части системы алгебраических уравнений ( 1 5 .1 3 ) ,  

в рассматриваемом случае имеют вид
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+ -,
3
/05

a>)

C = 2 , V
2 L  С ' Ш ' - s  О  *  г » f o . "  <

§ И / С Ь ( С ^ і Г ) * і Г ( С - і ^ ] .
і=г,і/

c = + i M 4 ' - f

-  і  z :  л ' ‘ " [ 9 ( » г - « ' 5 ' Л  -  і( “ г а ' " - < д л -
L - 2 , 4  -'

~ T Ï 5 ^ k ^  J + (I7_I)

".'■■ д П  ̂  » 0  -  Л Р -  « )

C--?,V

8 ~ /2^7 5
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35 о  V U

(с/)

L-гч

- / ^ )  +  5 ö T T - 9 o f c , , - c „ ;
л ( 0  . ( і)

C~2,V

( i , i )  

Ч ‘
L . 2,4

ï'" )  + -h 167̂ 0 {C„-C,,

+

1-̂ 2,̂  

с-2;ч
- C„)J - і  2 : 1^7 b  (€'~ їП  -  ̂ 10,5)

Щ 7  { ¥  ß  7 Z L  Л"- г   ̂721 [4
t = ?,V

« ( C - C ^ ^ ^ r V e . - c „ ) ] (

{ t\~- t [ t ( ^ ~ i ^ ) ( ^ ~ b , 5 ) - 5 Z { t ~ t ' )
(г)
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3 частности, для трансверсально изотропных материалов, упруги 

постоянные которых приведены в т а б л .36. имеем следующие

! >̂15

0 ,365  0,288

0,300 0,100

0 ,357  0,253 
л

Материал

1

2 

3

значеияя козф'.ряц]

;латориа,л I

лС̂ л; (41)
Лр л~0,05<)Ь'П"р , /1. ^О,0Н7 г/р , -0,0525 п¥, !\^~0,00'Э] Г/ 

Д ' ' 1 - 0 , 0 9 5 3  Г/Р ,  0 ,02« Г / Р ,  4 ' = 0 , 0 0 9 / Г / Р ,  / ) Н ( 3 , ( ? 9 5 / Й

Таблица 36

; ь 1 Ез 1 Е ,
! & ! 0 ! Ез

2,244 2,712 0,828
5,000 1 ,250 4,000
2,771 3,094 0,896

[шых по формулам (1 5 .1 4 )  ,

, 2̂д; ,
4  ~ 0,0549 Г/Р , Л, ^ 0,07О9г^Р, /]^'^-с,Отг.’р, 1{^и2550П' 

р !У ~ -0 ,1т г/р^  / 1 ^ '* - 0 , ? 5 0 0 Г / р ,  /^*/’-= 0̂,6/73
катеркаг! 2 

(2,0)
/1^ ~-0,ЮП  , / \ ^ ^ о о а с ^  ,

(17 .2

Сзь Са
Д \г7/

,  '^0,1П9
С,ъ

е'{р

Д̂ ' '~0,7«73 , 1 \ ^ ''к 0 д т ^  , ,

К

ЧЪ  ̂ ^35 С33
(Я,2) 
б

л г2,̂ ;
4  — 0 ,2 7 9 9  ^

- з ъ

К’-р
'33

ъъ

'ЪЪ

Д  ^ - 3 , ^ 6 9 3 ^ ,  /1 ~ 0 , 8 И 5 - ' ^  ,
® Ц ь  ^33

материал 3

!̂'°’ г/р , 0,0194 г^р , 0,1066 п‘р ,|(2,г;



17.5

-  [),0?.ЬЬ Р , /1̂ •.-■ ■ 0,2218 п^р , 1\с̂  -  С\ОсУ/иЧ'/р,

л(2/2) , л̂ 2д; /у,2;
--б),(9б^3 Г >  , Г /Я  > /)^  г Л ^

/1̂  ̂0,17^S Г /р  , -0 ,0065 г /р ,  Р\^''^^0//288 п"Р,

, [{\^''^~0,^ППТ^?, [{1'''^  0,108% п 'р .

М )
Заметим, что значения коэффициентов ^  для материалов

I и 3 близки к изотропному случаю.

Разложение нормальных напряжений по полиномам Лежандра для 

биконической и цилиндрической полостей при 9="/ такие

материал I

б ’,» '\,Ц69Ъ -  0,5579 Р̂ С») + 1,г590 С/и) -■ С,311/-/ /3 („;
е=1/9  ̂ ^

+  0,592^ Сц у̂ ^

*(и)

■|,5гб5 +0,4179 1^С/) -  1-̂ С/и) -  0 ,3-1^1 1̂ С/<И

0,5928

1-4/0

+

^1,̂ 35^ -ь 0,5030 р2_(1и) ^ 0̂ 51̂ 7 Р (̂]и) - д-/̂ у̂ ^ 
1-1/9 ' ^

- Ь 0 , г б 1 7 Й

Ос̂ £̂

-ь 0 , г в 1 7  Р^ ^ а )  ,



ма ториал Я

/,9632 -  ■I,^/V7ii{(]u) -̂  2 ,2553

2,1/106 Pg(|u} ,

174

ио

г  |? = 1/9
1,251в ^и) -ь

ч(г) 
б , у

Ж1)

Р

Я,f3 72 +  0 ,$5в6
Ь-М9

г ,14 0 е  1̂1)

[\ с^ ) ~~ ^//98^1 (Ju) " - / ■  

н 1,1 ЧОв Г/«) ,

щ
Оч?(̂

^_^^^^г,пъе> + 0 ,3 ^ 8 «  Р̂ С/<) +С,д75бР^Г/ , )^0 ,

' - 0 ,57^7  P g f J u )  ,

•X 2 / 0 9 6  -  ^ 0 3 8 7  О ’ Г / )  -  0 , 5539  Ри!̂ -̂ О. ЧЫЬ Ре (/ц) 
г=-</9 ^

материал 3 ^ 0 ,5 7 ^ 7  Р,  С/>) .

С̂г)

0,6718 Р^См) ь 1,4417 ( и )  О,‘/225 Р ,  См)
Ы(9

^ 0,8256 Р ^ С р  ,

1,50$0Ф о, Ш ? Р ( ^ , )  ~ Ш 3 8 р , С ^ ) ^ - 0 , 1 , 3 2 5 р , Г / , )  +

+0,8г5б  Ps(Ju)  ,

™ |  -1,501/5 +0,3162 й г ы  +0,6173 Р^(/,)~ 0,16^4 1^ (и )  
г

+ 0,555^ Рз  (̂ а) ^

Р
'ЗУ

+

( 1 7 .3 )

-н

ш-

-*̂ 2? I

¥Г2)

р -  о, Ы71 Р ( ^ ) -  0, 6025R(JЦ)  -  О, /6$Ч / 5  Г//; 

+ 0 , И 5 ‘/ Р г  •оо  о  Ч 3 \ г )  '
Числовые значения т а б л .37 и линии на р и с .30 ,31  показывают 

характер изменения относительных напряжений ( р  и / р
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Таблица 37

г
б е , I 

р !
МаХ ^ 
те- \  
риал \

! 0 ! 'Ж/'И
г•

1•
\ №
)

! (Гф ! (кЬ  
\

!
1 ^ ( 1

I 2,449 1,761 1,067 1,042 1,030 1,758 2,481
т

бгзг
Р 1=И9

2 3,660 1,932 0,866 1,502 0,912: 2,450 4,530

3 2,605 1,734 0,941 1,001 0,911: 1,761 2,681

I 2,4^9 2,093 1,647 1,444 1,234 1,390 1,644
Ж2)

О
2 3,660 3,196 2,796: 2,581 1 ,886 1,878 2,287

Р г=1/9
3 2,605 2,177 1,666 1,458 1,207 1,402 1,722

I 0,777 0,844 1,671 2,442 1,747 1,038 1,036.
щ

р а=-у/-9
2 0,65^1 0,413 2,352 4,479 2,383 0,917 1,495

111111
1 3 0,688 0,689 1,653 2,627 1,737 0,913 0,992

т1
1» I 0,777 0,804 1,198 1,657 1,547 1,421 1,496

р

!111

£=-1/9|
1111

2 0,654 0,676 1,414 2.313 2,219 2,328 2,712

3 0,688 0,708 1,178 1,731 1,575 1,417 1,518
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вдоль четверти меридиональных сечении рассматриваемых поверхнос 

тей.Заметим, что кривые для материала I  практически совпадают с 

кривыми для изотропного материала.

Лналитичоская структура напряжении по степеням при 

сущсствйнно зависит от типа материала, например, 

материал I

178

о

*̂<2J

Р
-\ ^ _ О, 7733 , у, згео 3, 8^^^I ' я "  --- —  'Т' ---------- ----- --- -

Ъ-0 ? рр

ю
? 11

Ь-Цд

0,^812 _  0,д30в . 1,а70 1Л9 78

А'Ос^

, 2,60 {в _  О, 8195-

1 й Л З Л ! ^  0,0479 0 ,0690 о, 095-9
~Бг----------- —7Г- -Ь? р

-Ь Л А ^ 1  __ о , 155-6

материал 2 (17.

(5
ХС2; 6,

■ ^-0
Ь=1/9

_ 1,1101 0 ,0335  _  0 , 0 9 5 5  д. 4 ,4 /1^  _ ^кЪ'И  _
у7 ^ 8  у 9  р^о

1,882̂  ,̂в0в 4 , в, 82̂ 9

Ш)
^гг.г

Р

 ̂ , 0,0564 , 1 ,^56S  0,5-526 , 0 ,0 6 ^ 9  ^
^  пч  '<̂ 5 - ^6  'г

1 ^ - 1  [ 9  ^ ^
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б.
f̂«;

О ,О О Ч д 1 , 4 ^ 6 5 -  - О . е н о  0 . 1 1 1 / 4

%^П ~ ? ’ ? ’ ■ 9®

-  i .  ‘̂ 0 6 1  _  а  У 5 5^5- ^  0,5012  _
р9 <̂10 Х ^ ”'^

о, ООН

Й 7 5 - «

?
/V Н-

Р
16  '

материал 3

б
Ш)

Р 1̂ -0
ь--т

Ш)
б— .  (9,^3>е(9 а  ^ ^ /9  а -^7/9

р  г ------------- Р “ "
£= И9

 ̂ 0,0643 __ 0,3 763  ̂ 1 ,5Ы 5 . О, 16 73 0,в5гЬ
р г  р5 ^9 ргг

1Д
?

14

Ш)
б^ у ~ .(X а_^гбб __ о, о д 41 0,СГ59 о, 0111 о, -гз,-:и 

р "  “ Р ^  : р<̂

иг)
0 , 0 в 5 8  ^  о,0&^5 0,0080 С,155'8 

9^ ■"

^  0 , 5 0 8 1  _ 0 , 0 5 9 7  0 ,1 г 3 7 - - ^ 0 ; 2 3 1 г  _ ^ 0 , 2 6  7^
р9 р11 р /2  'р^у

Графики на рис..32,33, построенные для материалов I  и 2,. 

иллюстрируют локальность поля напряжений.Аналогичный характер 

имеют графики для материала 3 -  это следует из т аб л .38 .
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Таблица 38

Лля рассматриваемых трех материалов максимальное значение

относительного отклонения 
^^(2)  ^

— б /■’ег. ■КОЧо  ( ' / ’ - 7 , ' ^ ) ,

т . е .  отклонение нормальных напряжений от соотБетствующих им 

значений для среды без полости, не превышает 6 ,3  % при и

1 , 9 ^  при V = 5 .

В табл .39 показано содержание каждого из трех приближений 

относите^льного нанряжения / Р  .Максимальное значение вели

чины , вычисленной согласно неравенства ( 8 .1 0 ) ,  

меньше 5,4 %\ оно соответствует материалу 2 при и

Величина наибольших напряжений / г  на поверхности 

биконической полости при '^ -0  и 'б'-5Г/2 больше от таких
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Таблица 39

Мате
риал

1 ио) 
1
! 1̂

Л * ,ч

»

! 1> 1

1

; л , , , €  
!

! С 1  
р -

; л*'-'’
I Л , Л

У-6', }/д

I 1 ,4 7 5 60,3 0,836 34,1 0 ,138 5,6

2 2,373 58,0 1,503 36 ,7 0,216 5.3

3 1,513 58,1 0,959 3 6 ,8 0,133 5 Д

,  £ =:1/9

I 1.,475 59.5 0,723 29,1 0,283 П , 4

2 2,373 52,4 1 ,527 33,7 0,629 13 ,4

3 1,513 % , 5 0,84 5 /  3 1 ,5 0,323 1 2 ,0

£ = ~1/9

I 1 ,475 60,4 0 ,700 2 8 ,7 0 ,267 10,9

2 2,373 53,0 1,489 33 ,2 0 ,618 1 3 ,8

3 1,513 57.6 0,813 31 .0 0 ,300 И . 4

же значений на сферической полости соответственно на 35 ,2  % и 47,(  

При 'б-5Г/^ на поверхности цилиндрической полости такое отклоне

ние составляет 4 7 ,0  %»
Таким образом, если упругие постоянные значительно отличаются 

от соответствующих им значений в изотропном случае, то, как видно 

из р и с .30-33, анизотропия материала существенно влияет на напря

женное состояние в окрестности неканонической полости. Так, для 

материала 2 такое влияние анизотропии на величину максимальных 

напряжений бду / Р  при <р = 1 в с е ч ^ и я х  = до-



холит до 78 % по сравнению с изотропным случаем.

§ 18. О приближенном определении напряженного состоя
ния в окрестности гипотрохоидальной поверхности

Рассмотрим упругую однородную среду с гипотрохоидальной поверх

ностью ( р и с .3 4 ) .  Она образована вращением гипотрохоиды [4 0 ]в о 

круг  своей диагонали, как оси симметрии. Уравнение контура в про- 

извольной меридиональной плоскости 20  R имеет вид

2 = С 0 5 г г + £ С 0 5  331, Р=51П?-.£,5<.>гЗгг . ( 1 8 .1 )

Вопрос влияния радиуса кривизны поверхности на напряженное 

состояние среды выясним с помощью двух задач ,

Несткое гипотрохоидальное в ключение в упругой среде.  Предполо

жим, что изотропная среда с впаянным жестким гипотрохоидальным 

включением находится на "бесконечности" в поле равномерных всесто

ронних внешних усилий ( 1 1 . 5 ) .  Тогда напряженное состояние среды 

характеризуется  выражениями ( I I . 1 5 ) , ( 1 2 . 4 ) , ( 1 2 . I I ) ,  Постановка 

и аналитическое решение аналогичной задачи для биконического жест

кого включения рассмотрены подробнее в § 12.

Концентрация нормальных напряжений в вершине гипотро-

хоидального включения полученная приближенным

методом "возмущения формы границы", определяется формулой

+ 3,2562г + а , 1 5 д г е +  о ( г ^ )  , ае.г)

На рис. 35 показано зависимость коэффициента концентрации на-
,(2) I м м ,

пряжения и мажорантного напряжения

вычисленного согласно неравенства ( 5 . 1 9 ) ,  от величины параметра ^ • 

Соответствующие числовые значения приведены в т а б л .40. Здесь  же 

дано значения радиуса кривизны 9̂  ̂ поверхности.

Свободная от напряжений гипотрохоидальная полость,Допустим.что 

требуется определить напряженное состояние трансверсально изотроп
ной среды со свободной от напряжений гипотрохоидальной полостью,
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Таблица 40

К
Сг> 
?? 

к ;

о
I/  ! I/ ! I/ 

18 ! 9 ! 6
I I

2/

1 ,6 1 5 1,631 2 .1 1 5 2 ,4 6 8 2,889

1 ,6 1 5 1,839 2 ,199 2 ,8 7 8 4,633

1 ,000 0 ,463 0,222 0,100 0,037

Таблица 41

Ма« !
т е -
рйал!

Яс. • 0 1 •
V. •

’ ‘ т / »
* : I /  • : 
! ‘ 18 !1 »• •

I /  *
9 ! 1 *

I /
6

• 2 /
! 9 1 *

I
К ' “’ 1 ,4 7 5 ; 1 ,9 2 8 2,449 3 ,0 4 0 3 ,699

' К 1,475 ? I ,931 2,476 3,142 3,971

к ' ' '»•'згу 2 ,373 : 3 ,071 3,660 4 ,142 4 ,5 1 7

2
2,373 ‘ 3 ,0 7 5 3,696 4 ,2 7 5 4 ,864

’Ч у 1 ,5 1 3 ; 2 ,026 2 ,6 0 5 3 ,251 3 ,964

3
К"" 1,513-. 2 ,0 2 8 2 ,627 3 ,3 3 0 4 ,169

4 к : 1, 500 '  ’
■5.' ■■■/■. •

' " ' - У  - 1

■ 1,931 2 ,4 0 5 2 , 923 3 ,483

к
1 , 5 0 0 ' , 1,932 2 ,4 1 5 2 ,959 3 ,5 7 5
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в случае растяжения-сжатия. Компоненты напряжений имеют вид

( 1 6 , 1 ) ,  ( 1 6 . 2 ) , ( 1 6 . 7 )  при К -Ъ  . Аналогичная задача рассмотрена 

более подробно в § 14 для изотропной и § 17 для трансверсально 

изотропной среды с биконической полостью.

в вершине гипотрохоидальной полости, т . е .  при I , '3~0,0Г̂  
распределение напряжении О ^ ^ / р  для материалов 1 , 2 , 3  (  табл. 

3 6 )  определяется выражениями 

материал I

-Л  - 1 , ‘175ь + Г б 'н ое  Щ-/773 £%!?(£V р '  ̂ ^  ’ 
материал 2 ^г)

= 2,ЬУ29 ■^13,5г72t-^7,І5:sse^-C(^') ,
материал 3

( 1 8 . 3 )
~1,Я5Ч+ ^,бг791 '̂10,79ч-1 ,

материал 4
^ ^ ^ 1,5000+ Х Ь 7И 1-*-& ,д765е’'+0(1^) ,

(  материал 4 соответствует  изотропному случав) .

Числовые значения в табл.41 характеризуют изменение коэф|)ициеН'
/Гг) ^*^'4

та  концентрации напряжений и мажорантного напря

жения к г .  / р  при некоторых значениях малого парамет- 

да  Ь . Н а  рис. 36 кривые построены для (сплошные линии)

и (  пунктирные линии), причем нумерация их соответствует

нумерации рассматриваемых материалов.

Таким образом, при растяжении -  сжатии изотропной среды с гипо' 

трохоидальным жестким включением и трансверсально изотропной сре

ды с гипотрохоидальной полостью, напряженное состояние существен

ным образом зависит от кривизны поверхности: с ростом малого па

раметра 6  , т . е .  при уменьшении радиуса кривизны поверхности, 

коэффициенты концентрации напряжений увеличиваются.
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е

Основные результаты диссертационной работы заключаются з  сле

дующем:

1 .  Работа посвящена одному из важных разделов механики твердого 

деформируемого тела -• пространственным осесимметричным задачам 

математической теории упругости. Основное внимание в ней уделяете 

исследованию напряженно-деформированного состояния тел ,ограничен

ных поверхностями вращения специального вида (биконическая,замкну

тые коническая и цилиндрическая поверхности).  Так как переменные 

в таких краевых задачах не разделяются, то получить точное решение 

не представляется возможным. К решению конкретных задач указанного 

к я ас са  впервые применен приближенный метод "возмущения формы гра

ницы", с помощью которого граничные задачи для неканонических пове 

хностей формально сводятся к решению последовательности краевых 

задач  для сферических поверхностей.

2.  Коэффициент концентрации напряжений на неканонических полос

тях и включениях в точках наименьшего радиуса кривизны поверхности 

существенно отличается от соответствующих максимальных значений

в случае сферическ;1Х граничных поверхностей. Это особенно прояв

л яе тс я  в трансверсально изотропных средах с сильной анизотропией. 

Так, например, при кручении цилиндрических залов с неканоническими 

полоотя?.'и такое максимальное отклонение составляет  4 4 ,7  % в интер

в ал е  изменения отношения модулей сдвига 7/iвйG^|Gг ^9fZ . В случае 

растяжения-сжатия изотропной и тра!гсверсально изотропной среды 

с неканоническими полостями и включениями для рассматриваемых ма

териалов превышение напряжений в характерных точках над значениями 

в соответствующих точках сферической поверхности доходит до 54,6 %.
3.  Напряженное состояние в окрестности полостей и включений но

сит локальный характер, т . е .  при незначительном отдалении от по



верхности полости ( включения) максимальные напряжения резко па

дают и приближаются к соответствующим значениям в деформируемой 

среде без концентраторов напряжений ( основное напряженное состоя

н и е ) .  Так, например, при кручении или растяжении-сжатии упругих 

тел со свободными от напряжений некано1Яйчеекими полостями на рас

стоянии двух радиусов максимальные напряжения отличаются от соот

ветствующего основного напряженного состояния не более чем на 3 %. 
В случае впаянных жестких включений аналогичный вывод сохраняется, 

если,расстояния от поверхности включений не менее трех радиусов.

4 .  Полученные результаты можно распространить на некоторые про

странственные многосвязные области, тела конечных размеров, а так

же на толстостенные неканонические оболочки, если их граничные 

поверхности находятся на таком расстоянии друг от друга, что в з а 

имным влиянием этих поверхностей можно пренебречь.

5 . Аналитические решения рассмотренного класса пространственных 

осесимметричных задач теории упругости для неканонических oблacтe^ 

близких к сферическим, полученные приближенным методом "возмуще

ния формы границы" с погрешностью до 5 ^  можно принять з а  истин

ные, Это следует из сравнения приближенных числовых результатов

с точными значениями для эллипсоидальных областей, а также из 

анализа  процентного содержания найденных последовательных прибли

жений в рассмотренных конкретных задачах .

6 . ^ езультаты диссертационной работы могут быть использованы 

при исследовании напряженного состояния упругих валов бoльш^^x • 

диаметров с полостями и инородный включениями работающих в раз 

личных силовых полях.

Применение результатов работы возможно при исследовании напря

женного состояния горных массивов с полостями (выработками) или 

включениями из других пород, находящихся под внутренним (природ
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ные газы) или внешним ( собственный в е с )  давлением.

Полученные результаты могут быть использованы при определении 

прочности композиционных материалов, армированных короткими во

локнами. При этом можно оценить, какова должна быть концентрация 

волокон в материале, чтобы избежать их взаимного влияния на поле 

напряжений.

Результаты исследования могут найти применение в конструк- 

торских бюро машиностроительного профиля.
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