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В В Е Д Е Н И Е

М ногие п р о б л е м ы , имеющие п р и к л а д н о е  з н а ч е н и е ,  ф орм улирую т­

ся в в и д е  н а ч а л ь н о -к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я .  Сюда 

преж де в с е г о  можно о т н е с т и  з а д а ч и  п р и к л а д н о й  г и д р о а к у с т и к и ,  с в я ­

занны е с  и з у ч е н и е м  р а с п р о с т р а н е н и я ,  г е н е р а и и и  и р а с с е я н и я  з в у к а  

различны м и о б ъ е к т а м и  в ж и д к о с т и . У ч е т  б ы с т р о г о  з а т у х а н и я  в ы со к о ­

ч а с т о т н о г о  з в у к а  в  в о д е  п р и в о д и т  к  н е о б х о д и м о с т и  р а с с м а т р и в а т ь  

эти  в о л н о в ы е  п р о ц е с с ы  в н и з к о ч а с т о т н о м  д и а п а з о н е ,  а  з н а ч и т ,  к 

и ссл ед о ван и ю  н е с т а ц и о н а р н о г о  а к у с т и ч е с к о г о  в з а и м о д е й с т в и я .  Об­

щим д л я  з а д а ч  г и д р о а к у с т и к и  я в л я е т с я  н а л и ч и е  а к у с т и ч е с к о й  с р е д ы , 

в к о то р о й  н ев о зм о ж н о  в о з н и к н о в е н и е  и р а с п р о с т р а н е н и е  с д в и го в ы х  

волн . М ногие ср ед ы  при  больш их т е м п е р а т у р а х  и д а в л е н и я х  имеют 

это  с в о й с т в о ,  ч т о  д е л а е т  возмож ны м п р и м ен е н и е  е д и н о г о  п о д х о д а  

к описанию  б о л ь ш о го  ч и с л а  п р и к л ад н ы х  з а д а ч  и з  р а зл и ч н ы х  о б л а с т е й  

науки и т е х н и к и  [ 1 9 ]  .

На н и зк и х  ч а с т о т а х  з в у к  м ож ет р а с п р о с т р а н я т ь с я  в донны х 

породах и о т р а ж а т ь с я  н а з а д  к п о в е р х н о с т и  о к е а н а ,  а  т а к ж е  испы ты ­

вать  р а с с е я н и е  н а  м о р с к о й  п о в е р х н о с т и .  В с л е д с т в и е  э т о г о ,  н е о б х о ­

димо у ч и т ы в а т ь  с в о й с т в а  п о в е р х н о с т и  и п о р о д , образую щ их д н о  о к е ­

а н а , в чем  с о с т о и т  х а р а к т е р н о е  о т л и ч и е  р а с п р о с т р а н е н и я  з в у к а  в 

океан е о т  е г о  р а с п р о с т р а н е н и я  в  а т м о с ф е р е  [ I ]  .

Р а з в и т и е  различим те о б л а с т е й  т е х н и к и  и с о з д а н и е  новы х к о н ­

стр у кц и й , работаю щ их при  д и н а м и ч е с к и х  н а г р у з к а х ,  ш и рокое  п р и м е­

нение о б о л о ч еч н ы х  с и с т е м , п о д в ер гаю щ и х ся  в п р о ц е с с е  э к с п л у а т а ц и и  

внешним н ес т а ц и о н а р н ы м  в о з д е й с т в и я м ,  с п о с о б с т в у е т  п о ст о я н н о м у  

повышению а к т у а л ь н о с т и  п р о б л е м  д и ф р ак ц и и  вообщ е и н е с т а ц и о н а р н о ­

го в за и м о д е й с т в и я  а к у с т и ч е с к и х  в о л н  с  н езам к н у ты м и  о б о л о ч к ам и  

в ч а с т н о с т и  [ 2 0 ]  . П о э т о в  в д а л ь н е й ш е м , в общем с л у ч а е ,  б у ­

дем р а с с м а т р и в а т ь  о б ъ е к т ы  с  р а з о м к н у т о й  г р а н и ц е й .  К ак  б у д е т  п о -
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к а з а н о  н и ж е, н а ч а л ь н о - к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  з а м к н у т о й  гр а н и ч н о й  

п о в е р х н о с т и  м ож ет б ы ть  п р е д с т а в л е н а  к а к  б о л е е  п р о с т о й  ч астн ы й  

сл у ч ай  з а д а ч и  с  р а з о м к н у т о й  г р а н и ц е й .

Г раничны м и ф ункц и ям и  з а д а ч  г и д р о а к у с т и к и  я в л я ю т с я , к а к  п р а ­

в и л о , г л а д к и е  и м п ульсы  к о н е ч н о й  д л и т е л ь н о с т и .  Наибольш ую  т р у д ­

н о с т ь  д л я  а н а л и з а  п р е д с т а в л я е т  т о т  с л у ч а й ,  к о г д а  д л и н а  и м п у л ь са  

сравн и м а с  р а з м е р а м и  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и .  В э т о м  с л у ч а е  н а  р е ­

шение з а д а ч и  с у щ е с т в е н н о е  в л и я н и е  о к а з ы в а е т  г е о м е т р и я  гр ан и ч н ы х  

п о в е р х н о с т е й  и н ео б х о д и м о  п р и м ен е н и е  ч и сл ен н ы х  м е т о д о в  [2 .1] .

С меш анная з а д а ч а  Д и р и х л е  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  служ и т м а­

т е м а т и ч е с к о й  м оделью  м н о ги х  г и д р о а к у с т и ч е с к и х  п р о ц е с с о в .  Н е к о т о ­

рые а с п е к т ы  е е  и с с л е д о в а н и я  п о л у ч и л и  о с в е щ е н и е  в л и т е р а т у р е .

К н ас т о я щ ем у  в р е м ен и  хорош о р а з р а б о т а н а  т е о р и я  смеш анных 

з а д а ч  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  с  г л а д к и м и  г р а н и ц а м и  о б л а с т и  о п ­

р е д е л е н и я  р еш ен и я  [ 2 5 ]  . В р а б о т е  В .В .К р а в ц о в а  [2 6 ]  и с с л е д о в а н  

вопрос е д и н с т в е н н о с т и  р еш ен и я  внеш ней  к р а е в о й  з а д а ч и  д л я  в о л н о ­

вого у р а в н е н и я  с  з а м к н у т о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т ь ю  Л я п у н о в с к о г о  

ти п а . Р а зр е ш и м о с т ь  внеш ней  см еш анной  з а д а ч и  д л я  в о л н о в о г о  у р а в ­

нения с  п р о и зв о л ь н ы м  ч и с л о м  п р о с т р а н с т в е н н ы х  п ер е м е н н ы х , н у л е ­

выми н ачальн ы м и  и н ен у л евы м и  гран ичн ы м и  у с л о в и я м и  и с с л е д о в а н а  в 

р аб о тах  С .Г .М и х л и н а  и В ,Д .С ап о ж н и к о в о й  [ 3 7 , 3 б ]  . З д е с ь  с у щ е ст ­

венную р о л ь  с ы г р а л а  р а з в и т а я  а в т о р а м и  т е о р и я  во л н о вы х  п о т е н ц и а ­

лов в с л у ч а е  п р о и з в о л ь н о г о  ч и с л а  п р о с т р а н с т в е н н ы х  п ер ем ен н ы х .

В р а б о т е  [ 6 ]  и с с л е д о в а н ы  в о п р о сы  с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н н о с т и  

решения з а д а ч и  д л я  г и п е р б о л и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  общ его  т и п а  с  н у ­

левыми гран ичн ы м и  у с л о в и я м и  н а  д в у г р а н н о м  у г л е .  Д ля п р о и зв о л ь н о й  

же за м к н у т о й  н е г л а д к о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  к о р р е к т н о с т ь  п о с т а ­

новки н а ч а л ь н о -к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  г и п е р б о л и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  была 

и сс л ед о в а н а  в р а б о т а х  0 . А .Л ад ы ж ен ской  Г 2 8 ,2 9 ]  . С л е д у е т  о т м е т и т ь
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что  к о р р е к т н о с т ь  и н т е р е  п у щ е й  на о см еш анной  з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  

в о л н о в о го  у р а в н е н и я  в с л у ч а е  р а зо м к н у т ы х  гр ан и ч н ы х  п о в е р х н о с т е й  

пока н е  и с с л е д о в а н а .

В с л у ч а е  к а н о н и ч е с к и х  гр ан и ч н ы х  п о в е р х н о с т е й ,  д л я  к о то р ы х  

применим м е т о д  р а з д е л е н и я  п ер е м е н н ы х , в  р а б о т а х  Я .А .М и н дли н а 

[3 3 , 3 4 ] ,  Х .Л .С м о л и ц к о го  [5 0 ]  , Ф. Ф р и д л ен д ер а  [ 5 4 ] ,  В .М .Д и к а с о в а  

[ 1 7 ]  , В .В .Д м т т ч  [ 1 9 , 2 0 ]  п о с т р о е н ы  а н а л и т и ч е с к и е  р еш ен и я  р а с ­

см атр и ваем о й  з а д а ч и .  В р а б о т а х  С .Г .М и х л и н а  [ 3 5 ,  З б ] и  В .В .К р а в ­

цова [ 2 6 ]  п р и в е д е н ы  а л г о р и т м ы  п о с т р о е н и я  п р и б л и ж ен н о го  реш ени я 

для б о л е е  общих с л у ч а е в ,  к о т о р ы е  н е  п о л у ч и л и , о д н а к о ,  п рограм м н ой  

р е а л и за ц и и .

Сам х а р а к т е р  внеш ней  см еш анной  з а д а ч и ,  к о г д а  реш ени е  и щ ется  

р н е о г р а н и ч е н н о й  п р о с т р а н с т в е н н о й  о б л а с т и ,  п р е д п о л а г а е т  п р и м ен е­

ние м ето д а  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  /И У / ,  н а  к о то р ы й  мы в д а л ь н е й ­

шем и б удем  о р и е н т и р о в а т ь с я .  11ри и с п о л ь з о в а н и и  м е т о д а  ИУ д л я  р е ­

шения см еш анной з а д а ч и  в с л у ч а е  р а зо м к н у т ы х  гр ан и ч н ы х  п о в е р х н о с ­

тей в о з н и к а е т  в о п р о с  о к о р р е к т н о с т и  п е р е х о д а  о т  и с х о д н о й  з а д а ч и  

к со о тветству ю щ ем у  ИУ. Э та  п р о б л е м а  д л я  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а  в 

случае д в у х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  п ер ем ен н ы х  р а с с м о т р е н а  в р а б о т а х  

У. [ б 8 ,  6 9 ]  . Там  же и с с л е д о в а н а  к о р р е к т н о с т ь  п о с т а ­

новки гр а н и ч н о й  з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а  в с л у ­

чае р а зо м к н у т о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и .  В т о  ж е в р е м я , э т и  в о п р о ­

сы д ля  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  п о к а  еще н е  наш ли о с в е щ е н и я  в л и т е р а ­

ту р е . П оэтому п р е д с т а в л я е т с я  важным о б о б щ и ть  м е т о д и к у  У, НауазЬс 
на смешанную з а д а ч у  Д и р и х л е  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  с  р а з о м к н у ­

той гран и ч н о й  п о в е р х н о с т ь ю .

Подавляющему б о л ь ш и н с т в у  п р и к л ад н ы х  з а д а ч ,  возникаю щ их в 

инженерном д е л е  и п р и к л ад н ы х  н а у к а х ,  присущ а ч р е з в ы ч а й н а я  н е р е ­

гулярн ость  г р а н и ц  о б л а с т е й ,  отвечаю щ их и зу ч аем ы м  о б ъ е к т а м , т а к
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ч т о  при  их к о л и ч е с т в е н н о м  и с с л е д о в а н и и  т р у д н о  р а с с ч и т ы в а т ь  на 

п о л у ч е н и е  а н а л и т и ч е с к и х  р е з у л ь т а т о в  и р е ш е н и я , к а к  п р а в и л о , 

п р и х о д и т с я  и с к а т ь  ч и с л е н н о  1 4 ,  б] . При и с с л е д о в а н и и  т а к о г о  р о ­

д а  з а д а ч  н ео б х о д и м о  и с п о л ь з о в а т ь  м е т о д и к у  в ы ч и с л и т е л ь н о г о  э к с п е ­

р и м ен та  с  п р и м ен ен и ем  б ы стр о д ей ству ю щ и х  ЭВМ [ 4 9 ]  .

Ч и с л е н н о е  р еш ен и е  внеш них смеш анных з а д а ч  д л я  в о л н о в о г о  у р а в ­

н ен и я  с  п р и м ен ен и ем  м е т о д а  ИУ р а с с м о т р е н о  в р а б о т а х  А .А .Г л а д к о в а  

[ П - 1 4 ,  бб], Н .М .Х у т о р я н с к о г о  и В .В .Т у р и л о в а  [ 5 7 ] ,  А .Е .М у зы чу ка  

[ 3 2 ] , < 3 . < 0 < т о # [ б 4 ]  , Р.&гоепеп(^т [6 7 ]  , С.Вге^ал Гбз] ,

Я . Г 7 3 ]  . С.&Гг&вса п о с т р о и л  а л г о р и т м ы  реш ени я  смеш ан­

ных в н у т р е н н и х  з а д а ч  д л я  с л у ч а я  д в у х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  п ер ем ен н ы х . 

Д  сЬ&МОк и Р. С-РОвиекбООт а н а л и з и р о в а л и  в н у т р е н н и е  т р е х м е р ­

ные з а д а ч и  с  гран ичн ы м и  у с л о в и я м и  Н ейм ана и и м п е д а н с к о г о  т и п а .

Я , $1госиг р а с с м о т р е л  ком бинацию  м е т о д а  ИУ и к о н еч н ы х  э л е м е н т о в  

для з а д а ч ,  содерж ащ и х л о к а л ь н ы е  о д н о р о д н ы е  о б л а с т и .  А .А .Г л а д к о в , 

Н .М .Х у то р ян ски й  и В .В .Т у р и л о в , к а к  у п о м я н у ты е  выше а в т о р ы , с в о ­

дили внеш ние см еш анны е з а д а ч и  к  н е с т а ц и о н а р н ы м  ИУ в т о р о г о  р о д а , 

которы е р е ш а л и , и с п о л ь з у я  к у с о ч н о -л и н е й н у ю  и ли  к у с о ч н о -п о с т о я н ­

ную а п п р о к с и м а ц и и  н е и з в е с т н ы х  п л о т н о с т е й  ИУ по в р е м ен н о й  и п р о с т ­

ранственны м  п ер ем ен н ы м , а  т а к ж е  м е т о д  к о л л о к а ц и и . У казан ны й  п о д ­

ход прим еним  т о л ь к о  д л я  з а д а ч  с  зам к н у ты м и  гран ичн ы м и  п о в е р х н о с ­

тями. Е .В .З а х а р о в  и С .И .С о ф р о н о в  [ 2 3 ]  при  о п р е д е л е н и и  х а р а к т е ­

ристик э л е к т р о м а г н и т н о г о  п о л я  п о л у ч и л и  н е с т а ц и о н а р н о е  ИУ п е р в о г о  

рода. Т а к о й  п о д х о д  п о з в о л я е т  р а с с м а т р и в а т ь  з а д а ч и  с  р азом кн уты м и  

граничными п о в е р х н о с т я м и , х о т я  м е т о д  р еш ен и я  с а м о г о  ИУ м ож ет о с ­

т а в а т ь с я  т е м  ж е .

Б о л ьш и н ство  р а с с м о т р е н н ы х  м е т о д и к  п о л у ч и л о  числен н ую  р е а л и з а ­

цию т о л ь к о  д л я  ч а с т н ы х  с л у ч а е в .  А .А .Г л а д к о в  р а с с м а т р и в а л  смеш ан­

ные з а д а ч и  д л я  сф еры  в о с е с и м м е т р и ч н о м  и п р о с т р а н с т в е н н о м  с л у ч а ­

ях, а  т а к ж е  д л я  к р у г а  и к л и н а  в с л у ч а е  д в у х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  п е -
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рем енн ы х. Н .М .Х у т о р я н с к и й  и В .В .Т у р и л о в  п р и в о д я т  п р и м ер  р а с ч е т а  

смеш анной з а д а ч и  Н ей м ан а  д л я  сф ер ы . В р а б о т е  [22] ИУ с в о д и т с я  

к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с и с т е м  линейных: а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  

/СЛАУ/ т о л ь к о  с  д и а г о н а л ь н о й  м а т р и ц е й , а  ч и с л ен н ы е  р а с ч е т ы  п р о ­

ведены  лиш ь д л я  д и с к а .

Б о л е е  общими в э т о м  п л а н е  я в л я ю т с я  и с с л е д о в а н и я  п р о в ед ен н ы е

A . Е .М узы чуком  [  3 2 ]  . Он р а с с м а т р и в а л  внеш ние смеш анны е з а д а ч и  

Дирихле и Н е й м а н а . С помощью п р е о б р а з о в а н и й  Ч е б ы ш ев а -Л а ге р р а  они  

с в о д я т с я  к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  з а д а ч ,  к о т о р ы е  д а л е е  

решаются м ето д о м  ИУ. Э т о т  а л г о р и т м  п о л у ч и л  чи сл ен н у ю  р е ал и зац и ю  

для ш ирокого  к л а с с а  п о в е р х н о с т е й ,  о д н а к о  в с л е д с т в и е  о с о б е н н о с т е й  

численной  р е а л и з а ц и и  о б р ащ ен и я  п р е о б р а з о в а н и й  Ч е б ы ш ев а -Л а ге р р а  и 

самого п р е д с т а в л е н и я  реш ени й  и сх о д н о й  з а д а ч и ,  э т о  р еш ен и е  эф ф ек­

тивно о п р е д е л я е т с я  лиш ь в б л и з и  гр ан и ч н ы х  п о в е р х н о с т е й ,  ч т о  н е  

всегд а  ж е л а т е л ь н о .

Все р а с с м о т р е н н ы е  в а р и а н т ы  м е т о д а  ИУ в к а ч е с т в е  н ео б х о д и м о го  

и важ ного э т а п а  с о д е р ж а т  ч и с л е н н о е  реш ен и е  одном ерны х и двум ерны х 

стационарны х ИУ со  с л а б о й  о с о б е н н о с т ь ю . С реди  м н о ги х  р а б о т  п о с в я ­

щенных э т о й  п р о б л е м е , о тм ети м  р а б о т ы  А .Н .Т и х о н о в а  и В .И .Д м и т р и ев а  

[ЬЗ] , В .И .Д м и т р и е в а  и Е .В .З а х а р о в а  [ 1 8 ]  , М .М .Х ап аева  [ 5 5 ]  ,

B . П.Ильина [23] , А .С .И л ь и н с к о г о  [ Ю ]  , В .И .Г о р д и й ч у к а  [ 1 5 ]  ,

И .В .Л ю дкевича [ 3 1 ]  , Б .А .О с т у д и н а  [4 3 ]  , А .Н .Ч у х л е б о в а  [б О ] , 

В .А .Б акал ьц а  [з]  . В п о с л е д н е е  в р е м я  п о я в и л и с ь  р а б о т ы  по о б о с н о ­

ванию числен н ы х м е т о д о в  р еш ен и я  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ со  с л а б о й  о с о б е н ­

ностью. В р а б о т а х  В .А .Ц е ц о х о  [ 8 ,  5 8 ,  5 9 ]  , А .Н .Г р е б е н н и к о в а  [ 1 6 ] ,  

О.И.Мокина [З Э ]  , А .С .И л ь и н с к о г о  [ 1 0 , 2 4 ]  , W.WebdlabJ [ o 2 , 7 l ] ,  

b.Shiyid [72] , K.Hkinson  C o i ]  и с с л е д о в а н ы  с х о д и м о с т ь  и оц ен ки  

погрешности м е т о д о в  п р и б л и ж ен н о го  р еш ен и я  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ п е р в о г о

и второго  р о д а .  С л е д у е т  о т м е т и т ь ,  ч т о  в р а б о т а х  А .С .И л ь и н с к о г о  

оценки п олучен ы  по е д и н о й  м е т о д и к е  к а к  д л я  с л у ч а я  за м к н у т ы х , т а к
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и д л я  с л у ч а я  р а зо м к н у т ы *  гр ан и ч н ы *  к о н т у р о в .  При э т о м  реш ени е ИУ 

должно лишь у д о в л е т в о р я т ь  у сл о ви ю  н а  краю  д л я  р а з о м к н у т о г о  к о н ­

т у р а .  Д ля ИУ н а  р а зо м к н у т ы *  гр ан и ч н ы *  п о в е р * н о с т я *  сущ ествен ны м  

я в л я е т с я  п о в е д е н и е  п л о т н о с т и  и п о т е н ц и а л а  в б л и з и  к р а я  и в н е р е ­

гулярны * т о ч к а *  г р а н и ч н о й  п о в е р * н о с т и . Э т о т  в о п р о с  д л я  с т а ц и о н а р ­

ного с л у ч а я  а н а л и з и р у е т с я  в р а б о т а *  Х .Х е н л а , А .М а^ э , К .В е с т п ф а л я  

[ 5 6 ] ,  О .Ф .А н т о н е н к о  [2]  , М. &\а.оиа  ̂ Р. Сб5].
Д а н н а я  д и с с е р т а ц и о н н а я  р а б о т а  п о св я щ е н а  р а з р а б о т к е  эф ф ек т и в ­

ного м е т о д а  п р и б л и ж е н н о го  р еш ен и я  см еш анной  з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  

во л н о во го  у р а в н е н и я  с  нулевы м и  н ач альн ы м и  у с л о в и я м и  д л я  ш и рового  

к л а с с а  за м к н у т ы х  и р а зо м к н у т ы *  гр ан и ч н ы *  п о в е р х н о с т е й  и п р и м ен е­

нию е г о  в н е к о т о р ы х  з а д а ч а *  г и д р о а к у с т и к и .  Р е а л и з о в а н ы  д в а  п о д ­

хода к решению п о с т а в л е н н о й  з а д а ч и  в ф орм е э к в и в а л е н т н о г о  е й  н е ­

стац и о н ар н о го  ИУ; м е т о д  и н т е г р а л ь н ы *  п р е о б р а з о в а н и й  Ч ебьппева- 

Л агерра и п ош аговы й  м е т о д  по в р ем ен н о й  п е р е м е н н о й . П риближ енное 

решение в о б о и *  с л у ч а я *  о п р е д е л я е т с я  к а к  в б л и зи  гр ан и ч н ы х  п о в е р ­

х н о стей , т а к  и н а  з н а ч и т е л ь н ы *  у д а л е н и я * .  Р е а л и з о в а н а  возм ож ­

ность у ч е т а  в л и я н и я  д н а  и п о в е р х н о с т и  о к е а н а ,  т . е .  ч и с л е н н о г о  р е ­

шения п о с т а в л е н н о й  з а д а ч и  в ч а с т и ч н о -о г р а н и ч е н н о м  п р о с т р а н с т в е .  

Показана т ак ж е  э к в и в а л е н т н о с т ь  п о л у ч е н н о г о  н е с т а ц и о н а р н о г о  ИУ и 

исходной з а д а ч и ,  а  т а к ж е  д о к а з а н а  к о р р е к т н о с т ь  п о с т а н о в к и  з а д а ч и  

в слу ч ае  д в у *  п р о с т р а н с т в е н н ы *  п ер ем ен н ы х  д л я  р а зо м к н у т ы *  г р а н и ч ­

ны* п о в е р х н о с т е й . Р е з у л ь т а т ы  р а б о т ы  п е р е д а н ы  в П р о е к т н о -к о н с т р у к ­

торское бюро АН УССР / Г .  Н и к о л а е в / ,  а  т а к ж е  в НПО "С и с т е м а "

/ г .Л ь в о в / , г д е  о н и  и с п о л ь з у ю т с я  п ри  р а с ч е т е  и а н а л и з е  г и д р о а к у с ­

тически* п о л е й .

Д анная р а б о т а  с о с т о и т  и з  н а с т о я щ е г о  в в е д е н и я ,  т р е х  г л а в ,  

завлю чения и с п и с к а  ц и т и р у е м о й  л и т е р а т у р ы .

В п ер во й  г л а в е  р а с с м а т р и в а е т с я  п о с т а н о в к а  см еш анной  з а д а ч и
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Д и ри хле  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  в с л у ч а е  д в у х  и т р е х  п р о с т р а н ­

ствен н ы х  п е р е м е н н ы х . П о к а з а н о , ч т о  у ч е т  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  Ди­

р и х л е  н а  р а з о м к н у т о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  н ео б х о д и м о  п р и в о д и т  

к и н т е г р а л ь н о м у  п р е д с т а в л е н и ю  р еш ен и я  см еш анной  з а д а ч и  в ви д е  

в о л н о в о г о  п о т е н ц и а л а  п р о с т о г о  с л о я  и гр а н и ч н о м у  и н т е г р а л ь н о м у  

уравнению  п е р в о г о  р о д а .  У ч ет  гр ан и ч н ы х  у с л о в и й  д л я  зам к н у т ы х  

граничны х п о в е р х н о с т е й  н е  п р и в о д и т  к  т а к о м у  ж е с т к о м у  о г р а н и ч е ­

нию на и н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  р е ш е н и я . В э т о м  с л у ч а е  можно 

и с п о л ь з о в а т ь  р а з л и ч н ы е  и н т е г р а л ь н ы е  п р е д с т а в л е н и я  р еш ен и я  [1 3 ] 

и п р и х о д и т ь  к гр ан и ч н ы м  и н т е г р а л ь н ы м  .у р ав н ен и я м  к а к  п е р в о г о ,  

так  и в т о р о г о  р о д а .  С л е д о в а т е л ь н о , м е т о д  ИУ, р а з р а б о т а н н ы й  д л я  

сл у ч ая  р а з о м к н у т о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и ,  б е з  и зм е н е н и й  может 

быть п р и м ен ен  д л я  с л у ч а я  з а м к н у т о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и .  Это 

п о зв о л я е т  р а с с м а т р и в а т ь  с л у ч а й  з а м к н у т о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  

как ч а с т н ы й . О днако  п о с т а н о в к а  з а д а ч и  н а  р а з о м к н у т о й  гр а н и ч н о й  

п о вер х н о сти  в ы зы в а е т  д о п о л н и т е л ь н ы е  т р у д н о с т и ,  п о с к о л ь к у  в э т о м  

случае формулы Г р и н а  уж е н е  имею т м е с т а .  З н а ч и т  н ео б х о д и м о  о б о ­

сн овать  п е р е х о д  о т  и с х о д н о й  з а д а ч и  к с о о т в е т с т в у ю щ е м у  г р а н и ч н о ­

му и н т е г р а л ь н о м у  у р а в н е н и ю . Важным п р е д с т а в л я е т с я  т а к ж е  и с с л е д о ­

вание в о п р о с а  р а зр е ш и м о с т и  п о л у чен н ы х  ИУ.

В п ер в о м  и в т о р о м  п а р а г р а ф а х  р а с с м о т р е н а  п о с т а н о в к а  смеш ан­

ной з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  в с л у ч а е  д в у х  и т р е х  

п р о стр ан ствен н ы х  п е р е м е н н ы х . П о к а за н а  э к в и в а л е н т н о с т ь  э т и х  п о с ­

тановок со о тв етств у ю щ и м  гр а н и ч н о -в р е м е н н ы м  ИУ п е р в о г о  р о д а .

В т р е т ь е м  п а р а г р а ф е  д о к а з ы в а е т с я  с у щ е с т в о в а н и е , е д и н с т в е н ­

ность и н е п р е р ы в н а я  з а в и с и м о с т ь  р еш ен и я  г р а н и ч н о -в р е м е н н о г о  ИУ 

от правой ч а с т и  в с л у ч а е  д в у х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  п ер е м е н н ы х . В с и ­

лу э к в и в а л е н т н о с т и  ИУ и с х о д н о й  з а д а ч е ,  о тсю д а  с л е д у е т  к о р р е к т ­

ность п о с т а н о в к и  см еш анной  з а д а ч и  Д и р и х л е  в с л у ч а е  д в у х  п р о с т р а н -
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ствен н ы х п ер е м е н н ы х .

В т о р а я  и т р е т ь я  г л а в ы  посвящ ены  д в у м  р азл и ч н ы м  п о д х о д ам  к 

чи слен н ом у  реш ению  н е с т а ц и о н а р н о г о  ИУ п е р в о г о  р о д а  т и п а  в о л н о в о ­

го  п о т е н ц и а л а  п р о с т о г о  с л о я .  Во в т о р о й  г л а в е  р а с с м о т р е н  м е т о д  

п р е о б р а зо в а н и й  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а , а  в т р е т ь е й  -  пош аговы й в р е м е н ­

ной м е т о д .

К ак и з в е с т н о ,  [ 5 ]  , при реш ении  н е с т а ц и о н а р н ы х  з а д а ч  м етод ом

ИУ в о сн о вн о м  и с п о л ь з у ю т с я  д в а  п о д х о д а :  л и б о  пош аговы й а л г о р и т м  

нахож дения п р и б л и ж ен н о го  реш ени я ч е р е з  о п р е д е л е н н ы е  вр ем ен н ы е и н ­

тер вал ы , л и б о  п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  по в р е м ен н о й  п е р е м е н н о й .Г л а в ­

ная сл о ж н о сть  п о с л е д н е г о  м е т о д а  с о с т о и т  в обращ ении  п р е о б р а з о в а н и й  

Л ап ласа , д л я  п р е о д о л е н и я  к о т о р о й  д о  си х  п о р  н е  с у щ е с т в у е т  у н и в е р ­

сального  ч и с л е н н о г о  м е т о д а  [ 4 ,  2 7 ]  . П о это м у  п р е д с т а в л я е т с я  и н т е ­

ресным и с п о л ь з о в а т ь  м е т о д  п р е о б р а з о в а н и й  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а , р а з р а ­

ботанный В .А .Г а л а зю к о м  С 9  ]  и у сп еш н о  п рим еняем ы й  д л я  реш ени я 

нестационарны х з а д а ч  м ех ан и к и  в с л у ч а е  к а н о н и ч е с к и х  гр ан и ч н ы х  п о ­

вер х н о стей . П р е о б р а з о в а н и е  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а  вы полн яю тся  н а  том  

же временном и н т е р в а л е ,  и то  и п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а ,  о д н а к о  п о ­

строение о р и г и н а л а  в э т о м  с л у ч а е  уж е н е  с о с т а в л я е т  т р у д а .  В д а н ­

ной р а б о т е ,  в о т л и ч и е  о т  м е т о д и к и  р а з р а б о т а н н о й  А .Е .М у зы ч у к о м , 

п реобразован и я  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а  п р и м ен яю тся  к ИУ, а  н е  к  смеш анной 

зад ач е , ч т о  п о з в о л я е т  с т р о и т ь  п р и б л и ж ен н о е  реш ен и е  к а к  в б л и з и ,т а к  

и на больших у д а л е н и я х  о т  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и .

Во в то р о й  г л а в е ,  п р и м ен я я  п р е о б р а з о в а н и я  Ч е б ы ш е в а -Л а ге р р а  к 

нестационарном у ИУ, п ри ход и м  к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  стац и о н ар н ы х  ИУ 

относительно и зо б р аж е н и й  п л о т н о с т и  и с х о д н о г о  ИУ. Реш ение п о л у ч е н ­

ной п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ИУ с т р о и т с я  ч и с л е н н о  с  и с п о л ь з о в а н и е м  м е т о ­

да коллокации и к у с о ч н о -л и н е й н о й  а п п р о к с и м ац и и  и зо б р аж е н и й  п л о т ­

ности по п р о с т р а н с т в е н н ы м  п ер ем ен н ы м . О п р ед ел и в  и зо б р аж е н и я  п л о т -
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н о с т и ,  в ы ч и сл яем  с ам у  п л о т н о с т ь  к а к  ч астн у ю  сум м у р я д а  по п о л и ­

ном ам  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а , к о эф ф и ц и ен там и  к о т о р о г о  с л у ж а т  и зо б р а ж е ­

н и я  п л о т н о с т и . З н а я  п л о т н о с т ь  и н т е г р а л ь н о г о  п р е д с т а в л е н и я  реш е­

н и я  см еш анной з а д а ч и ,  л е г к о  п о с т р о и т ь  сам о э т о  реш ени е  в п р о и з ­

в о л ь н о й  т о ч к е  п р о с т р а н с т в а .

В п ер в о м  п а р а г р а ф е  р а с с м о т р е н а  п р о ц е д у р а  с в е д е н и я  н е с т а ц и о ­

н ар н о го  ИУ к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  с  помощью п р е о б р а ­

зо в а н и й  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а . Во в т о р о м  п а р а г р а ф е  с т р о и т с я  а л г о р и т м  

ч и с л е н н о го  р еш ен и я  п о л у ч е н н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  стац и о н ар н ы х  ИУ 

в с л у ч а е  о с е в о й  си м м етр и и  з а д а ч и  м ето д о м  и н т е р п о л я ц и и  и к о л л о к а -  

ции . В т р е т ь е м  п а р а г р а ф е  э т о т  а л г о р и т м  п р и м ен ен  в общем с л у ч а е  

за д а ч и  с  т р е м я  п р о с т р а н с т в е н н ы м и  п ер ем ен н ы м и . В ч е т в е р т о м  п а р а г ­

рафе п р и в о д я т с я  ч и с л ен н ы е  п рим еры , иллю стрирую щ ие в о зм о ж н о сти  м е­

тодики .

Пошаговый а л г о р и т м , к о то р ы й  и с п о л ь з у е т с я  в т р е т ь е й  г л а в е ,  

со сто и т  в к у с о ч н о -л и н е й н о й  а п п р о к с и м ац и и  н е и з в е с т н о й  п л о т н о с т и  

по врем ен н ой  п е р е м е н н о й  и у д о в л е т в о р е н и и  ИУ в п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

отдельны х врем ен н ы х у з л о в .Т а к и м  о б р а з о м , реш ен и е  и с х о д н о г о  ИУ 

сво д и тся  к  решению п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ со с л а б о й  

особенностью  в я д р е ,  к о т о р ы е  р еш аю тся  т е м  же п о д х о д о м , ч т о  и в 

предыдущей г л а в е .  П редлож енны й пош аговы й а л г о р и т м  р а з р а б о т а н  д ля  

широкого к л а с с а  п о в е р х н о с т е й  и п о з в о л я е т  р а с с м а т р и в а т ь  исходную  

задачу  к а к  в н е о г р а н и ч е н н о м , т а к  и в ч а с т и ч н о -о г р а н и ч е н н о м  внеш­

нем п р о с т р а н с т в е .

В первом  п а р а г р а ф е  пош аговы й  м е т о д  п р и м е н я е т с я  д л я  п о с т р о е н и я  

решения з а д а ч и  в с л у ч а е  д в у х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  п ер е м е н н ы х . Во в т о ­

ром п ар агр аф е  р а с с м а т р и в а е т с я  п р о ц е д у р а  с в е д е н и я  г р а н и ч н о -в р е м е н ­

ного ИУ к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  в с л у ч а е  т р е х  п р о с т р а н ­

ственных п ер ем ен н ы х . В т р е т ь е м  и ч е т в е р т о м  п а р а г р а ф а х  с т р о я т с я  

алгоритмы реш ени я п о л у ч ен н ы х  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ в с л у ч а е  о с е в о й  си м -
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метрии и в общем пространственном случае. В пятом параграфе при­

водятся численные примеры, иллюстрирующие возможности методики, 

а также приводится сравнение ее эффективности с методом преобра­

зований Чебышева-Лагерра.

Основные результаты работы докладывались на семинарах кафед­

ры вычислительной математики и научных конференциях Львовского 

государственного университета /1982-1907 г г . / ,  на Всесоюзных 

школах молодых ученых ’’Численные методы решения задач математи­

ческой физики” /Львов, 1983/, ’’Вычислительные методы и математи­

ческое моделирование" /Шушенское, 1986/, Всесоюзной школе-семи­

наре "Применение методов математической физики в электронной 

технологии" /Львов, 1986/, IX Всесоюзном симпозиуме по дифракции 

и распространению волн /Тбилиси, 1986/, Республиканских научно- 

технических конференциях "Интегральные уравнения в прикладном 

моделировании" /Киев, 1983,1986/ и опубликованы в работах 

[40 , 44-48] .

Отметим вклад соавторов работ, опубликованных по теме дис­

сертации. Научный руководитель Б.Д.Остудин участвовал в поста­

новке задачи и обсуждении результатов. А.Е.Музычук занимался ме­

тодом преобразований Чебышева-Лагерра применяемом к смешанной 

задаче и сравнением результатов с подходом, предлагаемый в нас­

тоящей работе. Ю.Н.Сибиль принимал участие в обсуждении резуль­

татов.

На защиту диссертационной работы выносятся следующие резуль­

таты

I/ Обоснование эквивалентности постановки внешней смешанной за ­

дачи Дирихле для волнового уравнения соответствующему гранично­

временному ИУ для разомкнутьх граничных поверхностей в случае 

двух и трех пространственных переменньх.

2/ Обоснование существования, единственности и непрерывной за -
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висимости от правой части решения гранично-временного ИУ в слу­

чае двух пространственных переменных.

3/ Методика расчета решения гранично-временного ИУ первого рода 

типа волнового потенциала простого слоя методом преобразований 

Чебышева-Лагерра.

4 / Методика расчета решения гранично-временного ИУ первого рода 

типа волнового потенциала простого слоя пошаговым методом по 

временной переменной.

5/ Результаты численных расчетов практически важных задач гидро­

акустики .

Автор выражает сердечную благодарность доцентам Людкеви- 

чу И.В. и Остудину Б.А. за  предложенную тему, постоянное внима­

ние и помощь при выполнении работы. Автор выражает благодарность 

также сотрудникам кафедры вычислительной математики Львовского 

университета: Музычуку А.Е. за  участие в обсуждении результатов 

вычислительных экспериментов и Сибилю Ю.н. за  конструктивные за ­

мечания при обсуждении теоретических результатов.
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ГЛАВА ПЕРВАЯ

НЕКОТОРЫЕ ПОСТАНОВКИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ И ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ 

ИМ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В этой главе будут рассмотрены постановки внешней смешан­

ной задачи Дирихле для волнового уравнения в случае двух и трех 

пространственных переменных, а также будут построены интеграль­

ные уравнения, эквивалентные этим постановкам. Исследование кор­

ректности постановки задач проводится в более простом случае 

двух пространственных переменных с использованием развитой тео­

рии одномерных сингулярных интегральных уравнений.

Волновое уравнение общего вида С 1 Д 1 С  - 0  , где

С -  скорость распространения звука в среде, а времен­

ная переменная, с помощью замены V -  С  I  и перехода к безраз­

мерным величинам, сводится к уравнению более простого вида

, которое в дальнейшем мы и будем подразумевать.

§ Ы .  Смешанная задача и эквивалентное ей интегральное 

уравнение в случае двух пространственных переменных.

В полупространстве Я хС0,сл) рассмотрим следующую сме­

шанную задачу. ^

Пусть Ь  ~  У  -  обьединение конечного числа кусочно-

Ляпуновских незамкнутых ограниченных дуг в Я  . Будем обозна­

чать точки в Я  через X > и, и т . д . , крайние точки /,■ через 

ос; ( т ^ д - г д  , расстояние между X и ^ через ^  - /х -^ | , 

а расстояние между £  и 1> через Р  . Определим замывание 

I, как I  -  1 ( 1 {  ОС* , . .  . ч } , а также следующую бесконеч­

ную область: . Считаем, что каждая из двух сторон /,

называется положительной ( Ь  ) или отрицательной ( ^  )

в зависимости от выбранного направления нормали /1 к Ц  , а
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также, что для всякого ]

Пусть требуется определить такую функцию Ш Х ,£) , которая 

является непрерывно-дифференцируемой вне I» , непрерывной во 

всем пространстве Я и для которой п г £ = (я « -д и )е  С Г<Я**[0с/О], 

Кроме этого, функция должна удовлетворять волновому урав­

нению

□ % = % ^ с х , ^ - Д » с х Д ) = 0  х е Л \  ( - Ь 0
а также условиям

и(Х,0)  = к.'± (х ,0)^0  X £ Яг , 
и ( х , £ ) -  £ ( * , £ )  х  £ А, , £ * 0  ,

$ (зс,0) = £ ( з : , О ) - 0 ,  1Ст х б £  ,
i  сг)

З У , : & о г  { ^ г (1 —  ( з с , Ц | + | 2 | ( а с , Ц И } < с о

( 1 )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

йы\1(§Л)=0 ,  й'т 1Ст Ь 1 У(?^)-0 0<■ У,^ ") ( 5 )
1*0 >

й'))

У(?,Ц = Ц  5 I ^  (х.ЬН^х , С,т (?Кх[/1-хЦ=?}) .
С‘т ф

й т 1 ^ й а , ф о ,  &п { ? 'П * 1 .(х ,ф Щ х ,Щ < »  М г .  (6)
7 Ь ^  ьо с

1Х|-»СО |Х|-»С/>

Задачу (1 )-(б ) будем называть смешанной задачей Дирихле по­

ставленной в дифференциальной форме. Преобразуем эту постановку 

в эквивалентную задачу для интегрального уравнения. Для этого 

построим интегральное представление решения задачи (1 )-(6 ) с по­

мощью следующей леммы.
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и (х,Ъ|
х б $ я+0

- и ( х , Ь „ -  0  - 
х е З д - О Х£Б =-г̂ (зсД)|

Согласно п о с т р о е н и ю , ф ункц и я И(х^)  во  в н у т р е н н и х  т о ч к а х  о б л а с ­

ти 2 . ? ^ у д о в л е т в о р я е т  в о л н о в о м у  у р а в н е н и ю . В т о ч к а х  внеш них

по отношению к  о б л а с т и  5 ? ^  ф ун кц и я  и(х£) т а к ж е  у д о в л е т в о р я е т

волновому у р ав н ен и ю  к а к  т о ж д е ст в е н н ы й  н о л ь .  П о это м у  в о с п о л ь з о ­

вавшись ф орм улам и д и ф ф ер е н ц и р о в а н и я  р азр ы в н ы х  ф ункций  [ 7 ] ,  с 

учетом у с л о в и й  ( 2 ) ,  можно з а п и с а т ь  следую щ ее п р е д с т а в л е н и е  д л я

Ш )  В :

□  Й ( Х , ± Ч =  т§ I £ с + +  ЮТ>р 'с °Р 'С ^  РI с; ( 8 )

И спользуя  ф у н д а м е н т а л ь н о е  реш ен и е  о д н о р о д н о г о  в о л н о в о г о  

уравнения и р а с с м а т р и в а я  с о о тн о ш ен и е  ( 8 )  к а к  н е о д н о р о д н о е  в о л ­

новое у р а в н е н и е  в обобщ енном  с м ы с л е , можем п о с т р о и т ь  и н т е г р а л ь ­

ное п р е д с т а в л е н и е  ф ункции  И(Х^)  , к а к  с в е р т к у  ф у н д а м е н т а л ь н о ­

го решения и п р а в о й  ч а с т и  со о тн о ш ен и я  ( 8 ) .  П о стр о и м  д л я  п р и м ер а  

следующую с в е р т к у

ш
г р

$ ( £ - 1 x 0
«г) 25Г П Н  т>р “ 'Г ) [ ( Ь г ) г - е ] 1'2

-со С

[ I г  [ Щ. ( ч , г )Нг.1 *р * [а-гу-г/л '1'125Г ]с1г.1 ^Р 
О С

При п остроении  и с п о л ь з о в а н  т о т  ф а к т ,  ч т о  при

а также т о ,  ч т о  9№-г-г^Ь0  при Т > £при . А н а л о ги ч н о :
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9И-ар ±  х
Ц г - 1 х П 1̂  ~лХт>Р

о с

Существование первой свертки не вызывает сомнений -  ее интег­

ральное представление содержит особенность в подинтегральной 

функции порядка лишь 1 /2 . Для обоснования существования свертки 

второго типа используем следующую замену переменных Ъ Щ )  

При этом:
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1  ( &№-Кч) 1С ( 

г  ^ Р  4 5 И П ^ ч ) ] VI

Щ *а й
- т  и№-гчНН$) # Л* ' ь + ч ) т л < ± - г * ) )  < к

с ] О - Ч ^ С Н Н ^ ^ ^ ч ) ] Щ

9 а  -  ш  -  г«  Г  - ч -  J с»
‘  * р  а ]  И-Ч)<а [ Ц Н Ь Щ щ ) } 1*

Поскольку X 6 С , т о  1~ц?0 , и п о л у ч ен н ы е  и н т е г р а л ы  с о д е р ж а т

лишь и н тегри рум м ы е о с о б е н н о с т и  в п о д ы н т е гр а л ь н ы х  ф у н к ц и я х . П о э­

тому р а с с м а т р и в а е м а я  с в е р т к а  я в л я е т с я  л о к а л ь н о  и н т е г р и р у е м о й .

Но это з н а ч и т ,  ч т о  и с в е р т к а  п р а в о й  ч а с т и  со о тн о ш ен и я  ( 8 )  и ф ун­

даментального реш ени я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  л о к а л ь н о  и н т е г р и р у е м а .

Таким о б р а зо м , следую щ ее п р е д с т а в л е н и е  и м е е т  м е с т о  в обычном 

смысле

4 Г I С/ ЬК_ /и 1 * 4 )

1 г 1 > п

■ Н' ^  ЗЯ зЯ .  г’; ; ' зМ -V,

]



-  2.1 -

. , ДО-г-С,)

(9)

В с л у ч а е ,  е с л и  (Х,() в а , п р е д с т а в л е н и е  ( 9 )  п р и н и м ает

вид £

|с(г-

^ Г /г •
ос

(ТО)

Используя в ф орм уле  ( Ю )  п р ед е л ь н ы й  п е р е х о д  п ри  (? ,

1̂  оо , п о л у ч а е м  следую щ ее со о тн о ш ен и е

гг ГX (]-1г 1 с а ; ^ ) -
’ 1 ;  »  -Г

~ -г}1" ^ ) ) +
Л  I и  а-I

( И )
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-  22  -

*  € #  ̂ г 0.

Как с л е д у е т  и з  у с л о в и я  ( 3 ) ,  1Г(Х>1) = 1(+( X { [х,Ь). 
Поэтому в т о р о й  и н т е г р а л  по в п р а в о й  ч а с т и  соо тн о ш ен и я  ( Ц )

ют и пределы  ( 1 2 )  и ( 1 3 ) .  К ак  с л е д у е т  и з  леммы 1 .2  (с м .П р и л о ж е ­

н ие), эти  п р ед ел ы  р а в н ы  нулю .

С учетом вышесказанного, из соотношения ( I I )  следует инте­

гральное представление (7) .  Лемма Ы  доказана.

Результат леммы 1.1 можно обобщить в виде следующей теоре­
мы.

Т еорем а I .

Если реш ени е з а д а ч и  ( 1 ) - ( 6 )  с у щ е с т в у е т ,  он о  п р е д с т а в л я е т с я

равен нулю. Поскольку решение Ч 1 х ^ : ) существует, то существу-

в виде
i ви-г-щ) с!Ц
0 к,

( 7 )

причем плотность удовлетворяет следующим требова­
ниям

Г1 5 )

( 16 )
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где -  класс функиий, определенных на /, * С 0 , о о )  ^

которые при подстановке вместо в формулу (7 ) , опреде­

ляют такие функции и  ( , что и  6 С *  (°&е х )
и выполняется условие (5 ).

И наоборот, если решение задачи гД4)-(16) существует, то 

представление (7) определяет решение задачи ( I ) —(6).

Задачу (1 4 )-(1 6 ), в совокупности с представлением функции 

т , Ъ  по формуле (7 ) , будем называть внешней задачей Дирихле 

для волнового уравнения в плоском случае, поставленной в инте­

гральной форме. Таким образом, теорема утверждает эквивалентность 

дифференциальной и интегральной постановок рассматриваемой задачи.

Доказательство теоремы I .

Докажем первую часть теоремы. Пусть решение задачи ( I )—(в) 

существует. Тогда, согласно лемме Ы ,  справедливо представление 

(7). Устремляя в формуле (7) X к , получаем ИУ (14). Исполь­

зуя условие (4) и свойства волнового потенциала простого слоя,из 

ИУ (14) заключаем, что ^ . ( у , 0 ) - 0  . Поскольку (Х ,^ )

удовлетворяет условиям задачи ( I ) — <6) и справедливо представление 

(7), то ^  в  • Первая часть теоремы доказана.

Докажем вторую часть теоремы. Пусть решение задачи (14)-(16) 

существует, и справедливо представление (7 ) . Покажем, что функция, 

определяемая этим представлением, является решением задачи ( I) — (6) - 

Из условия (16) следует, что эта функция удовлетворяет

условиям гладкости, накладываемыми на решение задачи (1 ) - (6 ) . Эта 

функция удовлетворяет уравнению СI),  поскольку является волновым 

потенциалом простого слоя. По этой же причине ОН 6 С * ГДсо)] , 

Благодаря свойствам волнового потенциала и соотношению (Х5) выпол­

няется условие (2).  Условие (3) выполняется, поскольку оно эквива­

лентному (14). Чтобы доказать выполнение условий (6) ,  определим
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асимптотику следующих интегралов

г)бН-г-г„)4Ь_
0 1 ' [ И - г ) я - г , } ] *

гх£ 1 И У’[№-?)*-%? У1
. Используя замену переменных / ) - Г н е т ­

рудно показать, что

при

Ъ_
Ж;ч М №>п-[ 4 ШлЛ

* И « - » +•?» «* г>Г'4  -  J 6И - Гц)( i - 1̂ 1/г 1% . Л # L.
L о

xilii)_ _ _ _ _ _ _ _ + г ,
Ш 1 - 1 П 1 ■

Заметим, что при ’t ^ w , ^ < - C c i i s t  первый из рассматриваемых 

интегралов имеет ту же асимптотику, что и функция f C X , i )  .Асим­

птотика этого же интеграла при {-> оо f совпадает с пре-

Д6Л0М * В Доказательстве леммы 1.2 С см.Приложение)
показано, что асимптотика первого типа является величиной не 

меньшей, чем асимптотика второго типа. Поэтому, из условия, на-
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латаемого на функцию £ (£ , еле,дует справедливость первого

утверждения (6) .  Аналогично замечаем, что асимптотика второго

интеграла при ^ ^ С о п ь і  совпадает с пределом І І Ш  £  (х/Ь.
*  1 <•

Асимптотика того же интеграла при І  ^  ^  совпадает с

пределом Ш П  К х . ( х Л )  . Значит, из условия, налагаемого на 

производную функции у С X ,£) , следует справедливость второго 

условия (б).  Требование (5) удовлетворяется благодаря соотноше­

нию (16). Таким образом, теорема Т полностью доказана.

Замечание I .  Усложним условия задачи ( I ) —(6):  пусть среди 

контуров встречаются замкнутее. Поскольку у замкнутых кон-
„ -у. ^туров отсутствуют крайние точки и вспомогательные дуги

, то условие (5) на них не рассматривается. Так как нас 

интересует решение задачи вне тех областей, которые ограничены 

замкнутыми контурами , то можно наложить дополнительное ус­

ловие непрерывности решения при переходе через замкнутые конту­

ра Ц  . В этом случае справедливо введенное в лемме Ы  ин­

тегральное представление решения, а также теорема I .

§ 1.2. Смешанная задача и эквивалентное ей интегральное 

уравнение в случае трех пространственных переменных.

В полупространстве И х С(?,со) рассмотрим следующую задачу.V
Пусть 5=Д«$] -  объединение конечного числа незамкнутых кусочно- 

Ляпуновских ограниченных поверхностей (фрагментов) в К 

причем замыкания этих фрагментов не имеют общих точек. Обозначим 

точки в через X  и т . д . ,  множество точек края Sj через 

X* , а расстояние между X и ^ через . Каждому

фрагменту 3; поставим в соответствие вспомогательную поверхность 

. Последняя образована окружностями радиуса ^ с
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центрами в т о ч к а х  и з  м н о ж еств  X- . Э ти о к р у ж н о сти  п о ст р о ен ы  

в п л о с к о с т я х , п е р п е н д и к у л я р н ы х  л и н и и  к р а я  Б ; . П у с т ь  5-=5.С/Х*. 
Считаем, ч т о  к аж д ая  и з  д в у х  с т о р о н  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  н азы ­

вается  п о л о ж и тел ь н о й  ( ил и о т р и ц а т е л ь н о й  ( £ ” ) , в з а в и ­

симости о т  н а п р а в л е н и я  н о р м ал и  к 5

Положим <2)е - ( ? 3 \ 5  . Т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  функцию У-(Х^) 
непрерывно—д и ф ф ерен ц ируем ую  в н е  5  и н еп реры вн ую  во  в с е м  п р о ­

стр ан ств е  К * ,  ДЛЯ к о т о р о й  £ С х Г 0 , С/О) ]  . К ро­

ме э т о г о ,  ф ункция Щх,ч д о л ж н а  у д о в л е т в о р я т ь  следующим у с л о в и я м

ОК = к ' ^ ( х , Ц - д и ( х Д ) = 0  1 £ Й ‘е , Ь ъ О  , (17)

ш х , 0 ) - и ' ± и , 0 ) - 0  Xе ,( 1 8 )

к ( х , Н  = £сх ,{ )  х  $ , ■£» , (19)

1 (Х,0)= Д  ( к ,  0)-0 С х £ 5 , (2 0 )

(21)

Ш т ^ )  - 0(  1 х г 4) ( х И 00 , £ > /х  1 } ( 2 2 )

1* | ( ^ ( х , Ъ + 7 т - ( з с Д ) ) = 0 ( 2 3 )

Задачу ( 1 7 ) - ( 2 3 )  б у д е м  н а з ы в а т ь  см еш анной  з а д а ч е й  Д и р и х л е  д л я  

волнового у р а в н е н и я ,  п о с т а в л е н н о й  в д и ф ф ер е н ц и а л ь н о й  ф о р м е.И м е­

ет место следую щ ая т е о р е м а  э к в и в а л е н т н о с т и .
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Т еорем а 2 . Е сли  реш ен и е  з а д а ч и  ( 1 7 ) - ( 2 3 )  с у щ е с т в у е т ,  оно

п ред ставляется  в в и д е

хеЪ 6е , { »0 ,
( 2 4 )

причем (у. у д о в л е т в о р я е т  следующ им т р е б о в а н и я м

$

£ О с , 0 )  =  ^ о с , о ) =

х  е  5  , і  ъ 0 , ( 2 5 )

*  е  5  , ( 2 6 )

СО ) } ( 2 7 )

где Ц̂ -  к л а с с  ф у н к ц и й , о п р е д е л е н н ы х  н а  5 *  С 0, ^  )  ,

которые при п о д с т а в н о в к е  в м е с т о  в ф орм улу  ( 2 4 )

определяют такую  функцию  ЪС(Х^) ,  ч т о  У 6 С * СО,™)] 
и выполняется у с л о в и е  ( 2 1 ) .

И н а о б о р о т , е с л и  р еш ен и е  з а д а ч и  ( 2 5 ) - ( 2 7 )  с у щ е с т в у е т ,  т о  

формула (2 4 ) д а е т  р еш ен и е  з а д а ч и  ( 1 7 ) - ( 2 3 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  тео р ем ы  2 ,  а  т а к ж е  в с п о м о г а т е л ь н о й  леммы 

2.1 приводятся в П ри лож ен и и .

Аналогично п л о ск о м у  случаю  з а д а ч у  ( 2 5 ) - ( 2 7 ) ,  в с о в о к у п н о с ­

ти с п редставлен и ем  ф ункции  ШХ^)  по ф орм уле  ( 2 4 )  .б у д е м  

называть з а д а ч е й  Д и р и х л е  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я ,  п о с т а в л е н н о й  

в интегральной ф о р м е. Т аки м  о б р а з о м , т е о р е м а  у т в е р ж д а е т  э к в и в а ­

лентность д и ф ф ер ен ц и ал ьн о й  и и н т е г р а л ь н о й  п о с т а н о в о к  р а с с м а т р и ­

ваемой зад ач и .

Если д о п у с т и т ь  с р е д и  ф р а г м е н т о в  Sj н а л и ч и е  з а м к н у т ы х , 

то нетрудно у б е д и т ь с я ,  ч т о  по а н а л о г и и  с  § 1 . 1  т е о р е м а  2  с о х р а ­

няет силу.
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§ 1 . 3 .  К о р р е к т н о с т ь  п о с т а н о в к и  см еш анной  з а д а ч и  Д и р и х л е  

д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  в п л о ск о м  с л у ч а е .

П усть  Л - 0 ^ -  -  о б ъ е д и н е н и е  к о н е ч н о г о  ч и с л а  к у с о ч н о -

Л япуновских  н е за м к н у т ы х  о гр а н и ч е н н ы х  д у г  в . К  к л а с с у

функций См (Л) О <■/*■*• \  б у д е м  о т н о с и т ь  т а к и е  н е п р е р ы в ­

ные н а  Л ф ункции  ^  , д л я  к о то р ы х  н а  Л о п р е д е л е н а  след у ю ­

щая ф ункция У(/1) по п р а в и л у

' (X ,,4) -  й ш
( Х - х Л

Н етрудно п р о в е р и т ь ,  ч т о  следую щ ий ф у н к ц и о н ал

Л  с

11 "Ч^са)
у д о в л е т в о р я е т  а к си о м а м  норм ы . Н еслож но т а к ж е  п р о в е р и т ь ,  ч т о  т а ­

кой к л а с с  ф ункций  с  в в е д е н н о й  н о р м о й , о б р а з у е т  б а н а х о в о  п р о с ­

т р а н с т в о . По а н а л о г и и  можно о п р е д е л и т ь  б а н а х о в о  п р о с т р а н с т в о  

С'ЧС) н а  с о о т в ет с т в у ю щ е м  к л а с с е  ф ункц и й  с  норм ой

+ тах \ ¥
х$Л

(Я М+/0 
' ( « * ) й т У\х)-

( г -  Х0) ^

П усть ф ункц и я  2(/ [̂х') £ С (Л) и о б л а д а е т  следующими

свойствам и . О на р а в н я е т с я  Г в о к р е с т н о с т и  р е г у л я р н ы х  т о ч е к
/  ~  '̂ /•2 ~ 

контура А, и с т р е м и т с я  к  0  с  п о р я д к о м  §  ( Х , Х )  в

£ - о к р е с т н о с т я х  н е р е г у л я р н ы х  т о ч е к  X к о н т у р а  Л ( з д е с ь

I ос -  ос / ) .  К н е р е гу л я р н ы м  т о ч к а м  к о н т у р а  Л о т н е -

сем точки  к р а я  р а зо м к н у т ы х  к о н т у р о в  Л; и т о ч к и  и зл о м а

этих к о н т у р о в . На Л в в е д е м  к л а с с  ф ункций  (Л),  к  э т о -



29

му классу отнесем те функции, которые, умноженные на функцию 

Щ ( Х )  » принадлежат классу С М  ( I )  . Если в этом классе ввести 
норму

II Г||
О  п О $> «  меь [[) /

то, как нетрудно видеть, получим банахово пространство С ^ г г [ 1 ) ,  

Докажем следующую теорему.

Теорема 3. Если функция ^ ( х ^ )  принадлежит пространству 
И+/< , т \

(Д,; по пространственной переменной и одновременно прост­
ранству С*Со,со) по переменной I Ц е
то решение задачи (14)~(16) существует в пространстве функций 

по пространственным переменным И пространстве С ^ С О ^ )

по переменной ■£ / ^  и  * с 1 [ 0 )со)) При этом
функция непрерывно зависит от функции / (Г / /)  .

(Здесь и всюду дальше под константой подразумеваем

показатель условия Гельдера для нормалей к контурам L j  в  их 

регулярных точках. Нормали к контурам ^  удовлетворяют усло­

вию Гельдера поскольку ^  являются кусочно-Ляпуновскими конту­
рами ).

Доказательство теоремы.

Зафиксируем некоторое конечное целое число М . Каждый 

единичный интервал вида ГК~19 К] покрываем равномерной сет- 
кои Ш  г вида

~  {*•*! г.ММ+у-Лк, (С-Пм.
Введем в рассмотрение кусочно-постояиную по времени функцию 

( ^ ( р ) .  причем когда Г б С г Д т , Ц к = { М

И при Г > М И ?>/ 1 0 • Нетрудно видеть,
что при ^  £  С  Г* , Г .д
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К« . ди-у-ц^г _ Г м р ЕШ-г-г^Ыс
■}] ^ (^ г Т ( Ь г ) 1- 1 г Л ' ,,:1 [ ( { - ? -

(  и  * I  г м

И

+

г м

, № - г У Ч Ц 1А

ь м  /, г

9 Н - У - Щ ) ^ г  .
О ^ н ч » ) *

I„

« М ^ 7  + | ^ 5 ^ 7 |
, И  /,

]+1 у

1*1
{ - г АА

^+1

П.
Н ^ 7 н | -  0«-тм-^)^1-

Ч

^ - Г ; М 
1 +пч

(1-ц")г
1 -л  "  I ' ] а ^ и

м ц  *
-  */1]ЛД,

Подставляя функцию &<у.т> вместо в ИУ (14) и требуя
/т'К.1^+У1 и ГГ,его у д о в л е т в о р е н и я  в у з л а х  , К *  1 ,М  , п о л у ч а е м  п о ­

с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ в и д а

к л , л т г * - п А ^  = ^ * . п )  ,

Г Н
1 х ^ - и  ф  ̂ ( ^ 1 , , ^ ) -

$(* , **£,)  £=дл « / С



З І

и

и . і  ^«Цг £_ 1 % ) -
і4  £ - і1’

к-< і/

г*-1 ІЧ і

- У ^ і ч  ^ , ^)1Дд -1  (ЗС,Г̂ ) /<=і,м , С * І , Л  ,

где <Р(Г,|^) = в(Г-Гч )ІііІ%г + Щ ,~1 І

В идоизм еним  п олучен н ую  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ИУ следую щ им о б ­

разом . А и м е н н о , и н т е г р а л  в и д а

А
зам еняем  следую щ им

I  ̂ /̂г ‘
В р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м  п р е о б р а з о в а н н у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ИУ :

Л
і*и Ф ^  ^  г і- (г,т')

і Й,Л' ̂  і, <Ц " К "0  +!йс-(Ф сії;
А і  3

і-І

+

(28)

+
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+2121 * <*.0 ,м  Н £ ^
К -  { /Ц с ~ { М -х. £ Д .

Введем та к ж е  д ругую  нум ерацию  у з л о в  в р е м ен н о й  с е т к и  и ф ункций 

по п р а в и л у

Ч = Г * , Ш ( К , р  , = $-л,мОс,р >
= 04-0 + (К-Л£л|+*)+Л/ при. К>{ и. М({,  ̂ =]. 

И с п о л ь з у я  р е з у л ь т а т ы  леммы 3 .1  (с м .П р и л о ж е н и е ^ , можно у т ­

верж дать , ч т о  п р и  в с я к и х  к о н еч н ы х  з н а ч е н и я х  Л  и М р еш ен и я  

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ИУ (28>  с у щ еств у ю т  и е д и н с т в е н н ы . Тем  самым 

для в с я к и х  к о н еч н ы х  з н а ч е н и й  «А/ и М о п р е д е л я е т с я  к у с о ч н о -п о ­

стоян н ая  по в р ем ен и  ф у н кц и я  (^ , 'Г )  . К ак  с л е д у е т  и з  леммы 

3 .3 .  (с м .П р и л о ж е н и е ) п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ф ункций  ^(ЦХ)  о к а зы ­

в ается  ф у н д а м е н т а л ь н о й  при  оо # М- [ А^ ]  в  п о л н о м  п р о ­

с тр ан с тв е  С ^ Ц Т С  [0,0°) . О б о зн ач и м  п р е д е л  э т о й  п о с л е д о ­

в ател ь н о сти  ч е р е з  Ощх)  и  п о к аж ем , ч т о  он  я в л я е т с я  реш ени ­

ем ИУ ( 1 4 ) .

О тм етим , ч т о  с о г л а с н о  лем м е 3 . 4  (с м .П р и л о ж е н и е ' при  п о д с ­

тановке ф ункции  ЦщХ)  в м е с т о  Ш,Т) в левую  ч а с т ь  ИУ (1 4 ^  п о ­

лучим вы раж ение и з  к л а с с а  С ^ Щ  ' С* С 0 ^ )  . Запиш ем  п о с ­

л е д о в а т е л ь н о с т ь  ИУ ( З в 1* в в и д е

I

1\/

(29 )
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й

'211 й.і1̂  І ї і  Й  - *£ - Г ■, Й ] ̂  '
П  і

і &і ЧЧЧ Щ - Ч Х ь Ш у Ь  о ,
Р = *  і й  £

& 1к=4,гл<*] , £*М
Устремляя «Л/ к бесконечности, выбираем такую последова­

тельность временных узлов {(Л  (по одному номеру из каждо- 
го разбиения’', что

ЙъСй к>і .
Правые ч а с т и  ИУ, в зя т ы х  с  т а к и м и  н о м ер ам и  и з  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

ИУ ( 2 9 ' ' ,  при  с т р е м я т с я  к зн ач е н и ю  £(Х}і) . П окаж ем ,

что в э т о м  с л у ч а е  л ев ы е  ч а с т и  т а к о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ИУ б у д у т  

стр ем и т ь с я  к  л е в о й  ч а с т и  ИУ ( 1 4 '  в норм е п р о с т р а н с т в а  [і) С ^ с0) 
Р а с см о тр и м  левую  ч а с т ь  ИУ и з  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ( 2 9 '  с 

номером І ^ . С п р а в е д л и в а  о ц е н к а

I
^ , 2 .  > 0 .

(З д есь  и с п о л ь з о в а н ы  р е з у л ь т а т ы  леммы 3 . 2  (с м .П р и л о ж е н и е ) и ф ак т  

су щ ество ван и я  и н т е г р а л о в ) .  П оэтом у  р а с с м а т р и в а е м а я  л е в а я  ч а с т ь

п редставим а в в и д е  

імЧ

"£  / ^  -  Ч ч Ч
« й  і  

кч Л

рн
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И сп ользуя  о п р е д е л е н и е  ф ункц и и  , а  т ак ж е  н епреры вную

д и ф ф ер ен ц и р у ем о сть  ф ункц и й  по г  п о ч т и  всю ду н а  Г

, п о л у ч а е ми п е р е х о д я  к  п р е д е л у  п ри  Л/-> со 
йм-А

к У(х,к ~ к
- & 1 1 1 м +

Г~1 I 

К-1 Л

Р=1 г-1 /,

-  Л и г  (
«А/ с/э

I  1

К--/ Л

1 Р ---1 ]=-<

(■ I 2 1  <№■#«) г  +
.с . и

К-* Л/

Из $

X- Р )
б ^ - Г ; ' ’ -К " ,)  кг  41 '* Г

. »  Г ( ^ - х ' - Р ) а_ г - Ч 1/гР-^ 3= ̂  1 + 1*у J
Я
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П олученное вы раж ен ие я в л я е т с я  и н т е г р а л ь н о й  сум м ой д л я  и н т е г р а л а  

(' л ( л  , 9И-г-Чи) ^

П оскольку п о с л е д н и й  с у щ е с т в у е т  (с м .л е м м у  3 . 4  в П ри лож ен и и ^ , то  

р а сс м а т р и в ае м о е  вы раж ен ие р а в н о м е р н о  с х о д и т с я  к  н е м у , т . е .  к  

левой ч а с т и  ИУ ( 1 4 4

П родиф ф еренцируем  по лю бой к о м п о н е н т е  X ( 4  { ,2 ) п р о с т р а н с т ­

венной п ер е м е н н о й  X л евую  ч а с т ь  ИУ с  ном ером  и з  п о с л е ­

д о в а т е л ь н о с т и  ( 2 9 )  :

Ке„^Ч1 ̂  <4 ' 14е„н V4 Ч
1,-1

. н

к-1 л

P H  9 И

Г г
- 1

г

а г* 1 ^ га- 4
АГл(  О ' К ^  -  1

Видно, ЧТО ф у н к ц и я  у  и м е е т  о с о б е н н о с т ь  Ц  с и н г у л я р -  

ного типа и слаб у ю  о с о б е н н о с т ь  ( Т - Г ^ ) "  , к о т о р ы е  н е  с о в п а д а ­

ют между с о б о й . С п р а в е д л и в а  о ц е н к а .
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1 и .е /У '1 ~ъх~~ Ф Дг ^_1Д9 = 0(1гл) .
/(. с I.

И спользуя т о т  ф а к т ,  ч т о  л е в а я  ч а с т ь  ИУ ( 1 4 '  при 

принадлеж ит п р о с т р а н с т в у  О Т  (с м .л е м м у  3 .4 ^  в П р и л о ж е н и и ', 

аналоги чн о  преды дущ ем у можно д о к а з а т ь ,  ч т о  л е в а я  ч а с т ь  р а с с м а ­

триваем ой п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ИУ р а в н о м е р н о  с х о д и т с я  к  вы раж е­

нию

г  Г , г
X , СІГ

I
Ш - г Щ

в норме п р о с т р а н с т в а  С ^ ( ї )  .

Р ассм о тр и м  р а з н о с т ь  л ев ы х  ч а с т е й  у р а в н е н и й  с  н ом ер ам и  

и » р а зд е л е н н у ю  н а  1г̂  . В с и л у  леммы 3 . 3  и з  П рилож ения 

при и м е е т  м е с т о  о ц е н к а

И спользуя т о т  ф а к т ,  ч т о  л е в а я  ч а с т ь  ИУ (14>  при  п ри ­

надлежит п р о с т р а н с т в у  СЧО, » )  по п е р е м е н н о й  ^  и п р о с т р а н с т ­

ву по п р о с т р а н с т в е н н ы м  п ерем ен н ы м  (с м .л е м м у  3 . 4 ' ,  а н а ­

логично преды дущ ем у можно д о к а з а т ь  р ав н о м ер н у ю  с х о д и м о с т ь  р а с -

см атриваем ого  вы раж ен и я  к  п р е д е л у
' і 

"3 п  і о^,т)ва-т-^) ,
Ь і І ^

при ^ ^  в н орм е п р о с т р а н с т в а  • Т аким  о б р а з о м  мы

показали , ч т о  ф у н к ц и я  я в л я е т с я  реш ени ем  ИУ ( 1 4 )  .
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Покажем е д и н с т в е н н о с т ь  э т о г о  р е ш е н и я . Д ля  э т о г о  д о к аж е м , 

что реш ение з а д а ч и  ( 1 ) - ( 6 )  е д и н с т в е н н о ,  а  з а т е м  в о с п о л ь з у е м ­

ся тео р ем о й  I ,  утверж даю щ ей  э к в и в а л е н т н о с т ь  п о с т а н о в о к  з а д а ч  

Ц ' - ( 6 '  и ( Н М  1 6 ' ( с м .  § 1 . 1 ) .  А н ал о ги ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  

леммы 1 .1  ( § 1 . Р  п о с т р о и м  в с п о м о г а т е л ь н ы й  к о н т у р  С~У Ч  и
Л ' ' !  J

сформулируем з а д а ч у  ( Р - ( 6 '  д л я  з а м к н у т о г о  г р а н и ч н о г о  к о н т у р а  

С , а  н е  д л я  р а з о м к н у т о г о  к о н т у р а  1* . С о гл ас н о  р а б о т е  [ 2 б ] ,

решение т а к о й  з а д а ч и  е д и н с т в е н н о .  У с т р е м л я я  { к 0 п о л у ч а е м , 

что и реш ен и е  з а д а ч и  ( 1 ' - ( 6 '  е д и н с т в е н н о .

Чтобы в о с п о л ь з о в а т ь с я  т е о р е м о й  I ,  н ео б х о д и м о  п о к а з а т ь ,  ч т о  

при п о д с т а н о в к е  в м е с т о  в п р е д с т а в л е н и е  ( 7 \  вы пол­

н яется  у с л о в и е  ( 5 > .  Э т о т  ф а к т  д о к а з а н  в лем м е 3 . 5  (с м .П р и л о ж е ­

ние^. П оэтом у и з  е д и н с т в е н н о с т и  р еш ен и я  з а д а ч и  ( 1 ' - ( 6 '  с л е д у е т  

е д и н с т в ен н о ст ь  р еш ен и я  з а д а ч и  ( 1 4 ' - ( 1 6 ' ' .

Как с л е д у е т  и з  о ц е н о к  (1 5 ^  и ( 1 6 )  леммы 3 . 2  (с м .П р и л о ж е н и е )  

при и ф а к т а  с х о д и м о с т и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  А "  ( 0  к  р е ­

шению ИУ ( 1 4 ' ,  э т о  реш ен и е  н еп р е р ы в н о  з а в и с и т  о т  ф ункции  .

Т еорем а 3  д о к а з а н а .

По х о д у  д о к а з а т е л ь с т в а  п о к а з а н о ,  ч т о  реш ен и е  з а д а ч и  ( I ) -  

(6) такж е с у щ е с т в у е т ,  е д и н с т в е н н о  и н еп р ер ы в н о  з а в и с и т  о т  ф унк­

ции ^  . Тем самым д о к а з а н а  к о р р е к т н о с т ь  п о с т а н о в о к  з а д а ч  ( Р -  

(6) и ( 1 4 М 1 6 > .
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ГЛАВА ВТОРАЯ

РЕЛЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯ С 
ПОМОЩЬЮ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ЧЕБЫЛЕВА-ЛАГЕРРА

Вид н е с т а ц и о н а р н о г о  ИУ (1.25) ( с м . § 1.2), к о т о р о е  с о о т в е т ­

ствует см еш анной  з а д а ч е  Д и р и х л е  в с л у ч а е  т р е х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  

переменных, д о п у с к а е т  п р о с т о е  п р и м ен е н и е  и н т е г р а л ь н ы х  п р е о б р а ­

зований по в р е м ен н о й  п е р е м е н н о й . Д л я  р еш ен и я  э т о г о  ИУ мы п рим е­

нили м ето д  и н т е г р а л ь н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а . Преи­

муществом э т о г о  м е т о д а  я в л я е т с я  п р о с т о т а  п о с т р о е н и я  о б р а тн ы х  

п р ео б р азо ван и й .

П л о тн о сть  н е с т а ц и о н а р н о г о  ИУ ищем в к л а с с е  ф ункций  

Сп М- СЧО, » )  • К л а с с  ф ункций  £ *  ( 5 )  о п р е д е л я е м  а н а л о -  

гично § 1 . 3 .  Р а с с м о т р и м  функцию ^ 5  £» (X) £ С с ) . П усть

эта функция р а в н а  I  н а  р е г у л я р н о й  ч а с т и  о , а  в Г  - о к р е с т н о с ­

ти н ер егу л яр н ы х  т о ч е к  п о в е р х н о с т и  5  о н а  с т р е м и т с я  к  0  с  п о р я д ­

ком 1 /2 .  К к л а с с у  ф ункций  ($) о т н е с е м  т е  ф ункции  ,

для которы х в ы п о л н я е т с я  следую щ ее у с л о в и е

Щл (х-) <$■(*,Ъ € С* (? )  ^ :^0-
В этом с л у ч а е  ф орм ула ( 1 . 2 4 )  о п р е д е л я е т  таку ю  функцию 

что и £ со)] . В сам о м  д е л е

( 2 )
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Если X в Ь , т о  я д р а  п р и в е д е н н ы х  и н т е г р а л о в  н е  с о д е р ж а т  о с о ­

бенностей , а  п о р я д о к  о с о б е н н о с т е й  ф ункций  и

не превы ш ает 1 / 2 ,  Э то  з н а ч и т ,  ч т о  и н т е г р а л ы  в п р авы х  ч а с т я х  ф ор­

мул ( Г  и (24 с у щ е с т в у ю т , и ф у н к ц и я  Х(Х,{) о б л а д а е т  т р е б у е м о й  

степенью г л а д к о с т и .

Если п р е д п о л о ж и т ь , ч т о  X  £ Sj ($) , т о  в п р е д е л е  при  О 
ядра р а с с м а т р и в а е м ы х  и н т е г р а л о в  с о д е р ж а т  о с о б е н н о с т и  в и д а

1 ^ 1 *  при  X . В  э т о м  с л у ч а е  ф унк­

ция б у д е т  и м е т ь  о с о б е н н о с т и  п о р я д к а  1 / 2 .  Но э т о  з н а ­

чит, что  и н т е г р а л  в л е в о й  ч а с т и  у с л о в и я  ( 1 .2 1 4  с у щ е с т в у е т .  По­

скольку м ер а  ($) при  §-9 0 с т р е м и т с я  к  0 ,  т о  у с л о в и е  ( 1 . 2 1 '  

выполняется. У ч и ты в ая  в ы ш е с к а з а н н о е , можно з а к л ю ч и т ь , ч т о  ф унк­

ция и з  к л а с с а  ( 5 )  л С1С0)сл) п р и н а д л еж и т

(о п р е д е л е н и е  э т о г о  к л а с с а  ф ункций  с м . в § 1 . 2 ' .  В э т о м  с л у ­

чае вы полн яется  т е о р е м а  2  об  э к в и в а л е н т н о с т и  (§  1 . 2 ' .

§ 2 . 1 .  С в ед е н и е  н е с т а ц и о н а р н о г о  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я  

к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х .

Преобразованием Чебышева-Лагерра порядка К от функции 
называется выражение вида

сл
л ^
Я* а) * ^  1 Л(М $Ц,+)сЧ

( 3 )

где ^  -  некоторый числовой параметр, -  полином Чебы­
шева-Лагерра порядка <г .

Известно, что полиномы Чебышева-Лагерра образуют ортонорми- 
рованную систему функций на интервале С  0) со) с весом е 
Поскольку функция непрерывна по , то ее разложение

в ряд Фурье по полиномам Чебышева-Лагерра сходится в среднем на
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интервале и 0)с/>) с  в е с о м  С к  ИСХОДНОЙ фуНКЦИИ. П оэтом у

п редставлен и е
со

к  2 ___ < ? * (» )
п - о  ( 4 )п -  и

можно с ч и т а т ь  о б р атн ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  Ч е б ы т е в а -Л а г е р р а .

И с п о л ь зу я  с в о й с т в а  п о л и н о м о в  Ч е б ы ш е в а -Л а ге р р а  С 51] 9 н е ­

трудно п о к а з а т ь  с п р а в е д л и в о с т ь  следую щ их со о тн о ш ен и й  [46 ] :
Л-1

1ь(х+%) = 1,пМ * п̂ = о ( 5 )

1>л ~ (с) - ~ £ + 0 ( £  4 ) к* 4  ̂ £ _>► 0 (§>

Применяя ф орм улу  (5̂  и з а м е н у  п ер ем ен н ы х  г= 1-Гн  , можно 

получить следую щ ее и н т е г р а л ь н о е т о ж д е с т в о
) о

вН-Гп )<И*  е * ^ \  (х г + х щ ц г н г *
„ ‘ о

с/3 е\-1

: { ^ ё * Г(и(*Х) + Т  СС^Щ1м(Хк]1^,Т^Г -
о ет~о (7)

т  = 0  '7

н -4

где [  Лг - Л/\ ~ ~ Ь л - у̂\ - £ (эс) ,

Применим к ИУ ( 1 . 2 5 )

= *£*,Н : г е ^ , Ь Р

* 6 С ; ;  * сп « » )
( 1 . 2 5 )
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интегральны е п р е о б р а з о в а н и я  Ч е б ы ш е в а -Л а ге р р а  по п е р е м е н н о й  ^ . 

В р е з у л ь т а т е  Л\1 - к р а т н о г о  п р и м е н е н и я  э т и х  п р е о б р а з о в а н и й  п о л у ­

чим п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ в и д а

к  со
| Р*(Х) Б  , (81

5 О
Г X

где (х) -  п р е о б р а з о в а н и е  Ч е б ы ш е в а -Л а ге р р а  п о р я д к а  /г

функции £ ( * , - £ )  . С помощью т о ж д е с т в а  ( 7 '  ИУ ( в ' '  п р е о б р а ­

зуем к виду

Ц е * Г’ 4 Г ; - 1 ( ? * ( ^ $ > = Р , * Ш  ,  ( 9 )
$

И с** к* ,
5 * и = м  . « ь.5

Определив и з  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ИУ ( 9 '  н е и з в е с т н ы е  ф ункции  

(?(,(})• с у ч е т о м  ф ормулы  ( 4 ) ,  д л я  о п р е д е л е н и я  можно

использовать со о тн о ш ен и е
*д/

<Ш,г) « зе Л_
( 10>

Таким о б р а з о м , ч то б ы  п о с т р о и т ь  п р и б л и ж ен н о е  реш ен и е  ИУ 

(1»25' д о с т а т о ч н о  р еш и ть  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с т а ц и о н а р н ы х  ИУСЭ'». 

Решение э т и х  ИУ р а с с м о т р и м  о т д е л ь н о  в о с е с и м м е т р и ч н о м  и общем 

пространственном с л у ч а я х .  Д ел о  в т о м , ч т о  и зо б р а ж е н и я  п л о т н о с т е й  

й  » в  с л у ч а е  о с е в о й  с и м м етр и и  ИУ, з а в и с я т  о т  о д н о й  п р о с т ­

ранственной п е р е м е н н о й , а  в общем с л у ч а е  -  о т  д в у х .  З а в и с и м о с т ь  

плотностей о т  д в у х  п ер ем ен н ы х  п р и в о д и т  к  услож нению  а л г о р и т м а  

приближенного р еш ен и я  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ, а  т а к ж е  к  у в ел и ч ен и ю  р а с ­

четного врем ен и  ЭВМ д л я  е г о  р е а л и з а ц и и .  П о это м у  с л у ч а й  о с е в о й  

симметрии в ы д е л е н , к а к  требую щ ий у п р о щ ен н о го  а л г о р и т м а  р е ш ен и я ,
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также к увеличению расчетного времени ЭВМ для его реализации. 
Поэтому случай осевой симметрии вьщелен, как требующий упрощен­
ного алгоритма решения, а также как подготовительный этап к ре­
шению существенно пространственных задач.

§ 2.2. Численное решение последовательности стационарных 
интегральных уравнений метода интегральных преоб­
разований в осесимметричном случае.

Рассмотрим один из возможных вариантов метода интерполяции 
и коллокации решения ИУ из последовательности (9  ̂ (§2.1) .

Поскольку исходная задача осесимметрична, то осевая симмет­
рия свойственна граничной поверхности 5  , граничной функции

на 5 , а значит и плотности . Введем
цилиндрическую систем координат ( 4 У ) такую, что ось
& совпадает с осью симметрии задачи. Как следствие симметрии

получаем

Пусть образующая 1и граничной поверхности 5 задается
параметрическим представлением

где 1*60 , £ Ы)  дважды непрерывно-дифференцируемые функции. 
На интервалах Г ^ 1,24*] и [  0, Ж/з. ] введем следующие равно­
мерные сетки
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Для аппроксимации неизвестные функций С/м («() = ( г М ^ и ) )

используем систему кусочно-линейные функций, которая является 
предельно плотной в пространстве С С5)«Г, $  ̂ '

о; ш  ~ т ~  Ф] (<*)  ̂ ^ ■ » обу+^
5 - 0,1

(1 3 ^

о( -

в - о

5 -  4
/1

Л Л) 1
(у у -  значение функции С/л и) в узле ^  6 к .

Согласно методу коллокации требуем удовлетворения каждого 
уравнения последовательности (9) на множестве отдельные точек 
коллокации, расположенные по образующей поверености ^ .
Параметры точек коллокации выбираем по следующему правилу

X  6 ^

оС. -  * я* *

. я *  -

О < <ъ * {

с* I

О *  ,

^ * *<* И

6 *  + 1

(14''

где у «• ь * 1 6 - 4 7 +1

Используя параметрическое представление поверености 5 , 
приближение функции по формуле (13  ̂ И выбирая точки
коллокации указанным образом, приходим к последовательности 
систем линейные алгебраические уравнений (СЛАУ'' относительно 
коэффициентов * :



• и

о*:0 а1;!  - 4-

-  44 -

5=0/1 ^  

4+5

4+Б 4 ,5  Ч «• ( 15)

*и и--/
л 4- ' ^  ^ г ^ Л  У  4—1 л < , М  |2 ‘■»Л-Щ , £  _ _______ __

^4 ,5  Ч ‘ / — / — 2 _ ^  + $ .]',$ } б = 1 )'Ц Н ; Л = 4,<Л/,
5 * 0,-1 j  е 1 гП г 0в* 0,̂

где

А <!,£
*г<Г ^ И ^К Н

К Н  ^

:/м)Ф4м)<и ,

»к
( 16)

ь 1 > .*
°б

З ^ М е Ц  [ I *  Ы л %  Ж * ( * & к л ч ф у ,

*к

4>

<<=  ̂ об

ЗЮ -- г«) ̂ гиИ + з'«)2
-  элемент площади поверхнос­

ти 5

Ы а У)^К^  Г1Ы+№»*+ (т)-№г))1-Чп*)ПАс)скл1У11-
- расстояние между точками Щ ,0) и .
Нетрудно заметить, что коэффициенты А /5 включают несобствен-

-4 —ные интегралы от неограниченных функций. Так функция К Ы А ; У )  

при об-̂ оС,; , У ^ 0 обращается в бесконечность. Интегра- 
лы, которые составляют коэффициенты о ^ 5 * особенностей
не содержат, поскольку в силу формулы (6)

1 и п  ( К’1 С * (х Я ) ) = -  х

Несобственные интегралы, которые встречаются при вычисле-
*1

нии коэффициентов  ̂ , могут быть определены по методу
Канторовича. Продемонстрируем это на примере следующего 
рала

интег-
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К,
к (оі; ос4' , ч7)

°1 (-"

Пусть Ґ/оГі) Ф О

ДИТЬСЯ п
шц

. Е сл и  ж е I" К ) -  0 , т о ,  к а к  н е т р у д н о  у б е -

1и)Я~*и,£С)у)= № ; )

и о с о б ен н о сть  п о д и н т е г р а л ь н о й  ф ункц и и  п о г а ш а е т с я .  В о с п о л ь з у е м с я  

разложением ф ункц и й  , 2 ( 4 )  , Ни , <4 Д )  в  о к р е с т н о с т и

точки с1= £  Ч = 0  :

Іі~и)ґи,)скЧ = Чгы}1~й<)-/1гм гМ 'Г1 + 0(Ґ)

- Г '& і Р и - і і ) 1 * Ои-*с)>

Ч г м п Ь )^1 =- Чг1(£ )Ч1 + Оик-<)гг)
(ЗМ -2(<))г = г '(<£,-) и-«Г,-)г + 0Ц-£,-)3

И і < , V) - Г ( гV<£,•)* + г'«1->г)Ы- < )г  +  Н г ы ,)гГ +

+ 0 и ~ < 1 ; ) ъ + О і и - £)?*•) + ОК4) ]"* ( 1 7 )

Рассматриваемый и н т е г р а л  п р е д с т а в и м  в в и д е

°к‘ Кір

ІсІоС
4 - г е К ю .^ Ч О  _ 4 ,А

[ЛсОФ, .(«О* Я и,дС;у) - +<--1
•*н 0
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оі/ К4>

+ ^іоіс) ч <ІоС і ^  (оС, > )̂сі Ч7 ,
<^І-1 0

( 1 8 )

где д )  = [ 4 г и ^ ( Г ,( 0 1+2/( З а ­

главный член в разложении (17). Исследуем поведение первой 
подынтегральной функции в формуле (18> при *6-»«*<; , </-»0
1̂ сть а -~ 1 с -1 п^  , Ц *  ? £->0 . В этом слу­
чае

- У м /) [к  (оі і £ 9У) -  Я / ( « > 4 ) ]  + 0 ( і)  /Г4Ы ,< 'д )  і

поскольку при сделанных допущениях

У(о1) -  С ^ )  + Оы-Ыс) , Ф-.л(о0= 4 + 0 (<*-<*.)

Д )
= 4  + 0 ( 0  #

Очевидно, ч т о

* С 4г ис )1 и ,  + ( П Ы  + 2,и £))*)11*'( ]<'г£ +

- - ^ и си  + 0 (£г) , & ( & ) = и г £ { )г к гч + 1 Г (£ е)г+ 2 '(1 ? )^ - ]Ш

Поэтому

К' 1 ̂ - К . т)=((«<, л4-,ч1) - й(-л,л£, V))й' V*, «С-,г) *

« А , і ' ) -  0 ( £ *)  С & А к + 0 ( £ 1) ] ' 1 р - г л ) г  ] " А  0($[с-*и-с )£ +  

ММГ* - £&*(<)+О т Г 1 = СМ) .
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Суммируя вышесказанное, заключаем, что первая подынтегральная 
функция в формуле (18) ограничена в окрестности точки оС- оГс ,
У-0 . Второй интеграл в формуле (18' вычисляется аналитичес­

ки. Таким образом можно свести несобственный интеграл к сумме 
собственного интеграла и такого интеграла, который вычисляется 
аналитически. Следовательно, для вычисления всех интегралов в 
левых и правых частях последовательности СЛАУ (15), можно ис­
пользовать формулы численного интегрирования.

Каждую СЛАУ из полученной совокупности решаем последователь- 
но, подставляя коэффициенты ч  ̂ , определенные на преды­
дущих шагах, в правую часть решаемой СЛАУ. Поскольку матрицы всех 
СЛАУ совпадают, целесообразно применить метод разложения матрицы 
на произведение треугольных. В этом случае процесс решения очеред­
ной СЛАУ будет заключаться в умножении правой части на треуголь­
ную матрицу и проведении обратного хода метода Гаусса. Чтобы из­
бегать ненужного пересчета, целесообразно также, вместе с вычис­
лением матрицы последовательности СЛАУ, определить массив вели-

Л мчин, стоящих при коэффициентах ь/, в правых частях СЛАУ из 
этой последовательности.

/п и
Когда коэффициенты Ч j определены, по формулам 

(1.24), (10) и (13' можно вычислять решение исходной задачи вне 
граничной поверхности. Вычисляя приближенное решение в точках, 
леших на поверхности , но не совпадающих с коллонационны- 
ми, можем апостериорно оценить невязку решения ИУ (1.25', а так­
те погрешность удовлетворения граничному условию приближенным 
решением исходной задачи.
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§ 2 . 3 .  Ч и сл е н н о е  р еш ен и е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  

и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  м е т о д а  и н т е г р а л ь н ы х  п р е о б ­

р а з о в а н и й  в с у щ е с т в е н н о - п р о с т р а н с т в е н н о м  с л у ч а е

Построенный б § 2 .2  алгоритм нетрудно обобщить на случай 
отсутствия осевой симметрии исходной задачи.

В трехмерном пространстве І?* введем прямоугольную декарто- 
вую систему координат ( Х і  } %х ? х 3 ). Пусть поверхность 5 
задается следующим параметрическим представлением 

4 -  ОС £ ( </) ^

І Ь  ! і 'X* л. ~ % г [Ж, }3)

и , $ )

где Х ± и , р )  , х 1 (* .,£ )  

рывно-дифференцируемые функции. На прямоугольнике Й-Г 
введем сетку игч  -  {(рСс,^) I

Г I *£=и^(СЧ)Ьл , к -̂Аих- и ^ !

Щ - { % I Я  ‘  Щ+ Ц-4)кр , + крг (Т^-гГ^/Пр.
Кфункциям = 0С ,(Л ,р))
применяем кусочно-линейную аппроксимацию по каждой из переменных

Є С « 1 ,  « і З ,

• М  С^1,1Гг З ; (19)

і 'X-1 ( ^  > р ) -  дважды непре-

1 - . !
Ь=0>-/ ^О ,-*  У>у ^  ’ ( 2 0 )

где

ф ; к М  -

К М

с( -  о( к

5 * 0

4

^  £ Г о ( к } о б ^ З  ,
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« . И  . 4 .  „ с * . * . . ,

1» =  I$ -  ?•>
&

л * , *  л * ,
ч к ,4)) -  з н а ч е н и е  ф ункц и и  ( / ^  ( < £ , £ )  в у з л е  (о6к>| у )

сетки Ь^оСр •

Каждое ИУ из последовательности (9' решаем методом коллокации. 
Параметры ( , Д/ ) точек коллокации выбираем аналогично
§ 2.2 .

ои  г. {

А =- I

£' * * , ^  » . н  ,

и ,
•

и  ь
+  1 ,

А е  Ш • / * * ,

+  Г р  К р ■ К

р > +  *  ,

<  1 . Ь <  1 *

(2Г

Подставляя параметрическое представление (19> поверхности 
и аппроксимационное представление (20) функций (?* (у, )  

в уравнения последовательности (9), а также выбирая параметры 
точек коллокации по формулам (21), приходим к последовательности
СЛАУ относительно коэффициентов ;

п *  п. р

0 * , °  лЧ>Х  л

V........ = г чим $*0,1 ^  * + М
Х,0

|£12_С.О«)- р * ' -Ц1 5“= 0,1 Ч
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пн

*1-0 $=0,1 <r*0/f VM

y*, »H 

*+£,'9+0'
B t j . a e

M (2 2 )

L‘- 1,Л*+1 , j =  4 , / U - M > *= Î,J* ,

fit+'f
„ A ч LS , .4 -Зе/?М,оГ/,В:) ,
W6 л K̂  ($>6*) r J (oCjdct J ( c C f i ^  ( f i  i

cJ,K 
otKH

.h
Pll+i

J U,Kl 
oi« . b

* Ом ^^Xj2,°Q, jsj))f? (<£,£,0̂ , Д-) Jjs >
r  X

C»J ' »v»  ̂ ^  ( X'd , Д-) ? ^ ( o ^ j i j )  ? X\, ( f i  ,j $ j )  ) ?

J(e6,̂ )= [B(oL>fiGCd)p) ~ F 6*,J$)] -  элемент площади поверхнос­

ти s .
3 3

£ - (  Т Г ^ - Я У  , & ( * , «  = i ^ ( | ï £ ^ *
L C - 4 5 ^  ’

f “ - r t  ■ t  < * • * > .

' < :  = t , 2 ~ J  - 1 ,  f'„7 t ,  ) ) J ]  ' ' '  -



51

- расстояние между точкой коллокации и точкой интегрирования.
Для вычисления несобственных интегралов, которые служат коэф­
фициентами матрицы полученной СЛАУ, применяем также метод Кан­
торовича. Поскольку в окрестности точки и. -  оСс • спра­
ведливо соотношение

£,£)) - С Е ( о Г г +

^Cйi ,Д,) 0^-<) + 0(р-^))(0^-оГ.УЧ

в качестве вспомогательной функции метода Канторовича
используется главный член приведенного разло­

жения.
Решив полученную последовательность СЛАУ, можем построить 

приближенное решение исходной задачи, а также проверить точность 
удовлетворения граничного условия в точках, не совпадающих с 
коллокационными.

§ 2.4. Результаты численных экспериментов по методу 
преобразований.

Описанная в настояцей главе методика приближенного решения 
смешанной задачи Дирихле для волнового уравнения в осесимметрич­
ном случае реализована в виде прикладной программы.

Программа состоит из иерархической системы модулей и спроек­
тирована с использованием идей структурного программирования.
Эта совокупность модулей выполняет следующую последовательность 
операций: вводит входную информацию о геометрии граничных повер­
хностей, других параметрах задачи и численном алгоритме ее реше­
ния; формирует матрицу последовательности СЛАУ и массив величин, 
стоящих при коэффициентах аппроксимации плотности в правых час­
тях последовательности СЛАУ; разлагает матрицу СЛАУ на произве-
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дение треугольных. Затем программа формирует правую часть теку­
щей СЛАУ в последовательности, используя значения коэффициен- 
тов , определенных на предыдущих шагах и решает эту СЛАУ.

аппроксимации неизвестной плотности. Программа также позволяет 
вычислять приближенное решение в произвольной точке вне гранич­
ной поверхности, а также сравнивать полученное решение на гра­
ничной поверхности с граничным условием.

Программа составлена на алгоритмическом языке фортран-4 и 
апробирована на ЭВМ ЕС-1045 на решении ряда задач преимуществен­
но тестового характера. Граничное условие большинства задач пред­
ставляло собой финитную по времени функцию. Временной профиль 
этой функции частично или полностью представлял собой & -сплайн 
различной продолжительности. Установлено, что чем меньше продол­
жительность импульса по сравнению с характерным размером гранич­
ной поверхности, тем больше вычислительных ресурсов необходимо 
привлекать для достижения заданной точности удовлетворения гра­
ничному условию. При изменении длительности граничного импульса 
необходимо варьировать значение параметра <£ : чем длинее им­
пульс - тем меньше значение принимает те . Оптимальное значение 
£ определяют из минимизации погрешности удовлетворения гранич­
ному условию на временном промежутке выбранной длительности.Под­
бор такого значения позволяет равномерно распределить эту пог­
решность на рассматриваемом временном промежутке. Относительная 
погрешность удовлетворения граничному условию вычислялась по сле­
дующей формуле

Ниже приводятся результаты некоторых численных экспериментов.

Таким образом определяются все величины коэффициенты

£(х) = т<лх /яиМ)-£(х,Ь|/тлх
Н Со/п
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При всех расчетах использовано 30 пространственных точек колло- 
кации и интегральные преобразования, включающие полиномы Чебы- 
шева-Лагерра до 30-й степени. Выбор таких значений параметров 
диктовался необходимостью рационального использования ресурсов 
ЭВМ ЕС 1045.

1. В качестве первого тестового примера (рис.Р рассмотрим 
случай, когда граничная функция не зависит от пространственных 
переменных, а граничная поверхность является сферой единичного 
радиуса. Тогда решение определяется аналитически

Ц  ( Х , { )  - £ ( { -  I*:} + 1 )/ /%| .

Профилем граничной функции по временной переменной является 
С) - сплайн единичной амплитуды и длительности с/ . Удовлет­
ворение приближенного решения граничному условию контролирова­
лось на временном интервале С 00 ] .

Максимальные относительные погрешности решения при удовлет­
ворении граничному условию для различных значений J  приводят­
ся в табл.1. Видно, как с уменьшением значения <н| погрешность 
быстро возрастает. Здесь, по-видимому, установленного максима­
льного порядка полиномов Чебышева-Лагерра оказывается недоста­
точно. В табл.2 приведено сравнение приближенного решения с ана­
литическим для различных удалений от граничной поверхности, 
а в табл.З приводятся максимальные отклонения между этими реше­
ниями. Видно, в какой степени с увеличением расстояния до гра­
ничной поверхности отклонения уменьшаются.

2. Граничной поверхностью второй тестовой задачи служит 
диск единичного радиуса. Граничная функция задачи также не за­
висит от пространственной переменной, но не является финитной.
На временном интервале граничная функция представляет
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Рис. І. Меридианное сечение 
и временной профиль

геометрии первой тестовой задачи 
граничного условия.

/ к Г

\ |
>

г1/ у ' I

Г  ' і
-------1—

гиК» І

А

Рис. 2. Меридианное сечение геометрии второй тестовой 
задачи и временной профиль граничного условия.
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ТаблЛ. Максимальная погрешность решения при удовлетворении
граничному условию /задача I / .

о
 о 
• 

•
00 и

 
И 

и

-0
 N с/ = 4 .0

X  * 2.0
с! = 2 . 0
эе = 4 . 0

$• 0.931 Ь.5% 15%

Табл. 2. Сравнение приближенного решения с аналитическим 
/задача I / .

^ = 8.0 , = 1.0

(1 = 1.0 и = ю .о  1

т прибл.реш. аналит.реш. т прибл.реш. аналит.реш.

1.0 0.0 0.0 ю.о 0.0 0.0
2.0 0.0156 0.0156 п .о 0.0028 0.0028
3.0 0.1253 0.1250 12.0 0.0228 0.0227
4.0 0.3597 0.3593 13.0 0.0654 0.0653
5.0 0.4983 0.5 14.0 0.0906 0.0909
6.0 0.3597 0.3593 15.0 0.0654 0.0653
7.0 0.1260 0.1250 16.0 0.0229 0.0227
8.0 0.0І4І 0.0156 17.0 0.0026 0.0028
9.0 0.0021 0.0 18.0 0.0004 0.0
ю.о -0.0006 0.0 19.0 -0.0001 0.0
п.о -0.0045 0.0 20.0 -0.0008 0.0

Ё .
0.0047 0.0 21.0 0.0009 0.0
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ТаблЛ. Максимальная погрешность решения при удовлетворении
граничному условию /задача I / .

о
 о 
• 

•
00 и

 
И 

и

-0
 N с/ = 4 .0

X  * 2.0
с! = 2 . 0
эе = 4 . 0

$• 0.931 Ь.5% 15%

Табл. 2. Сравнение приближенного решения с аналитическим 
/задача I / .

^ = 8.0 , = 1.0

(1 = 1.0 и = ю .о  1

т прибл.реш. аналит.реш. т прибл.реш. аналит.реш.

1.0 0.0 0.0 ю.о 0.0 0.0
2.0 0.0156 0.0156 п .о 0.0028 0.0028
3.0 0.1253 0.1250 12.0 0.0228 0.0227
4.0 0.3597 0.3593 13.0 0.0654 0.0653
5.0 0.4983 0.5 14.0 0.0906 0.0909
6.0 0.3597 0.3593 15.0 0.0654 0.0653
7.0 0.1260 0.1250 16.0 0.0229 0.0227
8.0 0.0І4І 0.0156 17.0 0.0026 0.0028
9.0 0.0021 0.0 18.0 0.0004 0.0
ю.о -0.0006 0.0 19.0 -0.0001 0.0
п.о -0.0045 0.0 20.0 -0.0008 0.0

Ё .
0.0047 0.0 21.0 0.0009 0.0



56

Табл.2 /продолжение/
сі* 4.0 , 2.0

И -* 1.0

о
•

оыИс*?

т прибл.реш. аналит.реш. т прибл.реш. аналит.реш.

1 .0 0.0 0.0 10.0 0.0 0.0

1 .5 0.0156 0.0156 10.5 0.0028 0.0028
2 .0 0.1256 0.1250 I I .0 0.0228 0.0227
2 .5 0.3600 0.3593 I I .5 0.0654 0.0653
3 .0 0.4980 0.5 12.0 0.0905 0.0909
3 .5 0.3592 0.3593 12.5 0.0653 0.0653
4 .0 0.1282 0.1250 13.0 0.0233 0.0227
4 .5 0.0105 0.0156 13.5 0.0019 0.0028
5 .0 0.0013 0.0 14.0 0.0002 0.0

5 .5 0.0130 0.0 14.5 0.0023 0.0
6.0 -0.0180 0.0 15.0 -0.0033 0.0
6 .5

—

-0.0230 0.0 15.0 -0.0012 0.0

Табл.З. МАксимальные отклонения приближенного решения 
от аналитического /задача I / .

с/ - 8.0 , ге = і.о

к 0 .01 0.1 1 .0 10.0

£ 0.0093 0.0086 0.0047 0.00086

</=4 ,0  , К  »  2 .0

(1 0 .01 0 .1 1 .0 10 .0

£ 0.051 0 .0 4 3 0 .0 2 3 0.0042
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собой левую половину В -сплайна единичной амплитуды и длитель­
ности 4, При с* 2 граничная функция тождественно равна едини­
це (рис.2). Решение этой задачи сопоставляется с анлитическим 
решением задачи. Дирихле для уравнения Л а п л а с а  с  той же гранич­
ной поверхностью, и граничной функцией, которая тождественно 
равна единице. Таким образом, имеется возможность наблюдать 
процесс выхода решения на стационарный режим. Погрешность удов­
летворения граничному условию контролировалась на временном ин­
тервале Со,6] и при Ж * 2 составляла 5,411. Сравнение прибли­
женного решения с аналитическим решением стационарной задачи 
приводится в табл.4  и 5.

3. Рассмотрена также задача определения во запущенно го поля 
при взаимодействии сферического импульса с акустически мягкими 
разомкнутыми оболочками (рис.34 Временной профиль граничного 
финитного импульса представляет собой В -сплайн длительности 
8. Поскольку суммарный импульс на акустически мягкой граничной 
поверхности равен 0, то граничное условие для задачи о возмущен­
ном поле будет равно граничному импульсу с противоположным зна­
ком.

Погрешность удовлетворения граничному условию контролирова­
лась на временном интервале [0.12] и при I составляла 1А% 

в случае а) и 3.31 в случае б). Так как задача не является тес­
товой, то производилось сравнение решений, полученных с помощью 
рассматриваемого метода, а также пошагового метода. Оно проводит­
ся в 5 3.5, после описания пошагового метода.

В процессе проектирования и эксплуатации программы для реше­
ния осесимметричной задачи вскрылись некоторые неудобства метода 
преобразований Чебышева-Лагерра. Так многократное использование
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Табл.4 .  С р ав н ен и е  п р и б л и ж ен н о го  р еш ен и я  с  а н а л и т и ч е с к и м  
/ з а д а ч а  2 / ,

Г -  0.0. ; 2

і—» .ои Г =  0.0 ; 2  3 1.0

7 п р и б л .р е ш . а н а л и т .р е ш . Т п р и б л .р е ш . аналит.реш .

2.6 0 ,9 7 0 0 .9 3 6 3 .5 0 .5 1 3 0 . 5

3 . 1 0 .9 2 3 0 .9 3 6 4 , 0 0 .4 9 0 0 . 5
3.6 0 .9 3 9 0 .9 3 6 4 . 5 0 .5 1 2 0 . 5
4 . 1 0 .9 4 2 0 .9 3 6 5 . 0 0 .5 0 7 0 . 5
4.6 0 .9 2 8 0 .9 3 6 5 . 5 0 .5 0 1 0 . 5
5 . 1 0 .9 4 1 0 .9 3 6 6.0 0 .5 1 4 0 . 5
5.6 0 .9 5 3 0 .9 3 6 6 . 5 0 .5 1 5 0 . 5
6 . 1 0 .9 2 8 0 .9 3 6 7 . 0 0 .4 9 5 0 , 5

Г *  ь о ,  £ =  0 . 1 Г  - 1 . 0 >

ом
*И

т п р и б л .р е ш . а н а л и т .р е ш . Т п р и б л .р е ш . а н а л и т .р е ш .

2.6 0 .8 4 4 0.8 3 . 5 0 .4 5 9 0 .4 2 4
3.1 0 .8 3 2 0.8 4 . 0 С . 4 2 8 0 .4 2 4
3.6 0 .8 2 9 0.8 4 . 5 0 .4 3 0 0 .4 2 4
4.1 0 .8 2 7 0.8 5 . 0 0 .4 .3 4 0 .4 2 4
4.6 0 .8 2 3 0 . 8 5 . 5 0 .4 2 9 0 .4 2 4
5.1 0 .8 2 8 0.8 6.0 0 . 4 3 3 0 .4 2 4
5.6 0 .8 3 4 0.8 6 . 5 0 . 4 3 8 0 .4 2 4
6.1 0 .8 2 5 0.8 7 . 0 0 .4 3 0 0 .4 2 4

Р | £  -  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  н аб л ю д ен и я
Табл. 5 . М аксим альны е о т к л о н е н и я  п р и б л и ж ен н о го  р еш ен и я  о т  

а н а л и т и ч е с к о г о  / з а д а ч а  2 / .

0.0 ; 0 . 1 0.0  ; 1 . 0 1.0  ; 0 . 1 1.0 ; 1 . 0

6 0 .0 3 4 0 .0 1 5 0 .0 4 4 0 .0 3 5



и

Рис, 3. М еридианное с е ч е н и е  г р а н и ч н о й  г е о м е т р и и  т р е т ь е й

з а д а ч и  и в р ем ен н о й  п р о ф и л ь  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я .
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полиномов Ч е б ы ш е в а -Л а ге р р а  з а г р о м о ж д а е т  а л г о р и т м  в ы ч и с л ен и я  

правых ч а с т е й  СЛАУ и п о с т р о е н и я  п л о т н о с т и  ИУ. Самым с у щ е с т ­

венным ф актором  я в л я е т с я  вы со к и й  п о р я д о к  и с п о л ь зу е м ы х  п о л и ­

номов д ля  у д о в л е т в о р и т е л ь н о й  а п п р о к с и м а ц и и  гр ан и ч н ы х  ф ункций  

и решения з а д а ч и  в ц е л о м . Э то  п р и в о д и т  к  з н а ч и т е л ь н ы м  з а т р а ­

там машинного в р е м ен и  ЭВМ т и п а  Е С -1 0 4 5  д аж е  при  реш ени и  с р а в ­

нительно п р о ст ы х  з а д а ч .  П о с к о л ь к у  пош аговы й  м е т о д  о к а з а л с я  н а ­

много эф ф ек ти в н ее  ( с м .  § 3 . 5 ' ,  т о  р е а л и з а ц и я  м е т о д а  п р е о б р а з о ­

ваний д л я  б о л е е  г р о м о з д к о г о  п р о с т р а н с т в е н н о г о  с л у ч а я  о с у щ е с т в ­

лена не б ы л а.
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ГЛАВА ТРЕТЬЯ
РЕШЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ПОШАГОВЫМ МЕТОДОМ

В данной главе рассматриваются ИУ, которые эквивалентны 
исходной смешанной задаче как в случае двух, так и в случае 
трех пространственных переменных. В случае трех пространствен­
ных переменных плотность ИУ ищется в том же классе функций, 
что и в главе второй. В случае двух пространственных перемен­
ных плотность ищется в классе функций, устанавливаемом теоре­
мой 3 ( § 1 . 3 ^

§ 3.1. Численное решение нестационарного интегрального 
уравнения в случае двух пространственных переменных.

Рассмотрим плоскую смешанную задачу Дирихле для волнового
уравнения ( § 1 .Р .  Согласно теореме I она эквивалентна следу-
щему нестационарному ИУ 
№

ь с:;
(:1 , І >г0 ,

( I )

где -  неизвестная плотность, для которой выпол-
иется условие У ' ( у , О ) - 0  .

Г̂ сть приближенное решение ИУ ищется на временном интерва­
ле СО/Г] . Покроем этот интервал равномерной сеткой

г*т = { I , К - ] А  ̂- Г/п ^
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Введем п р и б л и ж ен н о е  п р е д с т а в л е н и е  ф ункц и и  по п е р е ­

менной  ̂ с  помощью к у с о ч н о -л и н е й н ы х  ф у н к ц и й , к о т о р ы е  о б р а ­

зуют п р е д е л ь н о  плотную  с и с т е м у  в  п р о с т р а н с т в е  С С о }Т]

(Г̂ о/ (2)

где г
к * * - * г  = о,к +
I - {^ Ь 6 С £ к. } ?

~-  г - * .
< ? ф  -  з н а ч е н и е  ф ункции  в т о ч к е  .

Т р е б у я  у д о в л е т в о р е н и я  у р а в н е н и я  ( I )  в  у з л а х  ,

к = 2 , V I с е т к и  <игт и  у ч и т ы в а я ,  ч т о  *Щ,0)я0 ,

п о л у ч а е м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с т а ц и о н а р -а зн ач и т  

ных ИУ

/ о  к?

/г

■ >14/1

4

Г У' С л" м (!Г/+< /АЛL l __5<?<^Чл-ь,т-,г^ п± , г ) а
^ 0,-1 |  11 и+| С) V

(3 )

—- -1
п л X, ^
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Внутренние интегралы в уравнениях (3> нетрудно вычислить
ан ал и ти ч еск и

tП+4 и»\'М
,^ д (К и -г-гы) _ { г Л п 9(+м -г-гп )с>т
(г) '*1+4

|>Н4

О ( т )
б ( ^ - т - ^ Ы г

*М'Н

[ И п ^ г Г - № ш
{ , „+ГТ О ^ н - Г - Г , ^Ц-Ч I 1цЦ|

т
к * № ^ Н ; Г

Ч + Г ^игм

^  т -м  ~ ^ ^  6 (£ ~ Г х ц ) о!

Ь  Н Л- М ] 4й =
{пм ^

: {@и'Ку)[(и-т)1п £
1̂ 2

( ^ Г
{ -+ 1П+'1 ''\К\

^ И+Г ^-м-И

*н

£  (г )

Ц~|

0(^п-н~Г~^)с1г
■£вт

т - ^ ч  М ф - т - г ^ ^ г
к?

т-4

^ ^ Н ф О г + г - т ) ^ ! ± -  + . _

ГЧ ^
Г-2. 2 ^
*И 1г- Н̂+4~ £К + ̂1 и К\



Подставляя полученные выражения в уравнения ( 3 \  преобразуем 
их к виду

і
г ИлЧН у,,, г , Г -  '

(? > ь~-Хч,
где 1

'«К 41Ч < "г і
К

^+‘̂ V 3: ,^  ^  ^ г ж ^ - м - К  ^ П Н ^ Ъ - К  1 ]

(4)

і т
Ґ
‘»а

-  + \
И т _ и _ 1 1

г.
■ї

\
ГГ Г~

(ПИ-глУ -  ІІЇ- 
І І

Таким образом, получена последовательность стационарных ИУ 
относительно неизвестных функций (? ^ )  . Для численного ре­
шения этих уравнений необходима их дискретизация по простран­
ственной переменной.

В пространстве [\ введем некоторую прямоугольную декар- 
товую систему координат ( Х ± , %л ) .  Пусть граничный контур 

 ̂ задается параметрически следующим представлением

| (  **  = х 4 и )  ) 

[ х г  = х Л и )  , о( ̂ ^ X  і' 1/( 2 (5)
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причем X ,  (об) , Хг (Х) ~ дважды непрерывно-дифференциру­
емые функции. На отрезке С в в е д е м  сетку (§ 2.2) 
и определим следующую кусочно-линейную аппроксимацию для

Л т Vфункций Ц Щ) :

где Qi -  значение функции 0 ( Х1(сб), 0С2М ) в
точке оС= с1- , а аппроксимирующие функции Ф* (об) опре-
деляются формулой (2.13). Требуем удовлетворения каждого ИУ 
из последовательности (4) на множестве точек коллокации 
х£ = х ( х 1(оГ^) х г№ ) , когда параметры <1С задаются соот­

ношением (2.14). В результате получаем последовательность СЛАУ
птотносительно коэффициентов (у :

ИоС

2121 с = { , ^ ч  ,
И

/г* п ,г«с

21 21 22 ,
б = Ф <иМ 1г- % , *1^

об т
где Л] s ] { 3(об)Ф (об)£ ( Кг , об> с!об ?

;

•» •п+«=) {ы  Ф-м) 11А*+ 1>1й и ■ ̂>1 л ■*,
«1| '  к= о,-1

Зм) = [ ( х * ' « ) ) 1 + (х^оС))1] 1"* ,



б б

, Ю  1 I (х Мс^“ }, х, ( / д {м)

Нетрудно заметить, что подынтегральные функции, включающие 
множители £ ( Аг , сС, I , ) или В ^ (Ч, оГ, ) , имеют
особенности при оС -» сГс вида

1пНс + )/гн | ,

где С может равняться П г . £„м~ 1т  или <:,ж (И ’ •>). 
Для вычисления таких несобственных интегралов применяем метод 
Канторовича. Поскольку в окрестности точки оС= сГ- справедли­
во соотношение

к \ ( с +

- - (п. ^ ( оС( ) I о(, - оСс'

Г с

Ж ) и - б 1 + 0 ( * - £ ) г
2  С + 0 и-оГ<)а 

+  О( о С- о Г с )

в качестве вспомогательной функции метода Канторовича использу­
ем главный член этого разложения.

В результате применения метода Канторовича получим оконча­
тельный вид последовательности СЛАУ, подготовленный для про­
граммной реализации на ЭВМ. После определения коэффициентов ап­
проксимации плотности $ - ( у , Г )  , построение приближенного ре­
шения исходной задачи, а также проверка удовлетворения им гра-
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ничного у с л о в и я ,  п р о в о д и т с я  а н а л о г и ч н о  преды дущ им п о д г о д а м .

§ 3 . 2 .  С в ед е н и е  н е с т а ц и о н а р н о г о  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я  

к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  в  с л у ч а е  т р е х  п р о с т ­

р а н с т в е н н ы х  п ер е м е н н ы х .

Пусть р еш ен и е  н е с т а ц и о н а р н о г о  ИУ

11 £(#>'̂ ц)^1̂ ^ ^  (х £ ) ус в Ъ  ̂» О V )

ищется на н е к о т о р о м  к о н еч н о м  в р ем ен н о м  и н т е р в а л е  С 0 , T J  
Покрываем э т о т  и н т е р в а л  р а в н о м е р н о й  с е т к о й  0ГТ (§  З . Г  и 

вводим п р и б л и ж ен н о е  п р е с д т а в л е н и е  н е и з в е с т н о й  ф ункции  по ф ор­

муле ( 2 ^ .  В в ед ем  семейство в р ем ен н ы х  у з л о в  к о л л о к а ц и и  :

й  = + <- (Г 6 (4 , 1]  ,
где (Г -  п а р а м е т р  с е м е й с т в а  в р ем ен н ы х  у з л о в ,

■£к -  у з л ы  с е т к и  ссгт
Введем так ж е  в с п о м о г а т е л ь н ы е  р а з б и е н и я  гр а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и

ЦбЗ ;  ^  /ц *  К * } ^  <• $ >

Л 4 (%) = S  V <2*4 0  х)

Подобласть ^ /Х -) в к л ю ч а е т  т е  т о ч к и  п о в е р х н о с т и  $  ,

для которы х зап азд ы ваю щ и й  а р г у м е н т  ^  п р и н а д л еж и т  

временному п р о м еж у тк у

Т р еб у я  у д о в л е т в о р е н и я  ИУ ( г7’> н а  с о в о к у п н о с т и  вр ем ен н ы х  

узлов к о л л о к а ц и и , п о л у ч а е м  следующую п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с т а ц и ­

онарных ИУ

<&,(х)



6 8

и О ф  Ф*|Л̂ »\+4 ^ в & п+4 * I ( х Л ь - ц )  ~
Цх)

' Л  '  ( 8 )

л -  1 « ,- 2 1  .
Ц.-М сЙ̂ Сх)

К
где Р'Р -  з н а ч е н и е  н е и з в е с т н о й  ПЛОТНОСТИ в т о ч к е

ь ^ ,

К- [ 1 ! и Ц у  ] = Г * * + ' ^ > ^ 1 % - ]  -  К - 1  + [  < £ -  * . / 1 ч З  К. 'и А !  ■>

причем з д е с ь  СИМВОЛ г ]  о б о з н а ч а е т  целую  ч а с т ь  о т  ч и с л а .

Таким о б р а з о м , п р и м ен я я  п ош аговы й  а л г о р и т м  по в р е м ен н о й  п е ­

ременной к н е с т а ц и о н а р н о м у  ИУ (7 \  п р и х о д и м  к п о с л е д о в а т е л ь н о с ­

ти стационарны х ИУ ( 8 '  о т н о с и т е л ь н о  н е и з в е с т н ы х  ф ункций  

Во всех р а с с м о т р е н н ы х  выше с л у ч а я х  с р е д у ,  в к оторую  пом ещ аю тся 

граничные о б ъ е к т ы , п р е д п о л а г а е т с я  н е о г р а н и ч е н н о й . Т а к а я  п о с т а ­

новка з а д а ч  н е  п о з в о л я е т  у ч и т ы в а т ь  в л и я н и е  п о в е р х н о с т и  и д н а  

океана на п р о ц е с с  р а с п р о с т р а н е н и я  з в у к о в ы х  и м п у л ь с о в . Снимем 

ото о г р а н и ч е н и е .

Р ассм о тр и м  и сходную  з а д а ч у  в б е с к о н е ч н о м  с л о е .  П у сть  на 

версией п о в е р х н о с т и  с л о я  реш ен и е  и с х о д н о й  з а д а ч и  долж но р а в н я ­

ться нулю, а  на ниж ней п о в е р х н о с т и  с л о я  долж на р а в н я т ь с я  нулю 

нормальная п р о и з в о д н а я  э т о г о  р е ш е н и я . Т аки м  о б р а з о м , в е р х н я я  

плоскость с л о я  м о д е л и р у е т  п о в е р х н о с т ь  о к е а н а  с  у с л о в и е м  а б с о ­

лютного на н ей  р а с с е я н и я ,  а  ниж н яя п л о с к о с т ь  с л о я  м о д е л и р у -
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ет дно о к е а н а  с  у с л о в и е м  а б с о л ю т н о г о  о т р а ж е н и я  н а  н ем . Ч тобы  

не с т р о и т ь  во л н о вы х  п о т е н ц и а л о в  на н е о г р а н и ч е н н ы х  п л о с к о с т я х ,  

в о с п о л ь зу е м с я  ф у н кц и ей  Г р и н а  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  в у к а з а н ­

ном с л о е .

В п р о с т р а н с т в е  К в в е д е м  п р я м о у го л ь н у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  

(Х1 , х ,  , ) ,  П у сть  н иж н яя п л о с к о с т ь  с л о я  з а д а е т с я  с о о тн о ш е ­

нием Х у  0  , а  в е р х н я я  -  со о тн о ш ен и ем  <1 ( р и с . 4 ) ,  ф и к ц и ю

Грина д л я  с л о я  с т р о и м  с  и с п о л ь з о в а н и е м  м е т о д а  о тр аж ен и й  

Получаем п р е д с т а в л е н и е  следую щ его  в и д а
{А .

£(х.дЛ): ьи-ХъШ))  ]
1 = - »  ^ 2 к 10СФ  ’

где + _______________________ 7
< * > ? >  =

$г(х,у.)= 1хх-Чх)г+1хг-угу -.

Эта ф ункция я в л я е т с я  ф у н д ам етал ь н ы м  р еш ен и ем  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я ,  

а также у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и я м  на п л о с к о с т я х  с л о я  при  О 
| или х ъ-с1 . С целью  у п р о щ ен и я  п р а к т и ч е с к о г о  и с п о л ь з о в а н и я ,  

определим следую щ ее п р и б л и ж ен н о е  п р е д с т а в л е н и е  ф ункции Г р и н а

ихлЛ)-7~ НУ

Это п рибли ж енн ое п р е д с т а в л е н и е  т о ч н о  у д о в л е т в о р я е т  у сл о ви ю  на 

плоскости о ц = с ( , а  н а  п л о с к о с т и  Х^=0 у с л о в и е  у д о в л е т ­

воряется с  п о гр е ш н о ст ь ю . П оэтом у  следую щ ее и н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в ­

ление
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продолжение '

Р и о .  4 .  Пример конфигурации граничные поверхностей 

задачи в ограниченном пространстве.
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у д о в л етв о р я е т  в о л н о в о м у  у р ав н ен и ю  и у сл о в и ю  н а  в е р х н е й  п л о с к о с ­

ти, а  у сло ви ю  на ниж ней п л о с к о с т и  у д о в л е т в о р я е т  с  п о гр еш н о стью  

вели цини

Требуя, чтобы п р е д с т а в л е н и е  ''9) у д о в л е т в о р я л о  гр а н и ч н о м у  у с л о -

Вид э т о г о  ИУ во м н о го м  схож  с  ви дом  ИУ ( 7 ) .  Оба ИУ имею т в 

подынтегральных ф у н к ц и ях  при  ^ ^  X  о с о б е н н о с т и  о д и н а к о в о г о  

порядка. П оэтом у  з а к о н о м е р н о , ч т о  к ИУ ( .1 0 ' прим еним  т а к о й  же 

пошаговый м е т о д , к а к  и к  ИУ ' 7 ' .

§ 3 . 3 .  Ч и сл е н н о е  р еш ен и е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  

и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  п о ш а г о в о г о  м е т о д а  в о с е с и м ­

м етр и ч н о м  с л у ч а е .

У чет о с е в о й  си м м етр и и  п р о и зв о д и м  а н а л о г и ч н о  § 2 . 2 .  При 

этом, о д н а к о , д о п у с к а е м , ч т о  о б р азу ю щ ая  гр ан и ч н о м й  п о в е р х н о с т и  

состоит и з  к о н е ч н о г о  ч и с л а  г л а д к и х  у ч а с т к о в ,  каждый и з  к о то р ы х  

задается п а р а м е т р и ч е с к и  в ц и л и н д р и ч е с к о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  

1 ^  * £  , ^  ) .  Е сли  з а д а ч а  р а с с м а т р и в а е т с я  в с л о е ,  т о  о с ь

5

вию на п о в е р х н о с т и  , п р и х о д и м  к  следую щ ем у ИУ:
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должна с о в п а д а т ь  с  осью  Х 3 и с х о д н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т .  П усть  

гладкие у ч а с т к и  образую щ ей  з а д а ю т с я  следую щ ими п а р а м е т р и ч е с к и м и  

представлениям и

I
Г  -- Гр М ,

Р  ' /  £  =  1 г и ) ,  м< < Л  « /  ,

где ф ункции 2.М) -  д в аж д м  н е п р е р м в н о -д и ф ф е р е н ц и р у е м м е .

Аналогично § 2 . 2  н а  каж дом  и н т е р в а л е  с т р о и м  с е т к у

I К,? = {*<■£,р I £*СйГн], к,
и сетку  2</  ̂ н а  п р о м еж у тк е  Ео,Л] , а  т а к ж е  вво д и м  а п ­

проксимацию д л я  ф ункций  ^  РМ(ГГЫ)) £ (<$, 0)

в; 0.1 * ь л е  [ \ г . V /

где

+ ; Р *> - ]

'  ̂  ̂ж Р
к  1к р

X  ~ tL■J р

к

№  -  з н а ч е н и е  ф ункции  С/лЧ) в у з л е  °̂ 1\р 
Аналогично § 2 . 2  вы би раем  и п а р а м е т р ы  п р о с т р а н с т в е н н ы х  т о ч е к  

коллокации

п,р

о

3 = 1
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Применяя м е т о д  к о л л о к а ц и и  к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ИУ ( 8 \  а  т а к ж е  

и сп о л ьзу я  в в ед е н н ы е  р а н е е  о б о з н а ч е н и я ,  п о л у ч а е м  п о с л е д о в а т е л ь ­

ность СЛАУ о т н о с и т е л ь н о  к о эф ф и ц и ен т о в  Q^,P •

Р ^

Р>], ь ( М ) ( } ;

•'р А*

РМ J*-/ 5- 0,-1
П р  / 1^- л

7  _  -  ЧР
К  \

О
А|Р

Ж
№  М  И  5»*,1

Рг< ]м  £.<>,<

* 0 { Т П'Н (о(,) ь/; у Д)) Кр д )  'Хр °Ср ,У)оI  ̂ ?

6 ( Т ^ ( о С } К р1 [оС.о^^Д’] ^  р ^ ,  ^ д ) < 1  ^ }

<=■ 1 - 1  п  Цр- Кг(м,^ , ч ) А *  ] ,
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г; м[  ^ и ) г  + 2'г ы \ Ч ,а,

-- V  КРк°Ч.^ ,

£ ^ (  <■(.)* * Гр и } !1+(2}(<1-()- ХрМ)1 ~
.  -//V

" X Г^(оЦ) ГГ60 «$*( ] ,

у(гги)/ггы>>Г) ё Я сЫ щ ^ г^ .С )),

У(гги),2ры),ч) е 2£1Щ (й \Н(*№),

'  Кх(||(оГч ) 12?.^ ) ,Р ) , ^ 3  .

К н е с о б с т в е н н ы м  и н т е г р а л а м , определяю щ им  коэф ф и ц и ен ты  п о ­

лученной СЛАУ, а н а л о г и ч н о  § 2 . 2  п р и м ен яем  м е т о д  К а н т о р о в и ч а . 

Поскольку п ри  о ( '» с < 1-^ с п р а в е д л и в о  п р е д с т а в л е н и е

+ 0 и ~ < - ^ ] ‘, и
в к а ч е ст в е  в с п о м о г а т е л ь н о й  ф ункции  в м е т о д е  К а н т о р о в и ч а  и с п о л ь -  

эуем гл авн ы й  ч л е н  э т о г о  р а з л о ж е н и я .
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§ 3 . 4 .  Ч и сл е н н о е  р еш ен и е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы *  

и н т е г р а л ь н ы *  у р а в н е н и й  п о ш а г о в о г о  м е т о д а  в с у щ е с т ­

в е н н о -п р о с т р а н с т в е н н о м  с л у ч а е .

С чи таем , ч т о  п о в е р * н о с т ь  с о с т о и т  и з  к о н е ч н о г о  ч и с л а  

гладки* ф р а г м е н т о в  5 р : 5  = 0  5 ,  . П у сть  каждый и з  ф р а г м е н т о вР--1
задается  п а р а м е т р и ч е с к и

5

* 1  = )

У-1 - >

Хъ ^ Х з р (с1,^)>
^  ̂  р -5 14% р

Ч £ р >

где Хер -  дваж ды  н еп р ер ы вн о -д и ф х ф ер ен ц и р у ем ая  ф у н к ц и я .

На каждом п р я м о у г о л ь н и к е  «£ г = [I/.,Р} Ил р ]  *  [щ р г г £ ']

вводим с е т к у

где

= (* ‘ г  I ^ р  ‘  ч < г + и - 1 ) к « г, 4 ,^ , , 'М }  ^ ^ - г д Л ц »

^  * { Ь г 1  Я р = уч  + У - ,  ]- 1 ^ Т 7 ]  , к ^ - ь<е)/Ч г _

К |у н к ц и я ч  Ц (*,})= Хгеи , } ) , Гч  К / ) )  п р и м е -

няем к у с о ч н о -л и н е й н у ю  ап п р о к си м ац и ю  по каж дой  и з  п ер ем ен н ы *

л*»Р -  У '  У “  П" Ы  ,«.Р ,е ;  Р
Л— / —. У ъ + з у + б - и ^ М Т  ф
5 = <м в Г - - 0 ,1  г

^  6  СсЧ г . , £  6 ?**<.,/>] ,

1 ^ Р о(/

К,
- оСЗц£ 1 и 1.г , *1+1, р]
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/

±6*. Г

^•Н.р •" £ г ,0 ,
.̂рр

ег = 1
Я е  ̂%Р»>р > .Р̂+̂.р 1

т , ГГ)'"’' Л^’Г
ч ц -  з н а ч е н и е  ф ункции  V(*,$>) в у з л е  (^цр^чр)  с е т -

р
ки • В в ед ем  следую щ ее с е м е й с т в о  п а р а м е т р о в  п р о с т р а н ­

ственные т о ч е к  к о л л о к а ц и и

Л4

/  ^  &  ч ;  ^ <■*1 , с * - п * 1  + {  ,

/  « < £ .  + Ц . Ц . < • * 1 ,

- ^ ~  ^  «-ф +  1  ;

» Я  4 ^  ^ / ^ 1  ,, ^ 1 ,

1
л  -  £  ,

@  ̂ у.  ̂ '1

Врименяя м е т о д  к о л л о к а ц и и  к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ИУ ( 8 )  и и с ­

пользуя в в ед е н н ы е  д о п у щ ен и я , п р и го д и м  к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и
/■) см, Л

СИАУ о т н о с и т е л ь н о  к о эф ф и ц и ен то в  [р
•1^.0 'г£.ГПй ■‘•«Л.р

Т "
*2,у

21 41(1'Х)С,у+г" *<-Мч.гЛ
РгМ-^ 1М г*ои

$-= 4>ир , с - 1 7пч П  , 1 , ^ - М  ,

£  £  1 2 1  0 П11)С ' 4  -
И  £=< у -м  *=<?»< С=С,<
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^  . Л  , ~  И

р '1  1=1 \ М  5=ö,1 <г= 0,-7

* г  Ь у  Л*.р , _

3 = S,i Р-1 Ц»І М=< S.C.-I ?=(!,(
в! ’.1"1 ( ft, і)Р>1,І З 1

■х 2,Пі , f =  l * i r  , , j * i , n p,. H ,

r' e ^ m 'v

•X
î ,p K <

* G ( i  P ^ . р > ^ , й | . ) ) Я г , l j> )  ,

О м і-
^ Ч н . р

s,p

1 ,r J4 ?
-±

І ^ 9 ( Г р  №<ßi °(if- і J V f ) ^  p ,ßj£)dj> j

J f kf)=-[?i , fc,p)£f U,ß)- F / Uß ) j  ut ,

• - 2 1 ( ^ t e ' ^ ) ) 4 , m .
L—1 1*1

L i V ^ - У  ;
l -1

f  (o<' f  ' * * ^ w ' '  ^ х ^ Н {й ^ х ч ^ - х н ( ^ і ) ) Л Пн
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з(*<р<*>$>, Ц Щ Щ ы ,р )с -

§(*<Г Ы.р, хч и ,Р Л у «Р ^  Щ *(х ф 1  м  Лф, Пф)

П рим енение п р о ц ед у р ы  в ы д е л е н и я  о с о б е н н о с т е й  в н е с о б с т в е н ­

ны* и н т е г р а л а х  по м е т о д у  К а н т о р о в и ч а  п р о и з в о д и т с я  а н а д о г и ч н о  

§ 2 . 3 .

При п о с т р о е н и и  р еш ен и я  п р о с т р а н с т в е н н ы х  з а д а ч  ц е л е с о о б р а з ­

но у ч и т ы в а т ь  их с и м м е т р и ч н о с т ь  о т н о с и т е л ь н о  п л о с к о с т е й  X *  

%а~ Хл , . П у сть  п о в е р х н о с т ь  5  и ф у н кц и я  

у  обладаю т со о тв етств у ю щ и м и  си м м ет р и я м и . Т о г д а  а  - о е  у р а в н е ­

ние из п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ( 8 )  м ож ет б ы ть  з а п и с а н о  в в и д е

*

№ = •/ .71* ’

К )} (? ( рф'Д * - г*Кьр - V $
М-1 Я.< (х)

3

Х 6  $* )

к = л-4+Г^<г)/г-/^‘7 / ц ] ,
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где

Ї 5  -  т а  ч а с т ь  п о в е р х н о с т и  , к о т о р а я  о б р а з у е т  5  при 

отображения* о т н о с и т е л ь н о  имею щ ихся о с е й  си м м етр и и  з а д а ч и ,

^  ~ ,

К ~ Ь-Х.г

Д3 = сгЧ > К ~ Х̂3 л
К ~ СЛ^5

I  -  е с л и  е с т ь  с и м м е т р и я  о т н о с и т е л ь н о  ОСИ 0<С 

О -  е с л и  н е т  си м м етр и и )

ч“ Ч »  ,  1ч я  =  Г +
у.г

‘- - х

6- 1,3

1«) [ Е_ і*£ + (г і * -цъ -
ч М Д

Г,'5І = [ (2 сс*-Хс-Уі)г +
* м д

■//г

г,«м^а^*г*)4+ /^ч іш*-х^гГ*
Таким о б р а з о м  п р и х о д и м  к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с т а ц и о н а р н ы х  ИУ 

иго же т и п а ,  ч т о  и п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( 8  . З а  с ч е т  н е к о т о р о г о  

усложнения я д е р  у д а е т с я  с у щ е с т в е н н о  у м ен ьш и ть  о б л а с т ь  и н т е г р и р о -
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вания, а  з н а ч и т  с э к о н о м и т ь  в ы ч и с л и т е л ь н ы е  р е с у р с ы . С о о т в е т с т в е н ­

но, при э т о м  и з м е н я е т  ви д  и п р е д с т а в л е н и е  р еш ен и я  и сх о д н о й  з а ­

дачи:

и(%Л) -Х_ Л-  ̂
д=с,-|

(«')

3

* ё$

§ 3 . 5 .  Р е з у л ь т а т ы  ч и сл ен н ы х  э к с п е р и м е н т о в  по п о ш аго во м у  

м е т о д у .

О п и сан н ая  в н а с т о я щ е й  г л а в е  м е т о д и к а  п р и б л и ж ен н о го  р еш ен и я  

смешанной з а д а ч и  Д и р и х ле  д л я  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я  р е а л и з о в а н а  в 

виде д в у х  п р и к л ад н ы х  п р о гр ам м  д л я  о с е с и м м е т р и ч н о г о  и п р о с т р а н ­

ственного с л у ч а е в .  П рограммы с о с т а в л е н ы  с  и с п о л ь з о в а н и е м  и д е й  

структурного  п р о г р а м м и р о в а н и я  и вы полняю т т а к и е  же ф у н к ц и и , ч то  

и п рограм м а, р еал и зу ю щ ая  м е т о д и к у  и н т е г р а л ь н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  

(§ 2.4 \
О днако в р а б о т е  п р о гр а м м ,р е ал и зу ю щ и х  р а зл и ч н ы е  м е т о д и к и  

имеются и с у щ е с т в е н н е е  о т л и ч и я . Т а к  п р и м ен е н и е  к у с о ч н о -л и н е й ­

ны* ф ункций д л я  а п п р о к с и м а ц и и  н е и з в е с т н о й  п л о т н о с т и  по в р ем ен и  

в пош аговом м е т о д е  у п р о щ а ет  с т р у к т у р у  программ»-» по ср ав н ен и ю  с 

аппроксим ацией п олин ом ам и  Ч е б ы ш е в а -Л а г е р р а . О днако м е т о д  и н т е ­

гральных п р е о б р а з о в а н и й  п р е д п о л а г а е т  б о л е е  п р о с т о й  а л г о р и т м  ф ор­

мирования м а с с и в а  в е л и ч и н , сто ящ и х  при  к о эф ф и ц и ен т а х  а п п р о к с и ­

мации п л о т н о с т и  в п р авы х  ч а с т я х  СЛАУ. Э то о б ъ я с н я е т с я  б о л е е  

сложной с т р у к т у р о й  я д е р  и н т е г р а л о в ,  со став л яю щ и х  коэф ф и ц и ен ты  

СЛАУ в п о ш аго во м  м е т о д е .

При с р а в н е н и и  м е т о д и к  по э ф ф е к т и в н о с т и , решающим о к а з а л о с ь  

следующее о б с т о я т е л ь с т в о .  В о т л и ч и е  о т  м е т о д и к и  и н т е г р а л ь н ы х
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п р ео б р азо в ан и й , п о ш а г о в а я  м е т о д и к а  п р е д п о л а г а е т  ф о р м и р о ван и е  

разреж енной м атр и ц ы  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  СЛАУ и з н а ч и т е л ь н о  

меньше в ы ч и сл ен и й  при  ф о р м и р о ван и и  м а с с и в а  в с п о м о г а т е л ь н ы х  в е ­

личин, и с п о л ь зу е м ы х  д л я  в ы ч и с л ен и я  п р ав ы х  ч а с т е й  п о с л е д о в а т е л ь ­

ности СЛАУ. П ро вед ен н ы е ч и с л ен н ы е  э к с п е р и м е н т ы  п о к а з а л и  большую 

эф ф ективность п о ш аго в о й  м е т о д и к и  по т о ч н о с т и  при  меньш их з а т р а ­

тах маш инного в р е м е н и . П оэтом у п о ш а г о в а я  м е т о д и к а  бы ла и з б р а н а  

для реш ения б о л е е  слож ны х п р о с т р а н с т в е н н ы х  з а д а ч .

П рограммы, р еали зую щ и е пош аговую  м е т о д и к у , а п р о б и р о в а н ы  на 

решении р я д а  з а д а ч .  Ч а с т ь  п о с л е д н и х  н о с и л а  т е с т о в ы й  х а р а к т е р  и 

их реш ение служ и ло  п о д т в е р ж д е н и е м  п р а в и л ь н о с т и  р а б о т ы  п р о гр а м м . 

При реш ении о с т а л ь н ы х  з а д а ч  м е т о д и к а  и с с л е д о в а л а с ь  д л я  в ы р аб о т ­

ки р ек о м ен д ац и й  по е е  п р и м ен ен и ю . В х о д е  ч и сл ен н ы х  э к с п е р и м е н ­

тов у с т а н о в л е н о ,  ч т о  о п ти м альн ы м  з н а ч е н и я м  п а р а м е т р а  с е м е й с т в а  

временных у з л о в  к о л л о к а ц и и  я в л я е т с я  з н а ч е н и е  ( Г - 1  и ч т о  

соотношение ш а го в  по в р е м ен н о й  п е р е м е н н о й  / ц  и п р о с т р а н с т в е н  

ной п ер ем ен н о й  к ^  о к а з ы в а е т  с у щ е с т в е н н о е  в л и я н и е  н а  т о ч н о с т ь  

решения н е с т а ц и о н а р н ы х  ИУ. Е сли  в ы б р а т ь  з н а ч и т е л ь н о  меньшим 

чем к ̂  , м ож ет н а с т у п и т ь  я в л е н и е  н е у с т о й ч и в о с т и .  В э т о м  с л у ­

чае м ато и ц а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  СЛАУ с т а н о в и т с я  д и а г о н а л ь н о й .

Ниже п р и в о д я т с я  р е з у л ь т а т ы  н е к о т о р ы х  ч и сл ен н ы х  э к с п е р и м е н ­

тов. В б о л ь ш и н с т в е  э к с п е р и м е н т о в  и с п о л ь з у е т с я  30 п р о с т р а н с т в е н ­

ных у з л о в  к о л л о к а ц и и . В т е х  же с л у ч а я х ,  к о г д а  и с п о л ь з о в а л о с ь  

другое их  к о л и ч е с т в о  э т о  у к а з ы в а е т с я  о с о б о .  З н а ч е н и е  п а р а м е т р а  

ц  п о д б и р а л о с ь  и з  у с л о в и я  н а и б о л е е  т о ч н о г о  у д о в л е т в о р е н и я  

граничного у с л о в и я  в т о ч к а х ,  н е  совпдаю щ их с  к о л л о к ац и о н н ы м и .

I .  В к а ч е с т в е  п е р в о г о  т е с т о в о г о  п р и м ер а  р а с с м о т р и м  з а д а ч у  

I из § 2 . 4 .  В т а б л . 6  п р и в е д е н ы  м а к си м а л ь н ы е  о т н о с и т е л ь н ы е  п о ­

грешности у д о в л е т в о р е н и я  гр а н и ч н о м у  у сл о в и ю  п ри  р а зл и ч н ы х  э н а -
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чениях ^  . В табл .7 проведено сравнение приближенного реше­

ния с аналитическим для различных удалений Я  от граничной 

поверхности, а в табл .8 приводятся максимальные отклонения этих 

решений друг от друга. Для сравнения, в таблицах б и 8 приве­

дены значения относительных погрешностей и отклонений, получа­

емых: с помощью метода преобразований. Четко наблюдается преиму­

щество пошагового метода.

2. В качестве второго тестового примера рассмотрим задачу 

2 из § 2 .4 . Временной интервал определения плотности [*0,6] 

разбивался на 30 подинтервалов С = 3 0 '. Погрешность удов­

летворения граничному условию составляла 6 ,2 ^  Сравнение приб­

лиженного решения с аналитическим решением стационарной задачи 

приводится в табл.9. В табл. 10 приведены максимальные отклонения 

приближенного решения от аналитического в различных точках наб­

людения для пошагового метода и метода преобразований. Здесь так­

те наблюдается преимущество пошагового метода.

3. Пошаговым методом решена также и задача 3 из § 2 .4 . При 

расчетах использовано 24 подинтервала разбиения временного интер­

вала [0,12 ]  . Погрешность удовлетворения граничному условию 

составляла 0 ,7^  в случае а ' и 4 ,7^  в случае б ',  что значительно 

меньше чем для метода преобразований (см. п .З  из § 2 .4 '.

Сопоставление результатов, полученных пошаговым методом и 

методом преобразований, показывает их близость по сравнению с 

погрешностью удовлетворения граничному условию. Это говорит о 

допустимости применения обоих методов к решению данной задачи, 

а также об их корректной программной реализации.

Приведен также расчет задачи 3 с воздействием на оболочку 

(рис.За' импульса синусоидального типа, половинки которого сос­

тавляют В -сплайны 'рис. 5 6 '.  При этом же значении макси­

мальная погрешность удовлетворения граничному условию составляла
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Табл.6. Максимальная погрешность решения при удовлеТ' 

ворении граничному условию /задача I / .

с/ = 8 .0

О
•II

^0 сі = 1 .0

-  1 4 * Л 6” п* * 17

$■
0 .5 9 1 0 .9 6 1 3 .3 ?

8" 0 .9 3 1 0 •

£ -  погрешность пошагового метода
$! -  погрешность метода преобразований /т а б л Л , § 2 .4 /

Табл. 7. Сравнение приближенного решения с аналитическим 

/задача I / .  

с1 = 8 .0 , Ь* = 24

а = і .о

О
•

ОьчИ

т прибл.реш. аналит.реш. т прибл.реш. аналит.реш.

1.0 0.0 0.0 10.0 0.0 0.0
2.0 0.0І56І 0.01562 I I . 0 0.002841 0.002841
3.0 - 0.12499 0.12500 12.00 0.022731 0.022727
4.0 0.35942 0.35937 13.0 0.065345 0.065341
5.0 0.50005 0 .5 14.0 0.090908 0.090909
6.0 0.35936 0.35937 15.0 0.065341 0.065341
7.0 0.12498 0.12500 16.00 0.022730 0.022727
8.0 0.01562 0.01562 17.0 0.002840 0.002841
9.0 -0.00001 0.0 18.0 -0.000004 0.0

10.0 -0.00001 0.0 19.0 -0.000004 0.0
II.0 0.0 0.0 20.0 0.0 0.0
12.0 0.00002 0.0 21.0 0.000007 0.0
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