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На основі загального розв’язку рівнянь рівноваги для трансверсально-ізотропного сере-

довища у сферичній системі координат у рамках другого варіанта методу збурення форми 
границі (МЗФГ) отримано з врахуванням  перших трьох наближень розв’язки задачі про  
напружено-деформований стан (НДС) товстих оболонок обертання, обмежених поверхнями 
з малою амплітудою  відхилення від сферичних. Згідно аналітичних розв’язків отримано  
числові дані, які дозволили провести аналіз напружено-деформованого стану оболонок під 
дією постійного або змінного осесиметричного (внутрішнього і зовнішнього) тиску.. Залеж-
но від геометричних параметрів рівнянь неканонічних поверхонь для різних форм оболонок 
показано їх вплив на перерозподіл напружень порівняно з випадком сферичної оболонки 
(канонічна форма – нульове наближення).  

Ключові слова: товсті неканонічні оболонки, близькі до сферичних, постійний і змін-
ний тиск. 

 

Вступ 
Замкнуті товсті оболонки як із сферичною так із близькою до неї не-

канонічною формою поверхонь мають широке застосування у вигляді 
резервуарів для зберігання зрідженого газу або нафтопродуктів. Інші еле-
менти конструкцій у вигляді неканонічних оболонок з гофрованою фор-
мою поверхонь рівняння яких у сферичній системі координат залежить 
від кута широти () або довготи () мають значний інтерес на предмет 
дослідження їх стійкості в умовах високого зовнішнього тиску. Зокрема, 
експериментальні дослідження у роботі  [1] показали, що втрата стійкості 
гофрованої сферичної оболонки із поверхнею рівняння якої залежить від 
координати  мала місце тільки при величинах критичних навантажень у 
тричі більших ніж у випадку сферичної оболонки. Тому актуальними є 
дослідження величини концентрації напружень зумовленої різкою зміною 
кривизни неканонічної поверхні оболонки.  

 

 Неміш В.М, Чорнописький Д.Г. 
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1. Поcтановка і методика розв‘язку граничних задачі про пружну 
рівновагу неканонічної оболонки обертання з неортогональними по-
верхнями.  

Розглядаються товстостінні пружні оболонки з внутрішньою і 

зовнішньою поверхнями, які задані рівняннями 

)

0S  

 1S  

~ (l l lS r r f  

1; const 10(r r  , 1, 1 1; 0,1),ll l                              (1.1)  

де r, ,  — безрозмірні сферичні координати ( – кут широти, довго-
ти  — амплітуда відхилення  неортогональної поверхні від сферичної 

або  ). Комбінація параметрів )
, 

 = 1 ( 0r  1r r  l  1; 0( l   

 прийняти 

ямні косинуси 

0)

у рівняннях 

дозво верхні і оболонки еквівалент-

еквідис ), відповідні і

до

(4

ними

.1) 

 (

нормалей

лила по

тантними

0n


 до  і n


 0S  

якщо

  

 1S  

 

( ,t r 

умовно

напр 0tn   1tn  

 1  0 1;n n   рівні за величиною і 

протилежні за знаком, тобто 

1tn .                                   (1.2) 

До  задані рівняннями (1.1) 

при відповідає оболонкам пос-

тійної товщини. Згідно параметричного рівняння (1.1) отримуємо вісім 
варіантів форм оболонок, які приведено у табл. 1. 

Таблиця 1  
 

Варіанти 
оболонок 

Рівняння внутрішної 

поверхні S

( 0 0 0cos( , ) cos[( , ) ]t n t n tn e e e e    
   

еквідистантних належать поверхні 0S , 1S , які

 значенні 1l  , взятому одночасно, що 

Рівняння зовнішної 

поверхні S1 0; 11    0 0; 10    

I r  1 r  r1 + εf() 
II r  1 + εf() r  r1 
III r  1 r  r1 – εf() 
IV r  1 – εf() r  r1 
V r  1 + εf() r  r1 + εf() 
VI r  1 – εf() r  r1 – εf() 
VII r  1 + εf() r  r1 – εf() 
VIII r  1 – εf() r  r1 + εf() 
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При осевій симетрії форми поверхонь (1.1) оболонок і заданих на них 
відповідно осесиметричних зусиллях і граничні умови мають ви-

гляд 

0;

 0t   1t  

0, I VIII0 0 0( )rr r r rSn n   


   ;
0, I VIII0 0( )r r Sn n     


      (1.3)            

1,1, I VIII1 1( )rr r r S rn n   


   1; 1, I VIII1 1( )r r Sn n    


   

де   tl l te  
 

,re e
 

 ( — одиничні орти координатних осей). При цьому 

вектори зовнішніх зусиль l


( rl , l – проекції вектора), заданих  на гра-

ничних поверхнях,  допускають представлення 

 ,i i e  
 

ni                                                                                            (1.4)  

де знаку “+” відповідають розтягуючі зусилля, а   “–” – стискаючі.  
Напрямні косинуси одиничної нормалі rln , ln   nle


 

1n e 

для внутрішньої 

ої )0 0 0( )n r re n e n e  
  

і зовнішнь 1 1( n r re n e 
  

 поверхні згідно       

[ 2 ] визначаються формулами  
1
22

1
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r

n dr
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
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                                                          (1.5) 
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
              

  ; 0n n0 1                        

при

Задовільнити крайовим умовам (1.3) безпосередньо неможливо, тому 
що в даній постановці задачі по крайній мірі одна із граничних поверхонь 
(1.1) є некоординатною, Тому] у випадку осевої симетрії розв’язки 
поставленої задачі для переміщень і напружень у довільному наближенні 
мають вигляд )

 ( )l lr r f   . 
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0S  і 1S  згідно рівнянь (1.1) є 

ження (1.6) на граничних пове
в околі 1 11, ( 1;r r r r  

( ) 3

n 0

( )n n
mt mt O  





 
аниці зусилля і форма повер

такими, що шукані переміщен

рхнях допускають розклад у 
0,1)l   

                 (1.6)   

хонь оболонки 

ня і напру-

ряди Тейлора 
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Якщо згідно (1.1) надати змінній r у виразах

( )l lr r f   і перейти до їх розкладу у ряди за 
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Зауважимо, що згідно оцінок [ 2 ] область збіжності функціонального 

ряду визначається через значення величин lA , lB  із (1.8) і залежить від 

геометричних параметрів рівнянь (1.1) щодо умов  застосування МЗФГ 
для розрахунку НДС оболонок обертання з неканонічними поверхнями.  

Якщо вектор зовнішніх зусиль у вигляді (1.4) спроектувати на 
координатні осі  

,l r l nl r l rl rle e e n                                                           (1.9) 

,l l nl l le e e n             
l

то на основі виразів (1.8) його компоненти можно отримати у вигляді 
рядів за степепями
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  





 
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                                            (1.10) 
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Тоді на основі (1.3) і розкладів (1.8), (1.10) у довільному наближенні 
граничні умови отримаємо у вигляді    (j = r, ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1

l

n s n s s n s n

j l j j jlr r

n

r r l
s

D D    





      


1( 0 ~ 1; 1 ~ ).l r l r r     

    ( 1),n        (1.11)               

Тут 
( )

1

s

lD , 
( )

2
s

lD  – диференціальні оператори визначаються для кожної із 

гр хонь (1.1) через функцію і у довільному 

наближенні для осесиметричних задач мають вигляд  

аничних повер  ( )f   

( )

!

s
s l

l

s

s

f
L

s r

 


 ,

( ) ( )
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0
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l
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f
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r 
 

  




 
  

 
 ,          (1.12) 
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2
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s
s

l
l

kl

f
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r













   .        

Для розв’язку поставленої вище задачі обмежимось першими трьома 
наближеннями. Тоді згідно з [2 ] вирази для переміщень і напружень від-
повідно мають вигляд ) ( , ; , ,t r m r    

2
( ) 3

0

( ),n n
t t

n

u u O 


  

іна  граничних поверхнях н

2
( ) 3

n 0

( )n n
mt mt O  




еканонічних поверхнях 0S  і 

                  (1.13) 

1S   

( ) ( ) 3
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0 0

( )
( , ) ( , ) ( )
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s
n l

t l mt

s s
n s n s

mt S t

r rl

n

s
n s

u
f
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s r

 
   

 






 
  

 
 

при 1 11, ( 1; 0,1)r r r r l     

                  

Згідно (1.9) у перших трьох наближень отримаємо розклади за степенями 

  напрямних косинусів   для нормалі  1rn , 1n   1ne


 зовнішньої поверхні 

3                                          (1.14) 

,
де   

1S  
2

1 1 0 1 2cos( , ) ( ),r n rn e e O         
 

1 1 0 1 2cos( , )nn e e          2 3( )O   
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


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
  

Вирази напрямних косинусів одиничної нормалі 0rn , 0n  0ne


 для 

внутрішньої поверхні отримає  при значенні 0S  мо із (1.14)  1 1r  , тобто 

3
                          (1.15) 

,
де 

2
0 0 0 1 2cos( , ) ( ),r n rn e e O           

2 3
0 0 0 1 2cos( , ) (nn e e O             )  

0 1,    1 0,    

22
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2
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2

f

d

d 
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, 0 0,   

  1 0
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,

df
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
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
  

2
2 0

( )
( ) .

df
f

d


  


   

Згідно умов (1.10) вважаємо, що товстостінна ізотропна або трансвер-
сально-ізотропна оболонки виду I—VIII знаходяться під дією 

внутрішнього і зовнішнього 0


  1

тиску 

0
0 0 0  ;nS

e  
 

1
1 nS

e 1 1  
,                                                         (1.16) 

де величини  інтенсивності   

Тоді згідно (1.14) – (1.16) представимо розклад проекцій зусиль на 
зовнішній поверхні в ряди по степенях  вигляді  

   

,                                                     (1.17)  

де  

 0 , 1

 у
(0) (1) 2 (2) 3

1 1 1 1 ( ),r r r rF F F F O     
(0) (1) 2 (2) 3

1 1 1 1 ( )F F F F O        

(0) (1) (2)
1 1 1 1, 0,r rF F F   r

22
1 1

2
1

( )

2

df

r d

  


 
  

; 

(0) (1) (2)1
1 1 1

1

( )
0, ,

df
F F F

r d   
 


 

2
1 1

2
1

( )
( )

df
f

r d

  



  
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на внутрішній поверхні 

    

                                                     (1.18)  

де  

(0) (1) 2 (2) 3
0 0 0 0 ( ),r r r rF F F F O     

(0) (1) 2 (2) 3
0 0 0 0 ( ),F F F F O        

22
(0) (1) (2) 0 0

0 0 0 0

( )
, 0,

2r r r

df
F F F

d

  



       

 ;

(0) (1) (2) 2
0 0 0 0 0 0 0

( ) ( )
0, , ( )

df df
F F F f

d d  
 

    
 

    . 

Таким чином, на основі співвідношень (1.11), (1.12), (1.14) і розкладів 
у ряди (1.15), (1.16) і (1.17), (1.18) у перших трьох наближеннях граничні 
умови на поверхнях оболонок різної форми (табл. 1; варіанти I–VIII ) 
отримуємо для напружень у наступному вигляді: 

на зовнішній поверхні 

1

(0)
1;rr r r

 

   

1
1

(1) (1) (0) (1) (0) (1)
11 21 1[ ]rr rr r r r rr r

;D D F   
     

1
1

(1) (1) (0) (1) (0) (1)
11 21 1[ ]r r r rr r

;D D     
    F                                              (1.19) 

 
1

1

(2) (1) (1) (1) (1) (2) (0) (2) (0) (2)
11 21 11 21 1[ ]rr rr r rr r r r rr r

D D D D      
      F ;                     

 
1

1

(2) (1) (1) (1) (1) (2) (0) (2) (0) (2)
11 21 11 21 1[ ]r r r r rr r

D D D D         
       F 

на внутрішній поверхні 

 (0)
1 0 ;rr r    (0)

1
0;r r


  (1) (1) (0) (1) (0) (1)

10 20 1 01
[ ]rr rr r r rr

;D D F   
     

(1) (1) (0) (1) (0) (1)
10 20 1 01

[ ]r r rr
;D D     

    F                                              (1.20) 

 (2) (1) (1) (1) (1) (2) (0) (2) (0) (2)
10 20 10 20 1 01

[ ]rr rr r rr r r rr
D D D D      

       F

 (2) (1) (1) (1) (1) (2) (0) (2) (0) (2)
10 20 10 20 1 01

[ ]r r r rr
D D D D          

      . F

Тут )  – диференціальні оператори, які у перших 

трьох наближеннях мають вигляд  

 ( ) ( )
1 2, ( 1,2; 0,1s s
l lD D s l 

1

(0) (0)
1 2 01; 0; ( 1; )l lD D r    r (1) (1)

1 2( ) , ( );l
l l l

l

D f D f
r r


  

   


 

2
(2)
2

1
( ) ( ) , ( ) .l

l
l l

df
D f f f

r r r


  


      d

                                        (1.21) 
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Отже, параметрична  форма представлення рівнянь поверхонь (1.1) і 
диференціальних операторів (1.21), коефіцієнтів розкладу зовнішніх зусиль у 
ряди по дозволило у перших трьох наближеннях отримати граничні умови 
та розробити загальний алгоритм розрахунку НДС ряду ізотропних і трансвер-
сально ізотропних оболонок із складною геометричною формою поверхонь, 
що знаходяться під дією внутрішнього або зовнішнього  тиску.  

За вихідне нульове наближення береться точний розв’язок відповідної 

граничної задачі для порожнинної сфери. Згідно умов (1.19), (1.20) розв’язок 
задачі у першому і другому наближенні зводиться до розв’язку послідовності 
просторових задач для порожнинної сфери. При цьому для побудови гранич-
них умов у кожному із наступних наближень використовуємо розв’язки, які 
отримані у попередніх наближеннях. По аналогії з нульовим зберігається 
аналітична структура розв’язків у вищих наближеннях, які автоматично 
задовільняють рівнянням рівноваги. Це дозволяє ефективно застосувати МЗФГ 
при визначенні НДС товстих неканонічних оболонок у випадках коли 
відповідні просторові граничні задачі допускають у сферичних координатах 
точні аналітичні розв’язки у нульовому наближенні для ізотропного і транс-
версально ізотропного матеріалу.. 
2. Загальні розв‘язки рівнянь рівноваги у вищих наближеннях.  

Відмітимо, що основна перевага варіантів МЗФГ [2 ] у розв‘язку задач 
пружності для тіл з неканонічними поверхнями  над іншими наближени-
ми аналітичними методами полягає у збереженні вигляду структури рів-
нянь рівноваги при переході побудови  розв‘язків від попередніх  до на-
ступних наближень.   

Вважаємо, що матеріал пружного тіла має трансверсально ізотропні 
властивості відносно довільного радіуса-вектора, який проведений із за-
гального центру сфер в дану точку (сферична ізотропія). Для осесимет-
ричних задач у випадку трансверсально ізотропних тіл у формі оболонок 
з осьовою симетрією поверхонь відносно осі z під дією осесиметричних 

сил у довільному наближенні переміщення

   

 (0)
mn  

 ( )j
ru , ( )ju  ( ( ) 0ju  ) (згідно з 

[ 4 ] допускають через потенціальні функці ння у 

вигляді 

ї ( )j
n ( ,r )  представле

( )
( )

0

;
j

j n
r n

n

u k
r









( )

( )

0

1
.

j
j n

n

u
r 








     (kn  const )                         (2.1) 

Якщо скористатись зв‘язком переміщення –дефориації згідно   уза-
гальненого закону Гука для трансверсально- ізотропного тіла, то  в 
сферичній системі координат вирази для компонент тензора напружень у 
вигляді  
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( ) 2
3313 ( )

1 2( ) ( )
0 1311 12

2
,

2

j
jrr n

nj j
n

cc k
k

cc c r r r 


 





                                 
 n             

( ) ( ) ( )
11 12 2

0

( ) ;j j j
n

n

c c  




      ( ) ( )
44 3

0

,j j
r n

n

c




             (2.2)         

äå диференціальні оператори  i  (i = 1, 2, 3) визначаються виразами 
2

1

2 2
2

1
;ctg

r


 
     

        

2

3

1 2
(1 )nk

r r r 
  

       
 lmc 

визнач

  

пружні постійні. При цьому потенціальні функції ають-

ся виразами 

 ( ) ( , )j
n r   

1
( ) 2( , ) ( )

nij
n nr r P p  ( cos )p 





  ,             (2.3)

а їх вигляд істотно залежить від значень коренів характеристичного 

рівняння  

0 ,                                             (2.4)  

яке слідує із однорідних рівнянь рівноваги. Коефіцієнти рівняння 

(2.4) залежать від пружних постійних трансверсал опного 

матеріалу, індекса п полінома Лежандра Відпов значення  

виразу виразу /2 корені рівняння = 1, 2, 3, 4) жуть бути 

дійсними (різні , кратні) або комплексними для яких справедливі вирази 

2 .

 niv

4 22n n n nv a v b  
 ,n na b  

ьно ізотр

ідно до 

мо

lmc

 (nP p

 1nv

) . 

 (і  2 1( )n na b  

1 2 1/2 1/

2

[ ( ) ]n
n n n

n

v
a a b

v

 
    

 
 2 ; 3 2 1/2 1/

4

[ ( ) ]n
n n n

n

v
a a b

v

 
    

 
                   

Постійна величина nik  у виразах (2.2) приймає значення  

2
11 44

13 44

1
( 1)

4
.

1 1
( )( )

2 2

ni

ni

ni ni

c n n c c
k

c c c



 





     
 

      


   

 


Для кожного із окремих значень коренів у роботі [3 ] приведено де-

тальний аналіз побудови загальних розв’язків рівнянь рівноваги через 
потенціальні функції типу (2.3) у випадку неосесиметричних задач.  

Загальним у побудові МЗФГ наближених розв’язків задач для 
неканонічних областей, близьких до сферичних, із застосуванням 
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диференціальних операторів (1.12) або (1.21) є ріст індекса п поліномів Лежан-
дра у кожному із наступних наближень.  

При числових розрахунках НДС неканонічних тіл безпосередньо отримує-
мо широкий діапазон зміни величин елементів (коефіцієнтів) матриць при не-
відомих алгебраїчних систем, отриманими із граничних умов (1.19), (1.20) на 
згідно виразів для переміщень (2.1) і напружень (2.2). Зокрема, одна група ве-

личин елементів типу при прямує до 1/2nivr    0ni >    при а інша 

для при   зміни и  мат-

риць  п овог ку  алгебраїчних янь з 
по ями я розрах НДС нічних 

товсти нок шукати  розв’язки рез у ко-

жному із наближень, наприклад, у випадку дійсних і різних коренів  у  вигляді  

 n  , 

н елементів

систем рівн
 некано
( ) ( ,j
n r

 0ni <  

  складає
гано обум

х оболо

 n
робле

овленими

  до

 до 0.

му  числ
 матриц

цільно 

Такий діапазон

о розв’яз
. Тому дл

 загальні

велич

унків 

 че  )  

( )
1

( )
2

( )
3

( )
4

1/2

1/2( ) ( )
1 2

1( )

1/2

1/2( ) ( )
3 4

1

( , ) (cos ),

j
n

j
n

j
n

j
n

v

vj j
n n

j
n n

v

vj j
n n

r
A B r

r
r P

r
A B r

r

 









         
  
   
   





де 
( ) 1/2( ) ( )

1 ( 1, 3);
j

nivj j
ni niA A r i  ( )

               (2.5) 

j
niB ( 2, 4)i – довільні

значаються із граничних умов; 1r

 постійні, які ви-

 зовнішній радіус порожнинної сфери. 
Для побудови аналітичних розв’язків запропоновано представлення  

потенціальних функцій у вигляді (2.5). Такий підхід дозволив у довільно-
му наближенні згідно  граничних умов  типу (1.19), (1.20)  для визначення 

невідомих ( ) ( ),j j
ns nsA B

  по величині

стання членів

  (s = 1,2) отримати алгебраїчні системи рівнянь з  об-

меженими  елементами  матриць  a  1 на відміну від випад-

ку викори  розв’зку у вигляді
ij

 ( )j
nsA 1/2nsvr   для яких число ns  

із збільшенням номера наближень істотно зростає.  
Користуючись рекурентними співвідношеннями для поліномів Лежандра, 

згідно з формулами (2.1),(2.2) у випадку осесиметричних однорідних рівнянь 
рівноваги в j-му наближенні отримуємо вирази для переміщень  

 
1

12
( ) ( ) ( ) 2
,

0 1,3 2,41

( , ) ( ),
ni

nij j j
r o ni ni n

n i i

r
u r A B r P p

r









  

 
        

              (2.6) 
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 
1

12
( ) ( ) ( ) 2

,o
1 1,3 2,41
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nij j j n
ni ni ni ni

n i i

dP pr
u r A k B k r

r d




 







  

 
        

   

і напружень 

 
3

32
( ) ( ) ( ) 2

,
0 1,3 2,41

( , ) ( ),
ni

nij j j
rr o ni ni ni ni n

n i i

r
r A B r

r


   






  

 
        

   P p     (2.7) 

 
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32
( ) ( ) ( ) 2

,
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( , ) ,

ni

nij j j n
r o ni ni ni ni

n i i

dP pr
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2ni ni nic k    . 

Якщо у виразах (2.6), (2.7) невідомі постійні ( )j
niB  (і = 2, 4) покласти 

рівними нулю, то отримуємо розв’язки задачі нцентрацію напру-

жень у середовищі з  неканонічним включенням, падку

про ко

а у ви  ( )j
niA  = 0 (і = 

1, 3) – з порожниною.  
З урахуванням перших трьох наближень компоненти вектора перемі-

щень і тензора напружень у внутрішніх точках неканонічних оболонок з 
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точністю  до визначаються на основі формул (1.12), а на гранич-

них і поверх я

 3( )O   

нях рівн  * ( )lr r f     при 1 *1 r r   – згідно з (1.13). 

На площадках неканонічних граничних поверхонь з нормалю і до-
тичними в точці її основи векторами та s  переміщення  
за формулами  

 n  
визначаються   

;n r ru u n u n    ;s r ru u n n u   

2 ;r rn n 

  

                                (2.8) 

),
де на неканонічних поверхнях складові для переміщень і напружень у 
правих частинах (2.8) визначаються за формулами (1.13).  

 3. Числові розрахунки НДС неканонічних товстостінних оболонок 
під дією внутрішнього і зовнішнього тиску.  

Для ізотропних і трансверсально ізотропних оболонок різної конфігу-
рації з граничними поверхнями, близькими до сферичних, що описуються 
рівняннями у параметричному вигляді (табл.1;  варіанти I—VIII), викона-
но ряд числових розрахунків НДС під дією постійного і змінного внутрі-
шнього або зовнішнього тиску, що змінюється  за законом 

2 2
nn rr rn n    

2 2 2 ;ss r rr r rn n n n         2 2( ) (ns rr r r rn n n n         

0
0 10 20( cos 2 );

S
   

1
1 11 21( cos

S
     2 ) ,  

.                                                                         (3.1) 


 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.1, IV.  

Розрахунки отримано для ізотропних оболонок при

0 1 const, 0,1,i i i   

 0,1; 0,25    

ого матеріалу корені(  – коефіцієнт Пуассона). Відмітимо, для  ізотропн  
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характеристичного рівняння (2.4) визначаються за формулами 
( )
1

( )
2

3
,

2

n
n

n
n

n




            

( )
3

( )
4

1
.

2

n
n

n
n

n




           
                                                         (3.2) 

                         
 
 
 
 
 
 
 
 
                      
 
 
 
 
 
 
                                                                   Рис. 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                 Рис. 3 
На рис. 2 ,3 показано розподіл меридіональних і кільцевих на-

пружень залежно від кута на зовнішній пове- 

                             

                                          

 10/   

внутрішній і  10/      



14                   ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2016. № 95 

 

рхнях оболонки виду IV (рис. 1  ), 0 11; 0     

рихові лінії відповідаю
Змінна товщина оболон

 люсі та значне змен

під дією постійного внут-

рішнього тиску . При цьому шт ть розподілу напружень 
у порожнинній сфері ( = 0). ки на рис.1 (збільшення 
 
товщини у по шення



 0 1| 1r      1

2

| 1r


 

    

на екваторі (за рахун зміни  внутрішньої поверхні) 
ілюструє (суцільні лін значний оділ величини напру-
жень порівняно із сфе ичною  форма – штрихові 
лінії). При  заданих  геомет товщина оболонки на 
екваторі у два рази  за 

На екваторі зі рони вн  неканонічної поверхні 
напруження мериді альні для онки рівні значенням 

= 0,248 і відповідно для кільцевих 

5 і я величини напруження 

 відповідають значення 

 у 1,7 рази ) та 

і  у 2,59 рази ) 

На полюсі зі и вн  неканонічної поверхні 
меридіональні і кільцеві напр ї оболонки рівні значен-

ням  =2,654 (збільшення 

у нішній поверхні 

11  (істотне змен-

шення величини напр ). неканонічної оболонки з 
складною формою гр их  значний вплив зміни 
товщини на перерозп діл велич орівняно із сферичною 
формою оболонки.  
                                                     Таблиця 2  

Наближення ) 

ок 
ії) 
р

вище
менша
сто
он

 

(0


ш

(0)


сторон
 

/ /
 ) 

 
ужень
аничн
о

неканонічної форми
 істотний перерозп

оболонкою (канонічна
ричних розмірах,  

товщину в полюсі.  
утрішньої поверхні

 неканонічної обол

10/ 1,753  та 

1,753  (збільшенн

верхні напруженням

10 1,253  (збільшення

1,253  (збільшення

утрішньої поверхні
уження для неканонічно

1,753 ; 10/  = 
відповідно на 

253 10/  = 10/ 
Приведені дані для 
поверхонь  ілюструють

ини напружень п

                           
 (  /2; S0, IV

10/ 

10/ 
у 1,9 рази

10/ 

10/ 

(0)
 

)
10/ 

ній по
(0) / 

10/ 

3,3  

). На зовні

= 2,163 

3,241  

9  

і 

 

 (0) (0)
10 10     

 1,46 рази та 
) (0)

10 10/ / 1,    ;

10/
зов

 =0,0(0


r1 нульове ,  друге 
 % 

)2(
 , 10


)0(


% 

перше 
)1(

 , 

 %  
1,3 1,753  1,191 35,5 0,415 12,3 3,359 52,2
1,4 1,360  0,644 29,7 0,166 7,6 2,170 62,7
1,6 0,984  0,250 19,6 0,040 3,2 1,274 77,2
1,8 0,810  0,114 12,2 0,012 1,3 0,936 86,5
2,0 0,714 92,7 0,053 6,9 0,003 0,4 0,770 
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Для оболонки  на рис.1 у табл.2 наведено числові результати зміни ве-
личини максимальних кільцевих напружень, які характеризують швидку 

збіжність ітераційного процесу при збільшенні параметра товщини .  

На рис. 4 для трансверсально ізотропної оболонки складної форми з пос-
тійною товщиною показано розподіл меридіональних і кільцевих напружень 
на внутрішній поверхні під дією зовнішнього нерівномірного тиску, що 

змінюється згідно із  (3.1) в якому прийнято

 1r

 0S  

законом  
1

1 11 (1 cos2 )
S

    . 

При цьому поверхні олонки (варіант V) задані рівнянням  

де

 об

 
iS 

cos ,i ir r k   0 1 1; 6k   . 

нків приймалися

= 6,17; с44 = 1,64; 

Пружні і геометричні харак -

оз  наступними: (  1010 Па): = 

17; 

тери

с11 стики оболонки для р

5,97; с12 = 2,62; с13 = 2,

раху

с33 

ijc 

;0 11, 1, 4 0,1r r   . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                          Рис.4  
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Закон зміни зовнішнього тиску відповідає максимальному наванта-
женню оболонки в полюсах ( = 0) і нульовомую на лінії екватора    ( = 
/2). В силу осевої симетрії для фрагмента оболонки (рис. 4) у точках 
внутрішньої поверхні з додатною (опуклість гофра) та від’ємною (увігнутість) 
кривизнами має місце концентрація напружень, величина яких (суцільна лінія) 
на порядок вища значень напружень в порожнинній сфері (штрихова). Зміна 
напружень на поверхнях неканонічної оболонки має істотну нелінійну осциль-
овану форму порівняно із сферичною.  
 

Висновок 
 
У даній статті на основі методу збурення форми границі (другий варі-

ант) і параметричноого  представлення рівнянь неканонічних поверхонь 
товстих оболонок, близьких до сферичних, приведено вирази диференці-
альних операторів для побудови у довільному наближенні граничних 
умов. З врахуванням перших трьох наближень розроблено загальний ал-
горитм розрахунку НДС ряду ізотропних і трансверсально ізотропних 
оболонок із складною геометричною формою поверхонь, що знаходяться 
під дією внутрішнього або зовнішнього  тиску. Встановлено істотний 
вплив неканонічної форми оболонки на перерозподіл напружень порівня-
но з сферичною. 
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Немиш В.Н.,Чернопиский Д.И. 

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТОЛСТЫХ НЕКАНОНИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 
ВРАЩЕНИЯ, БЛИЗКИХ К СФЕРИЧЕСКИМ, ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
ПОВЕРХНОСТНЫХ СИЛ 

В статье на основании метода возмущения формы границы (второй вариант)и парамет-
рического  представления уравнений неканонических поверхностей толстых оболочек, 
близких к сферическим, приведено выражения дифференциальных операторов для построе-
ния у произвольном приближении граничных условий. С учетом первых трьох приближений 
разработан общий алгоритм расчета НДС ряда изотропных и трансверсально изотропных 
оболочек из сложной геометрической формой поверхностей , которые находятся под внут-
ренным или внешним давлении. Установлено существенное влияние неканонической фор-
мы оболочки на перераспределение напряжений по сравнению со сферической. 

Ключевые слова: толстые неканонические оболочки, близкие к сферическим, постоян-
ное и переменное давление. 

 
Nemish B.N., Chernopiskii D.I 
STRESS  STATE OF THICK-WALLED  SPHERICAL-LIKE 
NONCANONICAL SHELLS OF REVOLUTION  UNDER SURFACE FORCES 
The problem on the stress-strain state (SSS) of thick-walled shells of revolution bounded by sur-
faces with the small amplitude of departure from spherical ones is solved with allowance for the 
first three approximations. With this in mind the general solution of equilibrium equations for a 
transversal-isotropic medium in a spherical coordinate system within the framework of the second 
variant of the boundary perturbation method (BPM) has been used. Based on the analytical solu-
tions and numerical data obtained, the stress-strain state of the shells subject to constant or variable 
axisymmetric (internal and external) pressure is analyzed. The influence of the geometric parame-
ters of equations for noncanonical surfaces with various shell shapes on the redistribution of 
stresses in comparison with a spherical shell (canonical shell and zero approximation) is demon-
strated. 
Key words: thick-walled spherical-like noncanonical shells, constant and variable pressure 
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