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Д. І. Боднар1, І. Б. Біланик2
Про збіжність гіллястих ланцюгових дробів спеціального вигляду у кутових областях
Досліджено кутові області збіжності гіллястих ланцюгових дробів спеціального вигляду з комплексними частинними знаменниками. Використовуючи достатню ознаку збiжностi цих дробів з додатними елементами та теорему Стiлтьєса-Вiталi, встановлено багатовимірний аналог ознаки збіжності ван Флека неперервних дробів, а також інші достатні умови збіжності при накладанні додаткових умов на елементи дробу. У цих кутових областях одержано оцінки швидкості збіжності гіллястих ланцюгових дробів спеціального вигляду.
В аналітичній теорії неперервних дробів значна увага приділяється питанню збіжності. Багато ознак збіжності формулюються як теореми про множини збіжності. Вивчаються кругові, овальні, параболічні, кутові та інші області збіжності. Однією з класичних ознак збіжності неперервних дробів з частинними чисельниками рівними одиниці є ознака збіжності ван Флека [7, 15–17], в якій досліджено збіжність неперервних дробів саме у кутовій області.
Ця теорема отримала продовження в роботі [13], де було одержано різні оцінки швидкості збіжності підхідних дробів, зокрема:
Теорема 1. Нехай для елементів неперервного дробу 
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виконуються умови 
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Тоді
1) існують скінченні границі парних і непарних підхідних дробів;
2) послідовність підхідних дробів 
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 збігається тоді і тільки тоді, коли ряд 
[image: image4.wmf]¥

=

å

1

i

i

b

 розбігається;

3) справджується оцінка 
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У роботі [4] встановлено багатовимірний аналог теореми ван Флека для гіллястих ланцюгових дробів (ГЛД) з 
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 гілками розгалужень. Двовимірне узагальнення цієї теореми при інших умовах на розбіжність рядів, складених з елементів двовимірного неперервного дробу, розглянуто в роботі [5]. Оцінку швидкості збіжності таких дробів у кутовій області встановлено в [10].

Об’єктом нашого дослідження є ГЛД спеціального вигляду з N гілками розгалужень
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де 
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 – комплексні числа, 
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для яких встановлено багатовимірне узагальнення теореми ван Флека, а також досліджено оцінки швидкості збіжності у кутових областях.
ГЛД спеціального вигляду були об’єктом досліджень у багатьох роботах, зокрема [1, 2, 3, 6, 8, 9, 11, 12, 14], у яких були встановлені аналоги ознак збіжності неперервних дробів Ворпіцького, Прінгсгейма, Лейтона-Уолла, параболічні теореми та ін.
Cуттєво використовується достатня ознака збіжності ГЛД спеціального вигляду з додатними елементами [11]:
Теорема 2. ГЛД (2) з додатними елементами є збіжним, якщо розбіжними є ряди
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де 
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Використовуючи техніку областей елементів та областей значень, теорему Стілтьєса-Віталі [7, теорема 4.30] та методику, запропоновану у роботі [5], встановлено багатовимірний аналог теореми ван Флека.

Теорема 3. Нехай частинні знаменники ГЛД (2) належать області
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 - довільне додатне число, 
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Тоді
1) кожне n-те наближення 
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 ГЛД (2) належить області (4);
2) існують скінченні границі парних і непарних підхідних дробів;
3) ГЛД (2) збігається, якщо розбігаються ряди
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Д о в е д е н н я. Враховуючи опуклість та симетричність області (4), а також властивості дробово-лінійного відображення, легко встановити, що 
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Розглянемо функціональний ГЛД
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де 
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Якщо 
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Для послідовності голоморфних функцій 
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 виконуються умови теореми Стілтьєса-Віталі, де 
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Нехай 
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, тоді ГЛД (6) можна переписати у вигляді 



[image: image33.wmf]-

¥

=

=

å

%

1

1

1

()

1

D

k

k

i

k

i

ik

b

,
(7)

де 
[image: image34.wmf](

)

-Á

=

%

()

arg

()()

ik

bz

ikik

bbe

.
Із властивості «вилки» для ГЛД спеціального вигляду з додатними елементами (7) слідує, що його парні і непарні підхідні дроби мають границі. Тому за теоремою Стілтьєса-Віталі, існують скінченні границі парних і непарних підхідних дробів ГЛД (2). 

Із розбіжності рядів (5) випливає розбіжність рядів 
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 Із теореми 2 слідує, що ГЛД (7) збігається. А це означає, що послідовність голоморфних функцій 
[image: image38.wmf](

)

{

}

n

fz

 збігається при 
[image: image39.wmf]ÎD

z

. Очевидно, що 
[image: image40.wmf](

)

e

DÌ

D

. Отже, використавши теорему Стілтьєса-Віталі, де, для прикладу 
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, доходимо висновку, що ГЛД (6) збігається на довільному компакті 
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. Таким чином, ГЛД (2) збігається.

Теорему доведено. (
Наступна теорема дозволяє оцінити швидкість збіжності ГЛД спеціального вигляду із частинними чисельниками рівними одиниці і частинними знаменниками, що є комплексними числами, які лежать в деякій кутовій області.
Теорема 4. Нехай елементи ГЛД (2) задовольняють умови
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і нескінченний добуток
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розбігається до нуля, де 
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Тоді ГЛД (2) збігається і справджується оцінка швидкості збіжності
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Д о в е д е н н я. Враховуючи умову (8), а також властивості дробово-лінійних відображень, легко показати, що для залишків 
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 -x підхідних дробів ГЛД (2):
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справджується оцінка 
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Таким чином, 
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Для модуля різниці підхідних дробів ГЛД (2), у випадку 
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Використовуючи нерівності (11), а також монотонне зростання функції 
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Провівши аналогічні міркування для сум 
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Звідси, враховуючи нерівність трикутника 
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Теорему доведено. (
Наступна теорема дає оцінку швидкості збіжності ГЛД спеціального вигляду в області, що є підмножиною кутової області (8).
Теорема 5. Нехай елементи ГЛД (2) з 
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 гілками розгалужень задовольняють умови
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Тоді ГЛД (2) збігається і справджується оцінка швидкості збіжності
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Д о в е д е н н я. При 
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, підхідних дробів неперервних дробів, елементи котрих задовольняють умови (12), з урахуванням теореми 1, зокрема співвідношення (1), отримуємо наступні оцінки:
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Таким чином, 



[image: image88.wmf](

)

1

1121

, 

cosln1

mn

nn

ffmn

ddn

d

dqa

+

+

-£<<×³

+

.
(13)
Доведення теореми проведемо з використанням методу математичної індукції по 
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-й підхідний дріб ГЛД (2) в якому число гілок розгалуження 
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Позначимо
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-й підхідний дріб неперервного дробу утвореного в результаті згортання усіх неперервних дробів у ГЛД (2), тобто
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Останні неперервні дроби є збіжними з урахуванням теореми 3.

Оцінимо величину 
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Маємо
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Оцінимо добутки в знаменниках. Якщо 
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Якщо 
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Отже,
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Оцінимо величину 
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Таким чином,
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Оцінимо другий доданок у правій частині нерівності (14), використовуючи теорему 1
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Оцінивши цю величину, отримаємо 
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Таким чином, 
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З оцінок, приведених вище, випливає, що
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Отже, 
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Припустимо, що для усіх 
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, елементи котрих задовольняють умові (12) справджується оцінка
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Доведемо правильність оцінки (15) при 
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Позначимо
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[image: image141.wmf]n

-й підхідний дріб неперервного дробу, утвореного в результаті згортання усіх 
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Таке згортання можна провести в силу теореми 3.

Оцінимо модуль різниці 
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Для першого доданку маємо
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Оцінивши добутки у знаменниках (17), з використанням аналогічних до випадку 
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З нерівності (15), для оцінки чисельників (17) отримуємо:
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Отже,
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Оцінивши величину 
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З оцінок, приведених вище, а також із формул (16), випливає, що
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Таким чином, 



[image: image160.wmf]$

$

(

)

(

)

(

)

1

2

1

41

cosln1

mrnmrnr

rnrn

ffffffAK

n

d

dqa

-

+

-£-+-<×+×=

+




[image: image161.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

, 

cosln1ln1

r

r

M

Kmrn

nn

d

dqaa

+

=××=³

++

,
де 
[image: image162.wmf](

)

1

2

, 41

cos

rrrr

MKKAK

d

d

-

+

==+

.
Отже, для підхідних дробів 
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Теорему доведено. (
Зауваження 1. Твердження теореми буде вірним якщо умову (12) замінити умовами:
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