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Îçíà÷åíî −→p -ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿ-

äó. Âñòàíîâëåíî áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã îâàëüíî¨ òåîðåìè çáiæíîñòi, íà

îñíîâi ÿêîãî îäåðæàíî îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi â îâàëüíèõ îáëàñòÿõ

ïðè ïåâíèõ óìîâàõ íà ïàðàìåòðè öèõ îáëàñòåé. Äîñëiäæåíî çíà÷åííÿ,

äî ÿêèõ çáiãàþòüñÿ −→p -ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñïåöiàëüíî-

ãî âèãëÿäó.

−→p -periodic branched continued fractions of the special form are defined.
The multidimentional analog of the convergence oval theorem is proved and
truncation error bounds are established if elements of this fractions belong
to the oval regions and parameters of this regions satisfied some conditions.
Values of −→p -periodic branched continued fraction are investigated.

Îïðåäåëåíî −→p -ïåðèîäè÷åñêèå âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè ñïåöèàëüíîãî

âèäà. Ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíûé àíàëîã îâàëüíîé òåîðåìû î ñõîäèìîñòè,

èñïîëüçóÿ êîòîðûé ïîëó÷åíà îöåíêà ñõîäèìîñòè â îâàëüíûõ îáëàñòÿõ

ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ýòèõ îáëàñòåé.

Èññëåäîâàíû çíà÷åíèÿ, ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ −→p -ïåðèîäè÷åñêèå âåòâÿ-

ùèåñÿ öåïíûå äðîáè ñïåöèàëüíîãî âèäà.

c⃝ Ä.I. Áîäíàð, Ì.Ì. Áóáíÿê, 2014
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¹ íåïåðåðâíèì äðîáîì ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè. Ïðè äîñëiäæåííi
ìíîæèí çáiæíîñòi öüîãî äðîáó âèêîðèñòîâóþòü ìíîæèíè åëåìåíòiâ
òà ìíîæèíè çíà÷åíü. Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {Vn}∞n=0 iç
Ĉ âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Ωn}∞n=1 çà äîïîìîãîþ ñïiââiä-
íîøåííü: Ωn = {(an, bn) ∈ C2 : an/(bn + Vn) ⊆ Vn−1}. Ïîñëiäîâíiñòü
{Ωn}∞n=1 íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí åëåìåíòiâ äðîáó (1), ÿêà
âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí çíà÷åíü {Vn}∞n=0 [14, p.70]. Áiëüøå
òîãî, ÿêùî óìîâè (an, bn) ∈ Ωn (n ≥ 1) ãàðàíòóþòü çáiæíiñòü íå-
ïåðåðâíîãî äðîáó, òî Ωn (n ≥ 1) íàçèâàþòü ìíîæèíàìè çáiæíîñòi.
ßêùî Ωn = Ω (n ≥ 1), òî ìíîæèíó Ω íàçèâàþòü ïðîñòîþ ìíîæèíîþ
çáiæíîñòi. Â 1865 ðîöi Worpitsky äîâiâ, ùî êðóã {z ∈ C : |z| ≤ 1/4}
¹ ïðîñòîþ ìíîæèíîþ çáiæíîñòi íåïåðåðâíîãî äðîáó (1), äå bn = 1
(n ≥ 0). R. Lane in 1945 âñòàíîâèâ, ùî ïîñëiäîâíîñòi êðóãiâ Vn, äå
Vn = {z ∈ C : |z − Γn| ≤ ρn} |Γn| < ρn (n ≥ 0) âiäïîâiäà¹ ïîñëi-
äîâíiñòü îâàëüíèõ ìíîæèíè åëåìåíòiâ Ωn, äå Ωn = {(an, bn) ∈ C2 :
|an(bn + Γn) − Γn(|bn + Γn|2 − ρ2n)| + |an|ρn ≤ ρn−1(|bn + Γn|2 − ρ2n)}.
Îâàëüíi ìíîæèíè çáiæíîñòi äîñëiäæóâàëè H.L. Hillam, W.J. Thron
[9], W.B. Jones, W.J. Thron [11], H. Waadeland [16], L. Lorentzen [14]
òà ií. Äåòàëüíèé îãëÿä ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé îâàëüíî¨ îáëàñòi
ïîäàíî ó ñòàòòi [10]. Ó ìîíîãðàôiÿõ [8, 14] îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî
çàñòîñóâàííþ îâàëüíî¨ òåîðåìè äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíîê øâèäêîñòi
çáiæíîñòi äðîáó (1). Îãëÿä äîñëiäæåíü, ÿêi ñòîñóþòüñÿ îâàëüíî¨ òåî-
ðåìè, íàâåäåíî â ðîáîòàõ [11,14,15,17].

Ïåðiîäè÷íi äðîáè ¹ âàæëèâèì ïiäêëàñîì íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.
Äðiá (1) íàçèâàþòü p-ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî ïîñëiäîâíîñòi {an}∞n=1,
{bn}∞n=1 ¹ p-ïåðiîäè÷íèìè (p ≥ 1), òîáòî an+p = an, bn+p = bn (n ≥ 1).
D. Bernoulli, E. Galois, O. Stolz, R. Lane, H.S. Wall, T. Tile, A. Pri-
ngsheim, O. Perron òà iíøi äîñëiäæóâàëè ïèòàííÿ çáiæíîñòi öèõ äðî-
áiâ. Îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ÷àñòî ôîð-
ìóëþþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì íåðóõîìèõ òî÷îê äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiä-

îáðàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ t(ω) =
aω + b

cω + d
,

äå a, b, c, d, ω ∈ C i ad − bc ̸= 0, c ̸= 0. Âîíî ìà¹ äâi íåðóõî-
ìi òî÷êè x òà y. Òî÷êó x íàçèâàþòü ïðèòÿãóâàëüíîþ (attracting),
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ÿêùî tn(ω) = t(tn−1(ω)) → x ïðè n → ∞ äëÿ âñiõ ω ̸= y. Òîäi
y � âiäøòîâõóâàëüíà (repelling) òî÷êà öüîãî âiäîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿ-

íåìî âiäíîøåííÿ k =
cy + d

cx+ d
. ßêùî |k| < 1, òîäi t(ω) íàçèâàþòü

äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ëîêñîäðîíi÷íîãî òèïó, ÿêùî |k| = 1
� åëiïòè÷íîãî, k = 1 � ïàðàáîëi÷íîãî òèïó [14, c. 175]. Óçàãàëüíåí-
íÿì ïåðiîäè÷íèõ äðîáiâ ¹ ãðàíè÷íî-ïåðiîäè÷íi íåïåðåðâíi äðîáè. Äðiá
∞
D
n=1

an

bn
íàçèâàþòü ãðàíè÷íèì-p-ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìî-

âè: lim
n→∞

anp+m = a∗m, lim
n→∞

bnp+m = b∗n (m = 1, 2, . . . , p). Ñêií÷åííi

äðîáè âèãëÿäó

hn = bn +
an|
|bn−1

+
an−1|
|bn−2

+ . . .+
a2|
|b1

(n ≥ 1; b0 = 1)

íàçèâàþòü çâîðîòíèìè (reversed) äðîáàìè ãðàíè÷íî-ïåðiîäè÷íîãî
íåïåðåðâíîãî äðîáó [14, c. 48]. Îçíàêè çáiæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ òà
ãðàíè÷íî-ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ íàâåäåíî â [14,15,17].

1 Îçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ

Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêî îçíà÷èâ ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè (ÃËÄ) ç N
âiòêàìè ðîçãàëóæåííÿ. Çàäà÷à âiäïîâiäíîñòi ìiæ òàêèìè äðîáàìè i
êðàòíèìè ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè ñïîíóêàëà äî ïîÿâè äâîâèìiðíèõ íåïå-
ðåðâíèõ äðîáiâ (J.A. Murphy, M.O'Donohoe, Õ.É. Êó÷ìiíñüêà, W. Si-
emaszko, À. Cuyt, Î.Ì. Ñóñü òà ií.). Òðóäíîùi ïðè ïåðåõîäi äî n çìií-
íèõ ïðèâåëè äî ïîÿâè ÃËÄ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Òàêi äðîáè
ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ îòðèìàëè íàçâó ÃËÄ ñïåöiàëüíî-
ãî âèãëÿäó (

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)

1

)−1

, (2)

äå ai(k) ∈ C, i(k) ∈ I, I = {i1i2 . . . ik: 1 ≤ ik ≤ ik−1; k ≥ 1; i0 = N}, N �
ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âîíè áóëè îá'¹êòîì äîñëiäæåíü Ä. I. Áî-
äíàðà, Ò.Ì. Àíòîíîâî¨, Ð. I. Äìèòðèøèíà, Î.�. Áàðàí òà iíøèõ [1�5].

Äðiá (2) íàçâåìî −→p -ïåðiîäè÷íèì ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì
ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, äå −→p = (p1, p2, . . . , pN ) i pj ∈ N (j = 1, N),
ÿêùî åëåìåíòè öüîãî äðîáó çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: ar . . . r︸ ︷︷ ︸

q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

,
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äå q ≥ 1 i q = n · pr + s; r = 1, N ; 1 ≤ s ≤ pr, i ai(m) r . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, äå

m ≥ 1; i(m) ∈ I; r < im.
Ïîçíà÷èìî ar . . . r︸ ︷︷ ︸

s

= cr,s. Òîäi äðiá (2) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

, (3)

ïðè÷îìó çíà÷åííÿ s, ùî çàëåæàòü âiä ïîâåðõó k òà ïåðiîäó pik , îäåð-
æó¹ìî ç íàñòóïíèõ ðîçêëàäiâ: k = pikn + s, ÿêùî i1 = i2 = . . . = ik,
àáî k − m = pikn + s, ÿêùî i1 ≥ i2 ≥ . . . ≥ im > im+1 = . . . = ik
(n ≥ 0).

Âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíî çàëèøêè äðîáó (3)

R(1,j)
n = 1 +

c1,j+1

R
(1,j+1)
n−1

, R(q,j)
n = 1 +

q−1∑
k=1

ck,1

R
(k,2)
n−1

+
cq,j

R
(q,j+1)
n−1

(4)

ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ: R
(q,j)
0 = 1 (q = 1, N ; j ≥ 1). Íàçâå-

ìî R
(q,j)
n � j-ì çàëèøêîì q-î¨ âiòêè n-ãî ïîðÿäêó. Âèðàç Fn =(

1 +
n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

, n ≥ 1 (F0 = 1). íàçèâàþòü n-èì ïiäõiäíèì

äðîáîì −→p -ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (3), çîêðåìà, Fn =
(
R

(N,1)
n

)−1

.

Äëÿ çàëèøêiâ −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

R(q,m)
n = R(q,s)

n (m = rq · pq + s; 1 ≤ s ≤ pq),

R(q,m)
n = R(q−1,1)

n +
cq,m

R
(q,m+1)
n−1

(m+ 1 ≤ pq).
(5)

2 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Âñòàíîâèìî ôîðìóëó ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ −→p -ïåðiîäè÷íîãî
ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Ðîçãëÿíåìî pj-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá (j ∈ {1, 2, . . . , N}),
ÿêèé ¹ äåÿêîþ âiòêîþ äðîáó (3),

1 +
cj,1|
|1

+
cj,2|
|1

+ . . .+
cj,pj |
|1

+
cj,1|
|1

+ . . . . (6)



Îâàëüíà òåîðåìà äëÿ ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó 5

Íåõàé rj,s � êiëüêiñòü ïîâòîðiâ åëåìåíòà cj,s â kj-ïiäõiäíîìó äðîái
íåïåðåðâíîãî äðîáó (6). ßêùî kj = λjpj + lj (0 ≤ lj ≤ pj − 1), òî

rj,s =


0, ÿêùî kj = 0;

λj + 1, ÿêùî lj ≤ pj − 1;

λj , ÿêùî lj = 0.

Î÷åâèäíî, ùî kj =
∑pj

s=1 rj,s. Âèçíà÷èìî ìíîæèíó iíäåêñiâ

J
(N)
n+1 = {k1, k2, . . . , kN : kj ≥ 0,

N∑
j=1

kj = n+ 1}, n ≥ 0.

Ëåìà 2.1. Ïðè óìîâi, ùî R
(q,j)
n ̸= 0 (q = 1, N ; j = 1, pq; n ≥ 1),

ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ÃËÄ (3)

Fn+m −Fn =
(−1)n+1

R
(N,1)
n+m ·R(N,1)

n

∑
k∈J

(N)
n+1

N∏
i=1

c
ri,1
i,1 . . . c

ri,pi
i,pi∏ki+1

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−j · R̂

(i,j+1)
li−j

), (7)
äå n ≥ 0, m ≥ 1; li = n −

∑N
t=i+1 kt; R̂

(i,j)
n = R

(i,j)
n , ÿêùî n ≥ 0, i

R̂
(i,j)
−1 = 1.

Äîâåäåííÿ Ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (5), îòðè-
ìà¹ìî

R
(ν+1,j)
m+n−k −R

(ν+1,j)
n−k =

n−k∑
q=0

q∏
i=1

cν+1,j+i−1

R
(ν+1,j+i)
n+m−k−i ·R

(ν+1,j+i)
n−k−i

×

(
R

(ν,1)
n+m−k−q −R

(ν,1)
n−k−q

)
+

n−k+1∏
i=1

cν+1,j+i−1

R
(ν+1,j+i)
n+m−k−i · R̂

(ν+1,j+i)
n−k−i

,

äå m > 0, n > 0, 0 ≤ k ≤ n, j = 1, n− k, ν = 1, N − 1.
Îñêiëüêè Fn = 1/R

(N,1)
n , òî

Fn+m − Fn = −
(
R

(N,1)
n+m −R(N,1)

n

)
/
(
R

(N,1)
n+m ·R(N,1)

n

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q, äîâåäåìî, ùî

R
(q,1)
n+m −R(q,1)

n = (−1)n
∑

k∈J
(q)
n+1

q∏
l=1

c
rl,1
l,1 . . . c

rl,pl
l,pl∏kl+1

j=1

(
R

(l,j+1)
m+gl−j · R̂

(l,j+1)
gl−j

). (8)
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ßêùî q = 1, òî R(1,1)
n � p1-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá. Âðàõîâóþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ (5) i ðiâíîñòi R(1,p1+1)
k = R

(1,1)
k (k ≥ 1), ìà¹ìî

R
(1,1)
n+m −R(1,1)

n =
(−1)λ1p1cλ1

1,1c
λ1
1,2 . . . c

λ1
1,p1∏λ1p1

j=1

(
R

(1,j+1)
n+m−j ·R

(1,j+1)
n−j

)(R(1,λ1p1+1)
n+m−λ1p1

−R
(1,λ1p1+1)
n−λ1p1

)

= . . . = (−1)n
c
r1,1
1,1 . . . c

r1,p1
1,p1∏n+1

j=1

(
R

(1,j+1)
n+m−j · R̂

(1,j+1)
n−j

) (n,m > 0),

äå r1,j = λ1 + 1, ÿêùî j ≤ l1 + 1; r1,j = λ1, ó ðåøòà âèïàäêiâ (n =
λ1p1 + l1, 0 ≤ l1 ≤ p1 − 1, j = 1, p1).

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî äëÿ q = ν âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (8), ìà¹ìî

R
(ν+1,1)
n+m −R(ν+1,1)

n = R
(ν,1)
n+m −R(ν,1)

n +

− 1cν+1,1

R
(ν+1,2)
n+m−1R

(ν+1,2)
n−1

(
R

(ν,1)
n+m−1 −R

(ν,1)
n−1

)
+ . . .

+
n∏

s=1

− cν+1,s

R
(ν+1,s+1)
n+m−s R

(ν+1,s+1)
n−s

(
R(ν,1)

m −R
(ν,1)
0

)
−

n+1∏
i=1

− cν+1,s

R
(ν+1,s+1)
n+m−s · R̂(ν+1,s+1)

n−s

.

Âðàõóþ÷è ïåðiîäè÷íiñòü âçäîâæ ν+1 : cν+1,kν+1 = cν+1,sν+1 , äå kν+1 =
uν+1 · pν+1 + sν+1 (1 ≤ sν+1 ≤ pν+1), ìà¹ìî

R
(ν+1,1)
n+m −R(ν+1,1)

n = (−1)n
∑

k∈J
(ν)
n+1

ν∏
i=1

c
ri,1
i,1 . . . c

ri,pi
i,pi∏kν+1

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−jR̂

(i,j+1)
li−j

)+
(−1)ncν+1,1

R
(ν+1,2)
n+m−1R

(ν+1,2)
n−1

∑
k∈J

(ν)
n

ν∏
i=1

c
ri,1
i,1 . . . c

ri,pi
i,pi∏kν+1

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−jR̂

(i,j+1)
li−j

)+ . . .+

(−1)nc
rν+1,1

ν+1,1 . . . c
rν+1,pν+1

ν+1,pν+1∏n+1
s=1 R

(ν+1,s+1)
n+m−s · R̂(ν+1,s+1)

n−s

.

Ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî ôîðìóëó (8) ïðè q = ν+1.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (8) äëÿ ðiçíèöi çàëèøêiâ N -î¨ âiòêè, òîáòî
q = N , îäåðæèìî (7).
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Äîâåäåìî áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îâàëüíî¨ òåîðåìè äëÿ ïåði-
îäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Íåõàé iñíóþòü ñêií÷åííÿ ãðàíèöi lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(q) (q = 1, N).

Ðîçãëÿíåìî äðîáîâî-ëiíiéíi âiäîðàæåííÿ: s(q,j)(ω) = Z(q−1) + cq,j/ω
i t(q,j)(ω) = cq,j/(Z

(q−1) + ω) (j = 1, pq; Z(0) = 1) òà ¨õ êîìïîçèöiþ
S(q)(ω) = s(q,1)◦s(q,2)◦. . .◦s(q,pq)(ω) i T (q)(ω) = t(q,1)◦t(q,2)◦. . .◦t(q,pq)(ω)
(q = 1, N). Ïîçíà÷èìî X(1) � ïðèòÿãóâàëüíà íåðóõîìà òî÷êà äðîáîâî-
ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ S(1)(ω) òà Y (q) � âiäøòîâõóâàëüíi íåðóõîìi
òî÷êè âiäîáðàæåííÿ T (q)(ω) (q = 2, N).

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé åëåìåíòè cq,j (q = 1, N ; j = 1, pq)
−→p -

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3) íàëåæàòü îâàëüíèì îáëàñòÿì

Oq =

{
z ∈ C : |z − dq|+ |z|

ρ∗q

|1 + Γ
∗|

<
ρq

|Γq|
|dq|

}
, q = 1, N (9)

äå Γq ∈ C, ρq > 0, |Γq| < ρq (q = 1, N), dq = Γq(1+Γ∗
q)

(
1−

ρ∗2q
|1 + Γ∗

q |2

)
,

Γ∗
q =

∑q
j=1 Γj , ρ

∗
q =

∑q
j=1 ρj , ρ

∗
q < |1 + Γ∗

q | (q = 1, N),
Òîäi

1. Ïîñëiäîâíîñòi çàëèøêiâ {R(q,1)
n }∞n=1 (q = 1, N) öüîãî äðîáó çái-

ãàþòüñÿ. Çîêðåìà, äðiá (3) çáiãà¹òüñÿ.

2. ßêùî äðîáîâî-ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ T (q)(ω) (q = 2, N) �
ëîêñîäðîíi÷íîãî òèïó, i lim

n→∞
R

(q,1)
n = Z(q), òî Z(q) ={

X(1), ÿêùî q = 1;
−Y (q), ÿêùî 2 ≤ q ≤ N ;

(q = 1, N) i lim
ν→∞

Fn = F , äå

F = (Z(N))−1.

3. n-íi ïiäõiäíi äðîáè ÃËÄ (3) íàëåæàòü êðóãó

K =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣z − Γ∗
N

|1 + Γ∗
N |2 − ρ∗2N

∣∣∣∣∣ ≤ ρ∗N
|1 + Γ∗

N |2 − ρ∗2N

}
.

Äîâåäåííÿ Íåõàé B(Γq, ρq) = {z ∈ C : |z − Γq| ≤ ρq}, q = 1, N

� çàäàíi êðóãè. Ïîêàæåìî, ùî R
(q,j)
n ∈ B(1 + Γ∗

q , ρ
∗
q) (q = 1, N ; j =

1, pq; n ≥ 1). Î÷åâèäíî, ùî 1 +
∑q

j=1 B(Γj , ρj) = B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q) (q =
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1, N) i 0∈B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C òà R âiäïîâiäíî öåíòð òà

ðàäióñ êðóãà
cq,j

B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q)
âiäïîâiäíî. Óìîâà

cq,j

B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q)

⊂ B(Γq, ρq)

åêâiâàëåíòíà âèêîíàííþ íåðiâíîñòi: |Γq−C|+R ≤ ρq, ùî ðiâíîñèëüíî:∣∣∣∣∣ cq,j(1 + Γ
∗
q)

|1 + Γ∗
q |2 − ρ∗2q

− Γq

∣∣∣∣∣ + |cq,j |ρ∗q
|1 + Γ∗

q |2 − ρ∗2q
≤ ρq. Îòæå, R

(q,j)
n ̸= 0 (n ≥ 1;

q = 1, N ; j = 1, pq).
Ìîæíà ïîêàçàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è [14], ùî ∂Oq � öå îâàë, ÿêèé

¹ ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî ïðÿìî¨ eαqiR, äå αq = arg Γq(1 + Γ∗
q). Òî÷êè

ïåðåòèíó îâàëó ∂Oq ç ïðÿìîþ eαqiR ïîçíà÷èìî vq,1 òà vq,2. Âiäîìî,
ùî

vq,1 = (|Γq| − ρq)(|1 + Γ∗
q | − ρ∗q)e

argαq ,

vq,2 = (|Γq|+ ρq)(|1 + Γ∗
q | − ρ∗q)e

argαq ,
(10)

äå vq,1, vq,2 ¹ ìàëîþ òà âåëèêîþ îñÿìè îâàëó ∂Oq Î÷åâèäíî, ùî
B(0, |v1,q|) ⊂ Oq ⊂ B(0, |v2,q|) i B(dq, |v2,q| − |dq|) ⊂ Oq ⊂ B(dq, |v1,q| +
|dq|).

Äîâåäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q, ùî
ïîñëiäîâíîñòi çàëèøêiâ {R(q,1)

n }∞n=1 (q = 1, N) çáiãàþòüñÿ.
Îñêiëüêè c1,j ∈ O1, òî çãiäíî ç îâàëüíîþ òåîðåìîþ 3.1 [10], ïîñëi-

äîâíiñòü {R(1,1)
n }∞n=1 çáiãà¹òüñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî k ïîñëiäîâíîñòi {R(s,1)
n }∞n=1 (2 ≤ s ≤

k) çáiãàþòüñÿ.
Âèêîðèñòîâóþ÷è áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Ñòiëüòü¹ñà-

Âiòàëi, äîâåäåìî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {R(k+1,1)
n }∞n=1. Ïîáóäó¹ìî

ôóíêöiîíàëüíèé äðiá, ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè ÿêîãî ¹ êîìïëåêñíi
çìiííi

1 +
∞
D
k=1

jk−1∑
jk=1

zjk,s
1

, (11)

äå j0 = k + 1. Ïîçíà÷èìî σk+1 =
∑k+1

j=1 pj i z(σk+1) =

(z1,1, z1,2, . . . , z1,p1 , . . . , zk+1,1, zk+1,2 . . . ; zk+1,pk+1
), fn(z

(σk+1)) � n-èé

ïiäõiäíèé äðiá (11) òà R
(k+1,j)
n (z(σk+1)) � éîãî çàëèøêè (n ≥ 1;

j = 1, pk+1 ). Çàóâàæèìî, ùî R
(k+1,1)
n (z(σk+1)) = fn(z

(σk+1)). Âèçíà-
÷èìî ìíîæèíó

O = Op1

1 × . . .×Opk+1

k+1 ,
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äå Opq
q = Oq × . . .×Oq︸ ︷︷ ︸

pq

i Oq îâàëüíi îáëàñòi âèãëÿäó (9). ßêùî

zq,j ∈ Oq, òî R
(q,j)
n (z(σk+1)) ∈ B(1 + Γ∗

q , ρ
∗
q) (q = 1, k + 1; j = 1, pq).

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {R(k+1,1)
n (z(σk+1))}∞n=1 ¹ ðiâíîìiðíî-îáìåæåíîþ â

îáëàñòi O.
Íåõàé D = {z(σk+1) ∈ Cσk+1 : |zk| ≤ r(k = 1, σk+1)} � çàìêíåíèé

ïîëiêðóã, ùî ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi O, äå r = min
j=1,k+1

{ 1
4N ; |vj,1|} i vj,1�

ìàëà âiñü îâàëó Oj . Çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî ÃËÄ íà D ìíîæèíè
O âèïëèâà¹ ç óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Worpitsky äëÿ ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî
âèãëÿäó [4].

Îòæå, ôóíêöiîíàëüíèé äðiá (11) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-
ÿêîìó êîìïàêòi ìíîæèíè O. Çîêðåìà, â òî÷öi M ∈ O ç êîîðäèíàòàìè
zq,j = cq,j (q = 1, N ; j = 1, pq).

Çíàéäåìî ãðàíèöi Z(q) ïîñëiäîâíîñòåé {R(q,1)
n }∞n=1 (q = 1, N).

ßêùî q = 1, òî R
(1,1)
n � n-èé ïiäõiäíèé äðiá p1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâ-

íîãî äðîáó. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {R(1,1)
n }∞n=1 çáiæíà, òî äðîáîâî-

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ S(1)(ω) ¹ ëîêñîäðîíi÷íîãî àáî ïàðàáîëi÷íîãî
òèïó. Îòæå, lim

n→∞
R

(q,1)
n = Z(1), äå Z(1) = X(1) � ïðèòÿãóâàëüíà öüîãî

âiäîáðàæåííÿ. Îñêiëüêè dist(0, ∂O1) = |1 + Γ1| − ρ1 > 0, òî Z(1) ̸= 0.
Ðîçãëÿíåìî çàëèøêè 2-î¨ âiòêè i çàïèøåìî ¨õ ó âèãëÿäi

R(2,1)
n = R(1,1)

n +
c2,1|
|R(1,1)

n−1

+ . . .+
c2,s|
|R(1,1)

0

,

äå n = r · p2 + s (1 ≤ s ≤ p2). Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ c2,n

¹ p2-ïåðiîäè÷íîþ ïîñëiäîâíiñòþ (c2,n = c2,s) i lim
n→∞

R
(1,1)
n = Z(1), òî

R
(2,1)
n ¹ n-èé ïiäõiäíèé äðiá çâîðîòíîãî p2-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî

äðîáó.
Îñêiëüêè T (2)(ω) ëîêñîäðîíi÷íîãî òèïó, òî çãiäíî ç ïóíêòîì Ñ òå-

îðåìè 4.13 [14] ìà¹ìî lim
n→∞

R
(2,1)
n = Z(2), äå Z(2) = −Y (2) i Y (2)� âiä-

øòîâõóâàëüíà òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T (2)(ω). Îñêiëü-
êè dist(0, ∂O2) = |1 + Γ∗

2| − ρ∗2 > 0, òî Z(2) ̸= 0.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî ν âèêîíóþþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
n→∞

R
(s,1)
n = Z(s), äå Z(s) = −Y (s) (Y (s)� âiäøòîâõóâàëüíi òî÷êè

äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåííü T (s)(ω)) i Z(s) ̸= 0 (s = 3ν).
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Çàïèøåìî çàëèøêè ν + 1 âiòêè âèãëÿäi

R(ν+1,1)
n = R(ν,1)

n +
cν+1,1|
|R(ν,1)

n−1
+
. . .

+

cν+1,s|
|R(k,1)

0

,

äå n = r·pν+1+s (1 ≤ s ≤ pν+1). Àíàëîãi÷íî, ÿê i äëÿ 2-î¨ âiòêè ìà¹ìî:
lim

n→∞
R

(ν+1,1)
n = Z(ν+1), äå Z(ν+1) = −Y (ν+1) i Y (ν+1)� âiäøòîâõóâàëü-

íà òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T (ν+1)(ω) ëîêñîäðîíi÷íîãî
òèïó.

Îñêiëüêè, Fn = 1/R
(N,1)
n i |R(N,1)

n | > δ, äå δ = |1+Γ∗
N |−ρ∗N (n > 0),

òî ïîñëiäîâíiñòü {Fn}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ. Áiëüøå òîãî, ùî äðîáîâî-ëiíiéíi
âiäîáðàæåííÿ T (q)(ω) (q = 2, N) � ëîêñîäðîíi÷íîãî òèïó, òî lim

n→∞
Fn =

F i F = (Z(N))−1. Îñêiëüêè R
(N,1)
n ∈ B(1+Γ∗

N , ρ∗N ), òî Fn ∈ K (n > 1),
Âñòàíîâèìî îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé åëåìåíòè cq,j (q = 1, N ; j = 1, pq)
−→p -

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3) íàëåæàòü îâàëüíèì îáëàñòÿì Oq: cq,j ∈ Oq

(q = 1, N), äå Oq âèçíà÷àþòü çãiäíî ç ôîðìóëàìè (9).

1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

ρq < (|1 + Γ∗
q | − |Γq| − ρ∗q−1)/2,

äå ρ0 = 0, q = 1, N , òî ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çái-
æíîñòi äðîáó (3)

|F − Fn| ≤ L · CN−1
n+N−1 · ζ

n+1 (n ≥ 1), (A)

äå ζ = max
q=1,N

{ζq}, ζq =
ρq + |Γq|

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

.

2. ßêùî Γq i ρq (q = 1, N) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

ρq < (|1 + Γ∗
q | − |Γq| − 3ρ∗q−1)/2,

äå ρ0 = 0 i q = 1, N , òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|F − Fn| ≤ L · CN−1
n+N−1 · ξ

n+1 (n ≥ 1), (B)

äå ξ = max
q=1,N

{ηq}, ξq =
|Γq|+ ρ∗q + ρ∗q−1

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

, L =
M

(|1 + Γ∗
N | − ρ∗N )2

,

M = max
q=1,N

{|1 + Γ∗
q | − ρ∗q};
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Äîâåäåííÿ Äëÿ îöiíîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (3) âèêî-
ðèñòà¹ìî ôîðìóëó (7). ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè: cq,j ∈ Oq (q =

1, N ; j = 1, pq), òî çàëèøêè R
(q,j)
n íàëåæàòü âiäïîâiäíèì êðóãàì

B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q). Òîìó, âèêîíóþòüñÿ îöiíêè: |R(q,j)

n | ≥ |1 + Γ∗
q | − ρ∗q

(q = 1, N ; j = 1, pq).
1. Îñêiëüêè cq,j ∈ Oq, òî |cq,j | < |v2,q| (q = 1, N ; j = 1, pq). Îòæå,

äëÿ j = 1, pq, 1 ≤ s ≤ n+ 1 ìà¹ìî îöiíêó

|cq,j |
|R(q,j+1)

n+m−s| · |R
(q,j+1)
n−s |

≤
(ρq + |Γq|)(|1 + Γ∗

q | − ρ∗q)

(|1 + Γ∗
q | − ρ∗q)

2
.

Ïîçíà÷èìî ζq =
ρq + |Γq|

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

i Aq =
|cq,1|kq,1 |cq,2|kq,2 . . . |cq,pq |kq,pq∏kq+1

j=1 |R(q,j+1)
lq+m−j | · |R̂

(q,j+1)
lq−j |

.

Îñêiëüêè kq,1 + . . .+ kq,pq
= kq (q = 1, N), òî ìà¹ìî îöiíêè: Aq ≤ ζ

kq
q

(kq ≤ n) i Aq ≤ (|1 + Γ∗
q | − ρ∗q)ζ

k (k = n + 1). Âðàõîâóþ÷è öi îöiíêè,
ìà¹ìî

|Fm+n−Fn| ≤
1

(|1 + Γ∗
N | − ρ∗N )2

∑
k∈J

(N)
n+1

ζk1
1 ζk2

2 . . . ζkN

N ≤ L·CN−1
n+N−1 ·ζ

n+1.

Ïðè m → ∞ îäåðæèìî (A).
2. Îñêiëüêè cq,j ∈ Oq (q = 1, N ; j = 1, pq), òî âðàõîâóþ÷è ðå-

êóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (5), îäåðæèìî:
cq,j

R
(q,j+1)
n−1

∈ B(Γq, ρ
∗
q + ρ∗q−1)

(n ≥ 1; q = 1, N ; j = 1, pq). Îòæå, ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi îöiíêè∣∣∣∣∣ cq,j

R
(q,j+1)
n−1

∣∣∣∣∣ ≤ |Γq| + ρ∗q + ρ∗q−1 i
|cq,j |

|R(q,j+1)
n+m−s| · |R

(q,j+1)
n−s |

≤
|Γq|+ ρ∗q + ρ∗q−1

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

.

Ïîçíà÷èìî ξq =
|Γq|+ ρ∗q + ρ∗q−1

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

(q = 1, N). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðå-

äíþ ñõåìó äîâåäåííÿ, ìà¹ìî îöiíêó (B).
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Ïîçíà÷èìî W1 = {z ∈ C : |z| ≤ 1/(4N)} i Wq = {z ∈ C :

|z| ≤ 1/(4q)} (q = 2, N). Áàãàòîâèìiðíi óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Worpi-
tsky'ãî [4] äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ÃËÄ (3) ôîðìóëþþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

1. Íåõàé äðiá (3) ¹ 1-ïåðiîäè÷íèì, òîáòî −→p = (1, 1, . . . , 1). ßêùî
åëåìåíòè cq,1 (q = 1, N) öüîãî äðîáó çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:



12 Ä.I. Áîäíàð, Ì.Ì. Áóáíÿê

|cq,1| ≤ 1/(4N) (q = 1, N ;), òîáòî cq,1 ∈ W1, òî öåé äðiá çái-
ãà¹òüñÿ.

2. Íåõàé äðiá (3) ¹ −→p -ïåðiîäè÷íèì (pq ≥ 1; q = 1, N). ßêùî åëå-
ìåíòè cq,j (q = 1, N ; j = 1, pq) òàêîãî äðîáó çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè: |cq,1| ≤ 1/(4N) i |cq,j | ≤ 1/(4q) (q = 1, N ; j = 2, pq), òîáòî
cq,1 ∈ W1 i cq,j ∈ Wq, òî ÃËÄ (3) çáiãà¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 2.1. Ðîçãëÿíåìî (2,1)-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ ç 2 âiòêàìè ðîç-
ãàëóæåííÿ âèãëÿäó

c1,1

1 +
c1,2

1 +
c1,1

1 +
c1,2

1 + . . .

+
c2,1

1+
c1,1

1 +
c1,2

1 +
c1,1

1 + . . .

+
c2,1

1+
c1,1

1+
c1,2

1+ . . .

+
c2,1

1+ . . .

Ïîêëàäåìî Γ1 = 0.15 + 0.15i i ρ1 = 0.25, Γ2 = 0.1 i ρ2 = 0.12. Óìîâè
òåîðåì 1 òà 2 ïðè öèõ çíà÷åííÿõ âèêîíóþòüñÿ. Êðiì öüîãî, îñêiëü-
êè âåëèêi îñi îâàëiâ âèãëÿäó (9) ðiâíi |v1,2| ≈ 0.42 i |v2,2| ≈ 0.195,
òî îâàëè O1, O2 íå ¹ ïiäìíîæèíàìè êðóãiâ Worpitsky'ãî äëÿ (2,1)-
ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3).

Çàäàìî åëåìåíòè (2, 1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ: c1,1 = 0.1eαi, c1,2 =
0.4eαi (α = arg Γ1(1 + Γ1) i α = 0.915), c2,1 = 0.17. Ó òàáëèöi
ïîäàíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çàëèøêiâ R

(q,1)
n (q = 1, 2) íà îñíî-

âi ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë (5). Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâ-
íîñòi çàëèøêiâ 1-î¨ âiòêè X1 = lim

n→∞
R

(1,1)
n . Îñêiëüêè R

(1,1)
n � n-

èé ïiäõiäíèé äðiá 2-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó, òî X(1) =
(λ − 2 ∗ c1,2 +

√
λ2 − 4c1,2 · c1,1)/2 (λ = 1 + c1,1 + c1,2) [14, ñ. 181].

Ïðè çàäàíèõ åëåìåíòàõ äðîáó ìà¹ìî: X(1) = 1.06991 + 0.0247775i.
Ðîçãëÿíåìî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ T (2)(ω) = c2,1/(X

(1) +
ω). Éîãî íåðóõîìi òî÷êè çíàõîäèìî çà ôîðìóëàìè x = (−X(1) +√
(−X(1))2 + 4c2,1)/2, y = (−X(1) −

√
(−X(1))2 + 4c2,1)/2. Âîíè ðiâ-

íi x = 0.14 − 0.002i òà y = −1.21032 − 0.00222i. Îñêiëüêè |k| =∣∣∣∣∣y +X(1)

x+X(1)

∣∣∣∣∣ = 0.116, òî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ T (2)(ω) � ëîêñî-

äðîíi÷íîãî òèïó. Îòæå, lim
n→∞

R
(2,1)
n = Z(2), äå Z(2) = −y, i çíà÷åííÿ

öi¹¨ ãðàíèöi ðiâíå 1.21032 + 0.0222018i.
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n R
(1,1)
n R

(2,1)
n

1 1.089+0.044i 1.2597+0.044i
2 1.00415+0.023526i 1.1389+0.0187i
3 1.06999+0.025294i 1.2192+0.0228i
4 1.068853+0.023978i 1.2082+0.0213i
5 1.0699904+0.02478i 1.21056+0.02229i
6 1.069901+0.024753i 1.21028+0.02216i
7 1.0699085+0.024777i 1.21032+0.0222i
8 1.069908+0.024777i 1.210319+0.0222009i
9 1.0699087+0.0247774i 1.21032+0.0222019i
10 1.069908+0.024777i 1.2103202+0.0222017i
11 1.0699087+0.0247774i 1.2103202+0.0222018i
12 1.06990875+0.02477748i 1.210320205+0.02220181352i
13 1.06990875+0.02477748i 1.21032020575+0.02220181376i
14 1.06990875+0.02477748657i 1.21032020578+0.0222018137i
15 1.06990875+0.02477748656 i 1.2103202577+0.02220181337i

3 Âèñíîâêè

Îçíà÷åíî −→p -ïåðiîäè÷íèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ñïåöiàëüíîãî
âèãëÿäó, äëÿ íüîãî âñòàíîâëåíî ôîðìóëó ðiçíèöi ïiäõiäíèõ äðîáiâ,
âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôîðìóëó äîâåäåíî îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi
öèõ äðîáiâ. Äîñëiäæåíî îâàëüíi ìíîæèíè çáiæíîñòi òà âñòàíîâëåíî
îöiíêè ïîõèáîê àïðîêñèìàöi¨ â öèõ îáëàñòÿõ.
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