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БАГАТОВИМІРНІ УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕПЕРЕРВНИХ ДРОБІВ
Проаналізовано різні підходи до багатовимірних узагальнень неперервних дробів.

1. До недавного часу загальноприйнятою була думка про те, що вперше узагальнення неперервного дробу запропонував Л. Ейлер в 1769 році [18]. Як з’ясувалось, ще раніше японський математик Katahiro Takebe (1664 – 1739) застосував поняття, що узагальнює неперервний дріб до розв’язання діофантових нерівностей. Хоча прямих доказів цього немає, але в роботі M. Fujiwara [20],опублікованій в 1939 році, реферується стаття Genkei Narane за 1728 рік, де, зокрема, переглядаються результати Takebe.

Було відомо, що для розв’язання діофантової нерівності: 
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, можна застосувати правильний неперервний дріб [13,23,27], в який розвивається відношення 
[image: image3.wmf]b

a

. Takebe розглянув діофантові нерівності 
[image: image4.wmf]1

<

±

-

c

by

ax

, де 
[image: image5.wmf]+

Î

R

c

b

a

,

,

. Якщо для визначеності взяти знак “–” , біля 
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 і побудувати алгоритм:
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– чисельник і знаменник 
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-го підхідного дробу неперервного дробу, в який розвивається відношення 
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 розвивається у дріб вигляду
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2. Ще Лагранж [25] довів, що кожна квадратична ірраціональність розвивається у правильний неперервний періодичний дріб. Можна побудувати однопараметричне сімейство розвинень 
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>0, y періодичні неперервні дроби, використовуючи ітераційний процес
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– дійсний параметр, який регулює обчислювальний процес, збіжність, двостороннє наближення, збіжність до заданого розв’язку рівняння [13]. Розглядаючи ітераційний процес,
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, приходимо до двовимірних узагальнень неперервних дробів [14], причому 
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– дійсний корінь кубічного рівняння 
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 отримаємо матрицю для наближеного обчислення 
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:1, яке фактично розглянув Ейлер. Метод Ейлера був узагальнений в роботах W. Lorey [28], M. Krafft [24], M. Müller [32], А.Н.Хованского[13,14]. Незважаючи на те, що термін багатовимірні неперервні дроби тут вживається, явний вигляд отриманих при цьому дробів не виписується Підхід Ейлера до узагальнення неперервних дробів на основі скінченно-різницевих рівнянь використовувся пізніше в роботах інших математиків.

3. L.M.Milne-Thomson [29] запропонував матричний підхід до узагальнення неперервних дробів. Розглянемо послідовність квадратних  матриць 
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– фіксоване натуральне число, 
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породжує спадний неперервний дріб розмірності 
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Зростаючий неперервний дріб порядку 
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 задається за допомогою добутку квадратних матриць 
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Ці результати L.M.Milne-Thomson доповів на ⅠМіжнародному  математичному конгресі в Цюріху в 1932 р.

4. Fürshtenau [20] запропонував алгоритм, що приводить до неперервних дробів 2-го класу. Нехай маємо два дійсних числа 
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За допомогою послідовних вкладень дістанемо такі вирази для 
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 відповідно. Для чисельників і знаменників цих дробів справедливі рекурентні співвідношення: 
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і припущенні, що 
[image: image79.wmf]0

0

=

c

.

Б.В. Круковський [7] встановив достатні умови збіжності таких дробів. Зокрема, дроби 
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 збігаються, якщо збіжні ряди 
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5. Для побудови розвинення  дійсного числа у правильний неперервний дріб використовується алгоритм Евкліда. Підхідні дроби  цього розвинення  дають найкращі раціональні наближення  даного числа. Можна отримати багатовимірні узагальнення  неперервних дробів, узагальнюючи алгоритм Евкліда. Цей підхід застосував норвежський математик Viggo Brun ще в 1919 р. Він використав  інтерпретацію алгоритма Евкліда як алгоритма “різниць”. Майже через 40 років він повернувся до цієї тематики [17]. Розглядаючи алгоритм Евкліда як алгоритм “часток”, Е.В.Подсипанін [8] побудував алгоритм, по суті еквівалентний алгоритму Brun’a. Нехай 
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отримаємо, що для довільних 
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і навпаки для довільної пари дійсних чисел 
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, для яких виконуються співвідношення (1),(2). 

Цей підхід використовували у своїх роботах інші автори, зокрема, N.Pipping [34], J.B.Rosser [37], H.R.P. Ferguson, R.W.Forcade [19].

6. Одним з найбільш вдалих і досліджених узагальнень  неперервних дробів  є алгоритм Якобі-Перрона В статті [22], опублікованій посмертно, Якобі побудував алгоритм, який дав можливість як завгодно точно наблизити два несумірні дійсні числа раціональними зі спільним знаменником. Це перша спроба знайти трьохвимірні аналоги правильних неперервних дробів. Збіжність алгоритму обгрунтував O.Perron [33] через 37 років. 
За L.Bernshein’ом [15] алгоритмом Якобі-Перрона вектора 
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  називається послідовність векторів 
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Якщо покласти 
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 – найбільша ціла частина 
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, то алгоритм породжує правильний неперервний дріб, в який розвивається дійсне число 
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L.Bernshtein [15] знайшов класи алгебраїчних ірраціональностей, розклади яких в узагальнені неперервні дроби  за алгоритмом Якобі-Перрона  періодичні, застосував цей алгоритм для знаходження одиниць алгебраїчних полів.

7. Зміна класів алгебраїчних ірраціональностей, які породжують узагальнення періодичних правильних неперервних дробів  зумовили модифікації цього алгоритму.

А.Пуанкаре дав геометричну інтерпретацію правильного неперервного дробу , в який розвивається дійсне число 
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, вибираючи точки координатної сітки найблище розташовані до прямої 
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. На основі цієї інтерпретації він в роботі [35] побудував узагальнення неперервного дробу, використовуючи пряму в просторі
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 і певним чином побудовані тетраедри. Він прийшов до сумісних наближень пари дійсних чисел 
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 раціональними з одинаковими знаменниками. 

У передмові до докторської дисертації Г.Ф.Вороний [5] критично переглянув результати своїх попередників. З його точки зору узагальнення неперервних дробів запропоновані Л.Діріхле, Л.Кронекером, Г.Мінковським [30] є найприроднішими узагальненнями. Вороний довів методи Л.Діріхле, Л.Кронекера до алгоритму і прийшов до нового узагальнення неперервного дробу на основі поняття системи коваріантних форм.

Спроба узагальнення алгоритму неперервних дробів за допомогою дробів Форея належала Гурвіцу. Цей підхід розвинув G,Szekeres [38]. Він запропонував новий варіант узагальнення алгоритму неперервних дробів на 
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-вимірний випадок , базуючись на розгляді узагальнень дробів Фарея в 
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-му фундаментальному симплексі. Алгоритм не періодичний, але зручний для розв’язання задач діофантових наближень і для знаходження одиниць алгебраїчних полів.

8. Ще в ⅩⅠст. індійські математики  для розв’язання діофантового рівняння 
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 застосували чисельники і знаменники підхідного дробу, в який розвивається відношення 
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Для розв’язання діофантового рівняння 
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 (3)

викорисотувався такий алгоритм [6,26,31]. Позначимо 
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 і повторяємо алгоритм, поки на 
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-му  кроці отримаємо 
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 і т.д. Відношення 
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 розвиваються у багатовимірні неперервні дріби з розгалуженнями вверх і вниз. Явний вигляд цих дробів в роботах [6,26,31] не виписувався.

9. В.Я.Скоробогатько [9,10] запропонував багатовимірне узагальнення неперервного дробу  для функцій багатьох змінних , назвавши його гіллястим ланцюговим дробом. Особливі та частинні випадки таких дробів розглядалися раніше. В роботі Ilse Pratje [36] вони виникли при застосуванні композицій відображень Жуковського 
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 до задачі уніформизації, у В.П.Терських [12] – при дослідженні механічних коливань у різних енергетичних установках в суднобудуванні.

Гіллясті ланцюгові дроби (ГЛД) визначаються за допомогою композицій багатовимірних дробово-лінійних відображень. ГЛД – це послідовність 
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Характерні рекурентні формули для чисельників та знаменників підхідних дробів багатовимірних узагальнень неперервних дробів, що розглядались раніше, для ГЛД не справедливі. Різні аспекти в дослідженні аналітичної теорії ГЛД розглядались у монографіях [1,4,9] та оглядових статтях [2,3,16].

М.С.Сявавко [11] запропонував континуальний аналог ГЛД і застосував його до розв’ язування інтегральних рівнянь.

Наведений в статті огляд досліджень не претендує на повноту. Дуже багато робіт залишилось поза увагою автора через обмеженість обсягу статті. Нами була використана бібліографія, зібрана , нажаль, нині покійним  істориком математики І.І.Герасимом.
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МНОГОМЕРНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ НЕПЕРЕРЫВНЫХ ДРОБЕЙ

Проанализированы различные подходы к многомерным обобщениям неперерывных дробей.

Multidimensional generalizations of continued fractions

The different approaches to multidimensional generalization of continued fractions are analysed.
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