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Аналіз точності рекурентних методів 
обчислення багатовимірних дискретних 
перетворень Фур’є та Хартлі в 
арифметиці з плаваючою комою 

 
На основі статистичного методу 

проведено аналіз точності рекурентних 
методів обчислення звичайних і модифікованих 
багатовимірних дискретних перетворень Фур’є 
та Хартлі на стрибкових і ковзних інтервалах 
за всіма та одним виміром в арифметиці з 
плаваючою комою. Отримано аналітичні вирази 
для визначення точності обчислення 
перетворень в залежності від розрядності 
даних та кількості ітерацій обчислення, на 
підставі яких проведено порівняльний аналіз 
точності рекурентних методів обчислення. 
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Exactness analysis of recurrent methods of 
calculation of multidimensional discrete 
Fourier and Hartley transforms in floating 
point arithmetic 

 
On the basis of statistical method the exactness 

analysis of recurrent methods of calculation of 
ordinary and modified multidimensional discrete 
Fourier and Hartley transforms on skipping and 
sliding intervals on all and one measuring in 
floating point arithmetic is executed. Analytical 
expressions for determination of exactness of 
calculation of transforms depending on the bit 
capacity of data and amount of iterations of 
calculation are obtained, on the basis of which the 
comparative exactness analysis of recurrent 
methods of calculation is executed. 
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В основі динамічного спектрального аналізу 

багатовимірних сигналів, який проводиться на 
ковзних або стрибкових інтервалах вхідного 
сигналу, тобто коли черговий фрагмент вхідного 
сигналу відрізняється від попереднього 
фрагменту відповідно на одну або декілька груп 
відліків за одним або всіма вимірами, лежить 
використання рекурентних методів обчислення 
багатовимірних дискретних перетворень Фур’є 
(ДПФ) та Хартлі (ДПХ) [1-3], арифметична 
складність яких значно нижча за складність 
прямих та швидких методів обчислення 
дискретних перетворень, оскільки рекурентні 
методи враховують результати обчислення на 
попередніх інтервалах вхідного сигналу. 

Важливим критерієм вибору методу 
обчислення є точність обчислення, яку він 
забезпечує. У праці [4] проведений аналіз 
точності рекурентних методів обчислення 
одновимірних звичайних і модифікованих ДПФ і 
ДПХ в арифметиці з плаваючою комою, в основу 
якого покладений статистичний метод аналізу, 
при якому кожному джерелу елементарної 
похибки, що виникає внаслідок округлення або 

утинання результату операції додавання чи 
множення,  ставиться у відповідність генератор 
випадкової похибки з рівномірним законом 
розподілу та робиться припущення, що всі 
джерела елементарних похибок не корелюють 
між собою та з вхідним сигналом, який є білим 
шумом. В якості кількісної оцінки точності 
обчислення приймаються середньоквадратичне 
значення (СКЗ) похибки обчислення 
перетворення та відношення СКЗ похибки 
обчислення до СКЗ перетворення, яке фізично 
інтерпретується через відношення потужності 
шуму до потужності сигналу. 

У цій роботі ставиться завдання провести 
аналіз точності рекурентних методів обчислення 
звичайних і модифікованих багатовимірних ДПФ 
і ДПХ на стрибкових і ковзних інтервалах за 
всіма і одним виміром в арифметиці з плаваючою 
комою. 

Рекурентні методи обчислення звичайних і 
модифікованих багатовимірних ДПФ на 
стрибкових інтервалах за всіма вимірами 
базуються на таких рекурентних виразах [3]: 
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(нульовому) інтервалах вхідного сигналу, 
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де iii sma =  та iiiii sNqmb += , де is  − ( )ir − -й 
розряд двійкового представлення числа s , а 

ii sq −=1 ;

( ) ( ) ( )rrrrrrr MnMnMnxMnqNMnqNMnqNxnnnx +++−++++++=∆ ,,,,,,,,, 22112222111121 KKK . 

Рекурентні методи обчислення звичайних і 
модифікованих багатовимірних ДПХ на 

стрибкових інтервалах за всіма вимірами 
базуються на таких рекурентних виразах [3]: 
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де ( ) ( ) ( )XXX sincoscas += . 
Рекурентні вирази для обчислення звичайних 

і модифікованих багатовимірних ДПФ і ДПХ на 
стрибкових інтервалах за одним виміром 
отримують з виразів (1) – (4) для 0=im  та 

0=iM  у коефіцієнтах W , cos  та sin  для 
1,1 −= ri . Рекурентні вирази для обчислення 

звичайних і модифікованих багатовимірних ДПФ 

і ДПХ на ковзних інтервалах отримують з виразів 
(1) – (4) для 1=im , де ri ,1= . 

Проведемо аналіз точності рекурентних 
методів обчислення звичайного багатовимірного 
ДПФ. Обчислення дійсної ( Re ) та уявної ( Im ) 
частин ДПФ за виразом (1) для дійсної 
послідовності ( )rnnnx ,,, 21 K  здійснюється за 
такими виразами: 



Вісник Київського університету 
Серія: фізико-математичні науки 

2008, 1 Bulletin of University of Kyiv 
Series: Physics & Mathematics 

 

 ( ) ( ) ( )[ ] −







⋅∆+= ∑

=

r

i i

ii
rrr N

kmkkkFkkkFkkkF
1

211210211 2cos,,,Re,,,Re,,,Re πKKK  

 ( ) ( )[ ] 







⋅∆+− ∑

=

r

i i

ii
rr N

kmkkkFkkkF
1

211210 2sin,,,Im,,,Im πKK , (5) 

 ( ) ( ) ( )[ ] +







⋅∆+= ∑

=

r

i i

ii
rrr N

kmkkkFkkkFkkkF
1

211210211 2sin,,,Re,,,Re,,,Im πKKK  

 ( ) ( )[ ] 







⋅∆++ ∑

=

r

i i

ii
rr N

kmkkkFkkkF
1

211210 2cos,,,Im,,,Im πKK , (6) 

де 

( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

= =








⋅∆=∆

22

0

11

11

12

22

1

1
21211 2cos,,,,,,Re

r

s

b

an

b

an

rb

rarn

r

i i

ii
rr N

knnnnxkkkF πKKK , 

( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

= =


















−⋅∆=∆

22

0

11

11

12

22

1

1
21211 2sin,,,,,,Im

r

s

b

an

b

an

rb

rarn

r

i i

ii
rr N

knnnnxkkkF πKKK . 

Оскільки результат X  операції додавання та 
множення в арифметиці з плаваючою комою з 
врахуванням відносної похибки обчислення ε  
визначається як ( ) ( )ε+⋅= 1XXQ , то, враховуючи 

похибки обчислення операцій додавання ( дε ) та 
множення ( мε ) у виразах (5) та (6), рекурентні 
вирази дійсних та уявних частин ДПФ з 
врахуванням похибок обчислення є такі: 
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Беручи до уваги, що результат обчислення 
значення X  з врахуванням абсолютної похибки 
обчислення ( )XE  визначається як 
( ) ( )XEXXQ += , на підставі (7) та (8) можна 

отримати рекурентні вирази для визначення 
похибок обчислення дійсної та уявної частин 
ДПФ, які без врахування похибок обчислення 
вищих порядків мають такий вигляд: 
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Враховуючи припущення, покладені в 
основу статистичного методу аналізу, що вхідний 
сигнал є білим шумом і відповідно значення 
перетворення також є білим шумом, математичне 
очікування похибок обчислення має нульове 

значення, внаслідок чого СКЗ похибок 
обчислення визначаються значеннями дисперсій 
похибок обчислення ( D ), котрі отримуємо на 
підставі (9) та (10): 
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Ґрунтуючись на (11) та (12), отримуємо 
рекурентний вираз дисперсії похибок обчислення 

ДПФ, який має такий вигляд: 
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Дисперсію похибок обчислення ДПФ в 
залежності від номера ітерації обчислення p  
визначаємо на підставі рекурентного виразу (13) 

з урахуванням того, що ( )( ) 0,,, 210 =rkkkFE K  для 
0=iM , де ri ,1= : 
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вираз (14) приймає такий вигляд: 
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В основу аналізу точності рекурентних 
методів обчислення звичайного багатовимірного 
ДПХ покладений аналіз точності обчислення 
значень ( )rkkkH ,,, 211 K  та ( )rkkkH −−− ,,, 211 K  
згідно з (3). Оскільки вирази обчислення значень 

( )rkkkH ,,, 211 K  та ( )rkkkH −−− ,,, 211 K  ДПХ 
мають однакову структуру з виразами (5) та (6) 
обчислення дійсної та уявної частин ДПФ, то для 
аналізу точності обчислення ДПХ можуть бути 
використані вирази, подібні до виразів (7) – (12), 
в яких замість значень ( )rkkkF ,,,Re 211 K  та 

( )rkkkF ,,,Im 211 K  ДПФ використовуються 
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ітераційний вирази суми дисперсій похибок 
обчислення значень ДПХ можна записати так: 
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Беручи до уваги, що для ii mNl > , де ri ,1= , 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]rlrlrl kkkFDkkkHDkkkHD ,,,2,,,,,, 212121 KKK =−−−+ , 
( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ]rlrlrl kkkFEDkkkHEDkkkHED ,,,2,,,,,, 212121 KKK ∆=−−−∆+∆ , 

сума дисперсій похибок обчислення значень 
ДПХ буде вдвічі більша за значення дисперсії 
похибки обчислення ДПФ за виразом (15), тобто 
середнє значення дисперсії похибки обчислення 
одного значення ДПХ співпадає з дисперсією 
похибки обчислення значення ДПФ. 

Аналіз точності рекурентних методів 
обчислення модифікованого багатовимірного 
ДПФ здійснюється на підставі аналізу 
обчислення дійсної та уявної частин ДПФ згідно 
з (2), котрі для дійсної послідовності 
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Рекурентні вирази знаходження дійсних та 
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На підставі (20) та (21) можна отримати 
рекурентні вирази похибок обчислення дійсної 

та уявної частин ДПФ, які без врахування 
похибок обчислення вищих порядків є такі: 
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З врахуванням (22) та (23) отримуємо 
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Базуючись на (24) та (25), рекурентний вираз 
дисперсії похибок обчислення ДПФ записується 

так: 

 ( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ]=+= r
м

r
м

r
м kkkFEDkkkFEDkkkFED ,,,Im,,,Re,,, 211211211 KKK  

 ( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ] [ ]( )++⋅∆+⋅= дмrдr
м DDkkkFDDkkkFD εεε ,,,,,, 211211 KK  

 ( )( )[ ] ( )( )[ ]r
м

r kkkFEDkkkFED ,,,,,, 210211 KK +∆+ . (26) 

Ітераційний вираз дисперсії похибок 
обчислення ДПФ в залежності від номера ітерації 

p  отримуємо на підставі рекурентного виразу 
(26) з урахуванням того, що 
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( )( ) 0,,, 210 =r
м kkkFE K  для 0=iM , де ri ,1= : 

 ( )( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ] [ ]( )×++= ∑
=

мд

p

l
r

м
lдr

м
p DDkkkFDDkkkFED εεε

1
2121 ,,,,,, KK  

 ( )[ ] ( )( )[ ]∑∑
==

∆+∆×
p

l
rl

p

l
rl kkkFEDkkkFD

1
21

1
21 ,,,,,, KK . (27) 

Враховуючи вище визначені значення 
( )[ ]rl kkkFD ,,, 21 K  та ( )[ ]rnnnxD ,,, 21 K∆ , а також 

те, що для ii mNl > , де ri ,1= , 
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r

i
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11
21 KK 
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
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вираз (27) приймає такий вигляд: 
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 ( )[ ]rnnnxD ,,, 21 K× . (28) 

Для аналізу точності рекурентних методів 
обчислення модифікованого ДПХ за виразом (4) 
можуть бути використані вирази, подібні до 
виразів (20) – (25), з заміною дійсних та уявних 

частин ДПФ відповідними значеннями ДПХ, в 
результаті чого рекурентний та ітераційний 
вирази суми дисперсій похибок обчислення 
значень ДПХ можна записати так: 

 ( )( )[ ] ( )( )[ ]=−−−+ r
м

r
м kkkHEDkkkHED ,,,,,, 211211 KK  

 ( )[ ] ( )[ ]( ) [ ]+⋅−−−+= är
ì

r
ì DkkkHDkkkHD ε,,,,,, 211211 KK  

 ( )[ ] ( )[ ]( ) [ ] [ ]( )++⋅−−−∆+∆+ дмrr DDkkkHDkkkHD εε,,,,,, 211211 KK  
 ( )( )[ ] ( )( )[ ]+−−−∆+∆+ rr kkkHEDkkkHED ,,,,,, 211211 KK  
 ( )( )[ ] ( )( )[ ]r

ì
r

ì kkkHEDkkkHED −−−++ ,,,,,, 210210 KK , (29) 
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м
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м
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l
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м
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м
lд kkkHDkkkHDD

1
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 [ ] [ ]( ) ( )[ ] ( )[ ]( )+−−−∆+∆++ ∑
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p

l
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 ( )( )[ ] ( )( )[ ](∑
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p

l
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1
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Беручи до уваги, що для ii mNl > , де ri ,1= ,  

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]r
м

lr
м
lr

м
l kkkFDkkkHDkkkHD ,,,2,,,,,, 212121 KKK =−−−+ , 
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]rlrlrl kkkFDkkkHDkkkHD ,,,2,,,,,, 212121 KKK ∆=−−−∆+∆ , 

( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ]rlrlrl kkkFEDkkkHEDkkkHED ,,,2,,,,,, 212121 KKK ∆=−−−∆+∆ , 

сума дисперсій похибок обчислення значень 
ДПХ буде вдвічі більша за значення дисперсії 
похибки обчислення ДПФ за виразом (28), тобто 
середнє значення дисперсії похибки обчислення 
одного значення ДПХ співпадає з дисперсією 
похибки обчислення значення ДПФ. 

Використовуючи (15) та (28), можна 
визначити СКЗ похибок обчислення звичайних та 
модифікованих багатовимірних ДПФ і ДПХ на 
стрибкових і ковзних інтервалах за всіма і одним 
виміром, а також їхні відношення до СКЗ 
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вхідного сигналу з урахуванням значень 
дисперсій відносних похибок операцій множення 
й додавання [ ]мD ε  та [ ]дD ε , котрі для ( )1+b - 
розрядних чисел мають такі значення [4]: 3/2 2b−  
– для випадку округлення прямого, оберненого й 

доповняльного коду та утинання доповняльного 
коду; 3/24 2b−⋅  – для випадку утинання прямого 
й оберненого коду. 

Прийнявши [ ] [ ] [ ]εεε DDD дм == , вирази (15) 
та (28) можна записати так: 

 ( )( )[ ] [ ] ( )[ ]r
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i
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1
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ε , (31) 
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Для проведення порівняльного аналізу 
точності рекурентних методів обчислення 
багатовимірних ДПФ і ДПХ визначимо дисперсії  
похибок обчислення на підставі (31) та (32) для 

2>r  та ii mN >> , прийнявши NNi =  та mmi =  
для ri ,1= , в результаті чого отримуємо: 

 ( )( )[ ] ( )( )[ ] [ ] ( )[ ]r
r

r
ì

prp nnnxDDNpkmkkkFEDkkkFED ,,,,,,,,, 21
)1(22

2121 KKK ⋅⋅≈= − ε , (33) 

де rk =  та 1=k  при обчисленні на інтервалах за 
всіма вимірами та одним виміром відповідно. 

Враховуючи значення дисперсії вихідного 
сигналу, точність рекурентних методів 
обчислення багатовимірних ДПФ і ДПХ 
визначається через [ ]εDNpkm r ⋅−22  і для Np =  
та 1== mk  складає [ ]εDN r ⋅−1 , в той час як 
точність прямих методів обчислення 
багатовимірних ДПФ і ДПХ складає [ ] 2/εDN r ⋅ . 

Таким чином, на підставі проведеного 
аналізу точності рекурентних методів обчислення 
ДПФ і ДПХ можна зробити такі висновки: 

1. Точність рекурентних методів обчислення 
багатовимірних ДПФ збігається з точністю

рекурентних методів обчислення багатовимірних 
ДПХ. 

2. Точність рекурентних методів обчислення 
звичайних багатовимірних ДПФ і ДПХ збігається 
з точністю рекурентних методів обчислення 
модифікованих багатовимірних ДПФ і ДПХ. 

3. Точність рекурентних методів обчислення 
багатовимірних ДПФ і ДПХ на ковзних 
інтервалах в 2/N  рази вища за точність прямих 
методів обчислення багатовимірних ДПФ і ДПХ. 

4. Точність рекурентних методів обчислення 
багатовимірних ДПФ і ДПХ на ковзних 
інтервалах в m  разів вища за точність 
рекурентних методів обчислення багатовимірних 
ДПФ і ДПХ на стрибкових інтервалах. 
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