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Використовуючи залежності між ба-
гатовимірними дискретними перетвореннями 
Фур’є та Хартлі, визначено зв’язки між реку-
рентними виразами для їх обчислення, вико-
ристовуючи які отримано рекурентні вирази 
для обчислення одних перетворень на підставі 
рекурентних виразів для обчислення інших 
перетворень. 

Utillizing dependences between multidi-
mensional discrete Fourier and Hartly trans-
forms, connections between recurrent expres-
sions for their calculation are defined, utillizing 
which recurrent expressions are got for the cal-
culation of one transforms on the basis of recur-
rent expressions for the calculation of other 
transforms. 

 
Вступ. На сучасному етапі розвитку за-

собів цифрової обробки сигналів (ЦОС) для 
систем різноманітного призначення, зокрема 
спектрального аналізу [1], широко застосову-
ють методи, що ґрунтуються на дискретних 
перетвореннях (ДП), де основним математич-
ним апаратом є дискретні перетворення Фур’є 
(ДПФ) та Хартлі (ДПХ). Ефективність засобів 
ЦОС багато в чому визначається ефективніс-
тю використовуваних методів ЦОС. Зокрема, 
при проведенні динамічного спектрального 
аналізу багатовимірних сигналів [2, 3] необхі-
дно обчислювати багатовимірні ДП на ковз-
них або стрибкових інтервалах, коли чергове 
ДП обчислюється для вхідного сигналу, до 
якого додається група нових відліків і така ж 
кількість початкових відліків вхідного сигна-
лу відкидається. В цьому випадку для обчис-
лення багатовимірних ДП доцільно викорис-
товувати рекурентні методи обчислення, котрі 
враховують результати попереднього обчис-
лення багатовимірних ДП. 

Існує ряд робіт [4 - 7], в яких описано 
рекурентні вирази для обчислення багатови-
мірних ДПФ і ДПХ. Зокрема, в роботі [7] за-
пропоновано загальні підходи, на основі яких 

отримано рекурентні вирази для обчислення 
звичайних та модифікованих багатовимірних 
ДПФ і ДПХ на ковзних і стрибкових інтерва-
лах. Однак, якщо підхід до отримання рекуре-
нтних виразів для обчислення багатовимірних 
ДПФ і ДПХ є наочним, то підхід до отриман-
ня рекурентних виразів для обчислення мо-
дифікованих багатовимірних ДПФ і ДПХ та-
ким не є, оскільки вимагає застосування шту-
чних математичних перетворень. Крім того, 
не визначено зв’язки між рекурентними вира-
зами для обчислення різних багатовимірних 
перетворень. 

Отже, метою роботи є визначення 
зв’язків між рекурентними виразами для об-
числення різних багатовимірних ДПФ і ДПХ, 
використовуючи які можна отримати рекуре-
нтні вирази для обчислення одних багатови-
мірних ДПФ і ДПХ на підставі рекурентних 
виразів для обчислення інших багатовимірних 
ДПФ і ДПХ наочним і простим способом. 

Методи та результати. Багатовимірні 
ДПФ і ДПХ на ковзних (стрибкових) інтерва-
лах за одним виміром визначаються такими 
виразами [7]: 
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де ),...,,( 21 ri kkkF  і ),...,,( 21 ri kkkH  – від-

повідно r -вимірні ДПФ і ДПХ ( 1,0 −= ll Nk , 

rl ,1= ) на i -му інтервалі ( K,2,1,0=i ) роз-

міром ∏
=

r

l
lN

1
; ),...,,( 21 innnx r +  – r - вимір-

ний вхідний сигнал на i -му інтервалі; 

)2exp( πjW −= , 1−=j ; =)(Xcas  
)sin()cos( XX += . 

Модифіковані багатовимірні ДПФ і 
ДПХ на ковзних (стрибкових) інтервалах за 
одним виміром визначаються такими вираза-
ми [7]: 
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де ),...,,( 21 r
м

i kkkF  і ),...,,( 21 r
м
i kkkH  – 

відповідно модифіковані r -вимірні ДПФ і 
ДПХ на i -му інтервалі. 

З виразів (1) і (3) випливає залежність 
між багатовимірним ДПФ і модифікованим 
багатовимірним ДПФ: 
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З виразів (2) і (4) випливає залежність 

між багатовимірним ДПХ і модифікованим  
багатовимірним ДПХ: 
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З виразів (1) і (2) та (3) і (4) випливають 
залежності між багатовимірними ДПХ і ДПФ 

та модифікованими багатовимірними ДПХ і 
ДПФ для дійсного вхідного сигналу: 

 ),...,,(Im),...,,(Re),...,,( 212121 ririri kkkFkkkFkkkH −= ; (6) 
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де Re  та Im  – відповідно дійсна та уявна ча-
стини комплексних значень багатовимірних 
ДПФ. 

Розглянемо отримання рекурентних ви-
разів обчислення багатовимірних ДПХ та мо-
дифікованих багатовимірних ДПФ і ДПХ на 

підставі рекурентного виразу обчислення ба-
гатовимірного ДПФ. 

Рекурентний вираз для обчислення ба-
гатовимірного ДПФ на стрибкових інтервалах 
за одним виміром має такий вигляд [7]: 
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де ),...,,( 21 rmi kkkF +  – r -вимірне ДПФ на 

)( mi + -му інтервалі; 1,1 −= rNm  – зсув між 
інтервалами вхідного сигналу за r -им вимі-

ром; −++=∆ ),...,,( 21 inNnnxx rr  
),...,,( 21 innnx r +− . 

З виразу (8) 
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Враховуючи вирази (9), (10) та залеж-
ність (6), рекурентний вираз для обчислення 

багатовимірного ДПХ на стрибкових інтерва-
лах за одним виміром визначається як 
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де ),...,,( 21 rmi kkkH +   – r -вимірне ДПХ на 
)( mi + -му інтервалі. 

Враховуючи залежність (5), вираз (8) 
можна записати як 
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м kkkF

mi+
 – модифіковане багато-

вимірне ДПФ на )( mi + -му інтервалі. 
З останнього рівняння рекурентний  

вираз для обчислення модифікованого багато-
вимірного ДПФ на стрибкових інтервалах за 
одним виміром визначається як 
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З виразу (12) 

 =
+

),...,,(Re 21 r
м kkkF

mi
 

Вісник ЧДТУ, 2010, №1



 ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

= =

−

−

+⋅∆+=
1

0

1

0

1

0

1

0 1
21

1

1

2

2

1

1

))(2cos(...),...,,(Re
N

n

N

n

N

n

m

n

r

l r

r

l

ll
r

м
i

r

r r
N
ik

N
knxkkkF π , (13) 

 =
+

),...,,(Im 21 r
м kkkF

mi
 

 ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

= =

−

−

+⋅∆−=
1

0

1

0

1

0

1

0 1
21

1

1

2

2

1

1

))(2sin(...),...,,(Im
N

n

N

n

N

n

m

n

r

l r

r

l

ll
r

м
i

r

r r
N
ik

N
knxkkkF π . (14) 

Враховуючи вирази (13), (14) та залеж-
ність (7) рекурентний вираз для обчислення 
модифікованого багатовимірного ДПХ на 

стрибкових інтервалах за одним виміром ви-
значається як 
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де ),...,,( 21 r
м

mi kkkH +  – модифіковане бага-
товимірне ДПХ на )( mi + -му інтервалі. 

Отримані вирази (11), (12) і (15) збіга-
ються  з рекурентними виразами для обчис-
лення багатовимірного ДПХ та модифікова-
них багатовимірних ДПФ і ДПХ, наведеними 
в [7]. 

Аналогічним чином, використовуючи 
наведені залежності між багатовимірними 
ДПФ і ДПХ, можна отримати рекурентні ви-
рази для обчислення  багатовимірних ДПФ і 
ДПХ на підставі будь-якого іншого рекурент-
ного виразу, а також рекурентні вирази для 
обчислення багатовимірних ДПФ і ДПХ на 
ковзних (стрибкових) інтервалах за багатьма 
вимірами [7]. 

Висновки. Використовуючи залежності 
між багатовимірними ДПФ і ДПХ, визначено 
зв’язки між рекурентними виразами для їх 
обчислення, використовуючи які  можна 
отримати рекурентні вирази для обчислення 
одних перетворень на підставі рекурентних 
виразів для обчислення інших перетворень. 
Зокрема, в роботі розглянуто отримання реку-
рентних виразів для обчислення багатовимір-
ного ДПХ та модифікованих багатовимірних 
ДПФ і ДПХ на підставі рекурентного виразу 
для обчислення багатовимірного ДПФ. На 
відміну від відомих способів отримання реку-
рентних виразів для обчислення багатовимір-
них ДПФ і ДПХ даний спосіб відрізняється 
наочністю та простотою і може бути викорис-
таний для отримання нових рекурентних ви-

разів для обчислення багатовимірних ДПФ і 
ДПХ. 
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