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К РЕШ ЕНИЮ  П РО СТРАНСТВЕННЫ Х ЗАДАЧ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ТРАНСВЕРСАЛЬНО  

ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ ДЛЯ Н ЕКАНО НИ ЧЕСКИХ ОБЛАСТЕЙ

Предложенный в работе [I] вариант метода «возмущ ения формы 
границы» распространен в (2, 5, 6] на новые классы  пространственных 
краевых задач  механики деформируемых сред, ограниченных неканони­
ческими (близкими к сферическим и круговым цилиндрическим) поверх­
ностями. Эффективность указанного приближенного метода проиллю ст­
рирована (3, 51 на задачах  для эллипсоидальны х поверхностей, допус­
кающих точное решение.

В работе [7] получены приближенные аналитические реш ения 
внешних пространственных зад ач  для изотропной среды, ограниченной 
замкнутыми поверхностями вращ ения: конической, цилиндрической и 
волчкообразной.

Н астоящ ая статья посвящ ена рассмотрению  аналогичны х задач  
для  трансверсально изотропной среды. При этом даны  виды трехм ер­
ных общих решений в случае действительных, кратны х и комплексных 
корней характеристического уравнения, а такж е получены числовые ре­
зультаты  для некоторых трансверсально изотропных м атериалов.

§ 1. Рассмотрим трансверсально изотропную среду с плоскостью  
изотропии, перпендикулярной оси г сферической системы координат * 
8, а ,  г, где е  — угол широты. В этом случае перемещ ения «а, «а, иг допу­
скаю т представление через потенциалы Фп(0, а , т) и Ч^п(6, а, г) 
в виде [9]

п=0 п=1

Го 2,4 гБ ш б  б а  
п=0

’  Здесь и далее все линейные величины являются безразмерными, отнесенными к 
некотороЯ характерной длине гв.
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Соответствующие им компоненты тензора напряжений удобно представить 
в форме [5]
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Здесь П; (/ =  1, 2, . . .  , 5) — дифференциальные операторы;
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г5Іп 0 уа^аа г да ^

Выоирая потенциалы и в виде

Ф„ (0, а ,  г) =  (0, а); (0, а .  г) =  ^ У „  (0, а ) , (1.4)

где У„ (0, а )  — сферические функции, убеждаемся, что трехмерные однород­
ные уравнения равновесия удовлетворяются, если параметры и А.„ явля­
ются корнями алгебраических уравнений

+  Ь „ - 0; XI — --  1̂2“  (га — 1) (л +  2) 4- =  0. (1.5)

Коэффициенты а„ и определяются выражениями

2сззс«
« ( « + ! )  +  с„Сзз — (Си +  +

+  “Н 2^44 (Сц +  Сі2---Сіз) +  <̂33̂ 44

Ьп = ——— I (п 4- 1) +  2 {Сц  +  — <̂1з) +  Х'^зз
<'Э8‘'44 ([_ ’  J

X

СпП (га4-ї) +  с~ +  -^^^44 — га (л +  1)
1

С+ — -^(<^13 +  4̂4)

(с* — ±  Си +  Сі2 4- 2 С44). 

Характеристическими числами первого из уравнений (1.5) будут
1 I

=  ± К + ( а ^ - ^ Ч ^
v<f>̂

\VnV

( 1.6)

I 1

- ± К - ( а ^ - 6 „ ) 2 ] * .  (1.7)



Тогда коэффициент (< =  1, 2, 3, 4) находится из соотношения

(  ■ 1 I '

+  --------------------т' --------- . ( 1.8)
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(С13 +  С„) +  с+

Д ля реальных материалов корни могут быть действительными (раз­
ными или кратными) или комплексными.

Проанализируем вид функции Ф„ (9, а , г) в указанных трех случаях. 
Предположим, что >  0. Тогда характеристические числа
=  1, 2, 3, 4 ) — действительные (разные) и потенциал Ф„ имеет вид

Ф „ {0, а . г) =  V  V  г ' ' " ^  Р„.^  (соз 6). (1.9)

тде Р„,„(СО50) — присоединенные функции Лежандра; — произ­
вольные постоянные.

Пусть — 0. Следовательно, корни будут кратными, т. е. г},'* =
=  Vn^, ^ . Д ля построения полного решения воспользуемся соответ­
ствующими рассуждениями, приведенными в книге [4], и будем исходить 
из дифференциального уравнения для функции Ф„, т. е.

1Ф „ (9, а , /■) =  0. (1.10)
Здесь

00

£  =  £о ^  +  {кп {с\з +  4̂4) +  ^44] +  с + А д '" —  ^ | ;  (1  • 11)
П=0

И спользуя выраж ение (1,4) для потенциала Фд и рекуррентны е со­
отношения для присоединенных функций Л еж ан д р а , получаем

2 / ^ ( v „ ) r " " ^ V n ,  (112)
п—О

где Р (v„) =  0 — характеристическое уравнение.
Поскольку в рассматриваемом случае двух кратных корней имеем

P '(v )i '^ )=  P(v<?') =  F ' (v‘=>) =  O.î (1.13)

то потенциал Ф „ примет форму

^  ^  vW+4-cosma
ф „ ( в ,а ,г ) =  v s Q  +  ‘" ' • g . w J  ^ " s i n m a  ^ '. .» ( c o s e ) .  (1 .14) 

Ï̂̂ =0 i=̂ l

Предположим, что 0. Тогда комплексные корни (t = 1 , 2 ,
3, 4) представимы в виде

=  v<̂> =  v f , (1.15)
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где

а ; - К 5 Г + Я ; с о з - | ^ ;  6; =  | / „ ;  +  | -

(1.16)

Следовательно, записы вая произвольные постоянные, входящ ие в 
состав сферических функций Уп(6, а ) ,  в комплексной форме и используя 
известные соотношения

получаем

Ф „ ( Є . а , г ) =

М<2)Лил

=  С05 (х 1п о) +  І 5ІП (лг 1п а). (1.17)

т=0 -в):и  —  '
;,^С05(^„ІПГ) +  ™ 5 ІП (6 „  ІПГ)

+
л(4>

С05(6МПГ) Ч- 5ІП(І.*ІПГ) 0(2) ' « " Ь-*->г*.т Оп,т
г  Н ‘" !^ " ^ Л ,т (с 0 5 Є ) . (1.18) 

зштос

Реш ения (1.9), (1.14) и (1.18) исчерпываю т все возможные д л я  ре­
альных материалов представления Фп(Э, а, г).

Очевидно, что потенциал Т п (9 , а, г) допускает запись только 
в виде (1.9).

§ 2. Рассмотрим пространственную  деф ормацию  трансверсально 
изотропной однородной среды, ослабленной замкнутой неканонической 
(близкой к сферической) полостью, поверхность вращ ения р = 1  кото­
рой описывается с помощью уравнений

2 =  (рсозу +  ер-^С05Й7); /? =  Л-* (рзіп7  —  ер-^зіпА^). (2,1)

Здесь 2 , — цилиндрические координаты; р, у, *ї> — криволинейные ор ­
тогональные координаты; |б |С 1 - — малый парам етр, характеризую щ ий 
отклонение рассматриваемой координатной поверхности р =  1 от сф ери­
ческой радиуса г^.

Исследование напряженно-деформнрованного состояния среды под 
действием внешних усилий будем проводить методом «возмущ ения ф ор­
мы границы» [ I ] .  Д ля  этого искомые компоненты напряж ений пред­
ставим Б виде

К р..........=  м
/=0

где составляющие . . . ,  определяются из рекуррентных соотношений 

/ г /гг'”') \
Ш1 =  5  (  1т, ) ЛГ"*' -  а'"') ±

■у*Р

/

0 » = ^  л Г " Ч ' ; ' > + ^ Л Г “ >(аГ,’ - с Г > )  ; ей , =  (2.3)

/стУ)\РЧ>\
оФ•№/ \аЙ>

/п=0

(т)
Vo^7 J
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Д иф ф еренциальны е операторы для общего вида граничной поверх­
ности в произвольном приближении приведены в работе [6], В частно­
сти, для рассматриваемой поверхности (2.1) в первых трех  приближ е­
ниях имеем известные операторы

Л Г  =  1- л !” =  *^о^(А +1)у д 5 1 п (й +  1) У д ,

1 +  соз2{к  +  1) V

др ду

5ш 2 (й +  1)у 1
(2.4)

4р:,26

[к- 
4р2*+2

2р̂2* дрду р +

и т. д.

Составляю щ ие напряжений, входящ ие в правы е части соотношений 
(2 .3), записы ваю тся на основании (1.2) формальной заменой перемен­
ных г, 0, а  на р, у. Ф, например

П , +
д

Р
л = 0

Ф «  (р, у. ф). (2.5)

§ 3. Д л я  конкретности и простоты рассмотрим осесимметричную 
задачу  о напряж енном состоянии трансверсально изотропной среды, 
ограниченной изнутри свободной от напряж ений неканонической по­
верхностью (2.1) при р = 1 ,  находящ ейся в однородном поле всесторон­
них внешни.\ усилий интенсивности р (р>~0  — соответствует растяж е­
нию, р < 0  — сж атию ). Следовательно, компоненты основного напряж ен­
ного состояния, т. е. для среды без полости, будут

(3.1)

Предположим, что трансверсально изотропная среда характеризуется та­
кими упругими постоянными сц, которые соответствуют действительным 
(разным) корням т. е, справедливо решение (1.9). Тогда в рассматри­
ваемом осесимметричном случае {т =  0) компоненты о</>, о ^ ,  а ^ ,  име­
ют вид

0<Л =гг г1
„ = 0  /= 2 ,4

V « -  ±  
р "

(3.2)

п = 0  1 = 2 .4

([х )± (С и  — Й2> \^Р'п{\^)

Рп = й\х
; ц =  соз V

п -= 1 1 = 2 .4
/
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Здесь

« (п +  1)
С : ) '

(3.3)

Произвольные постоянные А п’'̂  в соответствии с (2.3), (3.1) определя­
ются из граничных условий

и имеют вид
к . + =  0; (3.4)

^ 0  -  уй)  > ~
С<Йб«2) —

Л (4*/) __  п  п  ^
_  б(4) (̂2) ' ”  б(2)-уН) §(0^ т

(/ — о --- л =  0; /  =  1 =  О, 2, 4; /  =  2 ~  п =  0 ,2, 4, б, 8),

где £-’̂ ) , £?(/> — коэффициенты рззложений в ряды по полиномам Л еж андра 
и их производных правых частей, соответствующих условиям (3.4) а л ­
гебраических уравнений, зависящ их как  от формы поверхности, так  и 
от реш ения граничной задачи в предыдущих приближениях.

Напряжения 0 *̂1 =  а ’у> +  0(е /'+ ’), т. е. с точностью до членов порядка 
еУ+ 1  по сравнению с единицей, будем определять по формулам

в  частности, для напряжения получаем выражение 

=  р ^  а«« +  е  ̂ ^ ^ c o s { k + \ ) y

+  [о1̂  +  ^  Л ~  I ) '  -  2

+  - 1 ) “  т )  +  2 ~  (* +  1 соз 2 (/г +  1) V -

(3.6)

+

+

+

иР„ (ц) ''
- ( с п - с 1 2 ) с 1 а т — ^

I
ctgy (̂ )̂

d f

соз (й +  о  7 ~

^̂ Pn(̂ )̂

йу
(Сц —  С12) X

ёу I
2 ( й + 1) 6‘‘

ёу } '

(3.7)

§ 4. Числовые расчеты проведены в случаях замкнутых цилиндриче­
ской (А =  3, Б = — '/ 9) и волчкообразной (* =  3, е = 7 э )  поверхностей д ля  
однородных сред, упругие постоянные которых приведены в табл. 1.
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Значения для материалов 3, 4 близки к изотропному случаю  и взяты  
из работы  [8]; они использовались такж е в работе [9). Д ля  указанны х 
числовых значений расчеты проводились по формулам вида (3.7). При 
этом для всех материалов и обеих форм поверхностей при р =  I норм аль­
ные напряж ения имеют следующую аналитическую  структуру:

8

=  Р Т й Л (и )  (̂  =  Р.Т,<Р) (4.1)
й=0,2,...

— соответствующие числовые коэффициенты).
Характер изменения относительных напряжений и о * ^!р  вдоль

четверти меридиональных сечений рассматриваемы х поверхностей по-

7^
я

17
т
Г

я
4

5?
и

Рис .  1.

казан  на рисунках 1, 2. Зам етим , что кривые (нумерация кривых соот­
ветствует нумерации материалов табл . 1) для м атериала 4 практически 
совладаю т с кривыми для изотропного м атериала 1 и здесь не приво­
дятся.

Т а б л и ц а  1

Материал ^1! ''ї ї
Е,
0

Ев
0 ^3

1 0,300 0,300 2,600 2,600 1,000
2 0,300 0,100 5,000 1,250 4,000
3 0,357 0,253 2,771 3,094 0,896
4 0.365 0,288 2,244 2,712 0,828

А налитическая структура напряж ений по степеням р (при у=соП 51) 
существенно зависит от типа м атериала, например, 

материал 2 ( \ = 0 ,  б =  7э)

, , 0.2257 1,3600 _
Р Р ~  Р* Р**

0,0333 0,0955 , 4,4114 
і

1,0025 _  
Р®

1,4311

1,1102

_  1,8826 
ЛІЗ

4,6064 6,8249
-.14 п,1в (4.2)
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материал 4 (у =  О, е =  1/9) 

т*с

Р
, »>4901 0,7733 , 1,8260 3,8554

Ч--------гт--------------- ---------- 1-

+

Р» р» ■ р

5.0279 1,2662

Р*

рю (4.3)

Распределение напряжений около неканонических полостей имеет 
ярко выраженный локальны й характер  и показано на рисунках 3, 4 для

0

Рис .  4.

материалов 1, 2 (аналогичный характер  имеют графики для м атери а­
лов 3, 4 ). Д ля  указанны х четырех материалов максимальное значение 
относительного отклонения

( / =  V, ф),

т. е. нормальных напряжений от соответствующ их для среды без поло­
сти не превыш ает 6,4% при р =  2 и 1,97о при р =  3.

Графики на рисунках 1—4 указы ваю т на сущ ественное влияние ани­
зотропии м атериала на величину напряженного состояния в окрестно­
сти неканонической полости. Это особенно заметно, если упругие посто­
янные значительно отличаю тся от соответствующ их в изотропном слу­
чае, как это проиллю стрировано на примере м атериала 2, д л я  которого 
влияние анизотропии на величину максимальных напряж ений !р
при р= 1 в точках у = 0 ,  л./4, л /2  доходит до 78% по сравнению  с изотроп­
ным случаем.

Об эффективности применяемого приближенного метода можно судить, 
например, на основании табл. 2, где показан вклад =  \ ъ^Оу\\1р каждого 
из первых трех приближений в сумму их абсолютных величин, которая ус­
ловно принята за 100%. Отметим, что все числовые значения табл. 2 удов­
летворяют неравенству Если предположить, что и
третье приближение будет удовлетюрять аналогичному неравенству, то
для его оценки получим

10*0)1 уу < (4.4)
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Следовательно, вычисленная на основе оценки (4.4) максимальная погреш­
ность А у \  которая допускается при пренебрежении членами порядка е’ по 
сравнению  с единицей, меньше 5,4% ; она соответствует материалу 2 
при у = я /2  и у — л1^.

Т а б л и ц а  2

Материал д ^ ,  %
|е»о®  1

р т р ж Р

1
2
3
4

1,5
2,373
1,513
1,475

1,5
2,373
1,513
1,475

62,4
58 .0
58.1 
60,3

58.4
52 .4
56 .5
59.5

е = 1 /9 , У = 0
0,819 34,0
I ,503 36 ,7
0,959 36,8
0 ,836 34,1

8 = 1 /9 , У=Ш2
0.765 29,8
1,527 33,7
0,845 31,5
0.723 29,1

е = ~ 1 /9 ,  *У=я/4

0,086
0,216
0,133
0,138

0,302
0,629
0.323
0,283

3 ,6  
5 ,3  
5.1 
5,в

П ,8
13.9
12,0
11,4

1 1.5 59 ,5 0,738 29,3 0,283 11,2
2 2,373 53,0 1,489 33 .2 0,618 13,8
3 1,513 57 ,6 0.813 31 ,0 0,300 П .4
4 1.475 60 ,4 0,700 28 ,7 0,267 10,9

П риемлемость высказанного предположения для оценки вида (4.4) 
пренебрегаемых приближений проверена на основе реш ения [5] изло­
женным приближенным методом граничной задачи  д л я  эллипсоидаль­
ной полости в изотропной среде, допускаю щ ей точное решение.

Замечание. Если трансверсально изотропная среда с неканониче­
ской полостью находится под внутренним давлением интенсивности р, 
приложенным к ее поверхности р = 1 ,  то граничные условия имеют вид, 
аналогичный (3.4), т. е.

=  = 0 .  (4.5)

В этом случае числовые значення для относительных напряжений и
получаются из решения вышеизложенной задачи, если из последних 

вычесть значения основного напряж енного состояния, т. е. уменьшить 
на единицу все числовые значения, представленные на рисунках 1—4. 
При этом локальность поля напряжений сохраняется и, следовательно, 
полученные результаты  с погрешностью до 2% соответствуют толсто­
стенным оболочкам, образованны м координатными поверхностями р = 1 ,  
Р =  Р о ^ З  и находящ имися под внутренним давлением.
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