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В статье рассматривается пространственная граничная задача матема
тической теории упругости для однородной изотропной среды с неканони
ческими жесткими включениями. Напряженно-деформированное состояние 
исследуется приближенным методом «возмущения формы границы» [1], 
развитым в работах [2, 3] для трехмерных задач механики сплошной среды. 
В качестве примера получены аналитические и численные результаты для 
конической и замкнутых цилиндрических жестких включений. Распределе
ние напряжений около неканонических полостей такого вида изучено в 
работе [4].

Предположим, что некоторая поверхность 5 образована вращением кон
тура Г юкруг его оси симметрично оси Ог. В произвольной меридиональной 
плоскости гОН функция

г -ь I/? =  г^'о)(д =  ^ +  е/ (О =

=  С - р Л  1е1«1)

осуществляет конформное отображение внешности единичной окружности 
плоскости  ̂на внешность контура Г. При этом постоянная г,, характеризует 
его абсолютные размеры и ориентацию по отношению к системе координат 
гОН.

В зависимости от вида функции / (О и значения малого параметра 8 
можно получить различные виды указанного контура Г. Так, например,

при к ~ 2 ,  г =  соотношениям (1) соответствует правильный тре

угольник с заокругленными углами, а значениям к ~ д, г =  —

квадрат; при их вращении вокруг оси Ог образуются неканонические поверх
ности.

Для исследования напряженного состояния изотропной среды с нека
ноническим включением, поверхность которого описывается уравнениями 
(I), используем метод «возмущения» в форме Ц]. Для его реализации иско
мые компоненты представим в виде

Omk == (2)

Компоненты /-го приближения, согласно работам [1—31, определяются по 
формулам
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m = 0 « r j j

где — дифференциальные операторы, зависящие от вида функции /  (О 
и имеющие при / =  О, 1, 2 вид

^  1, Л<2'’> =  а Т =  Ai“ =  О,
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Aî > =

4p

(fe+ 1)2[1 “ Cos2(fc+ 1)^1

2pa+2

■( —  (?Ф*

A f

i - ) ’ (4 )

— I ) s i n 2 ( f e + I ) d

.2*4-2 +

(A +l)sin2(d?4-l)d ^ 
p2H-i Ф

I) (I — c o s 2 ( f t+  O '» !  d 

f,2*+2 дй

М^ =  Л Г ^2 Л ?> , л ‘5̂» =  а 1^>-4-л 'Л

Компоненты, отмеченные тильдой, определяются согласно результатам мо
нографии [5] для внешней задачи, если безразмерные сферические коорди
наты г, 6 формально заменить на р, 0, а произвольные постоянные снабдить 
индексом I, т. е.
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Здесь P„ (cos -̂) — полиномы Лежандра, Cii\ Dj/’ — произвольные постоян
ные, определяющиеся из граничных условий, V — коэффициент Пуассона, 
О — модуль упругости.

Предположим, что требуется определить напряженное состояние изо
тропной среды с жестким неканоническим включением рассмотренного 
типа, находящейся на бесконечности в поле равномерного всестороннего 
растяжения (сжатия). Тогда в /-м приближении краевые условия на гранич
ной поверхности 5 имеют вид

~  (W#* +  и^ \_ 1  =  о, (6)

гдеЫр ,̂ находятся из (3), а uj/̂ , и#’ соответствуют основному напряженно
му состоянию среды (без включения) и в случае равномерного асестороннего
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растяжения (сжатия) определяются выражениями

« Г  =  йо/-ор. 4 '” =  О,

« Г  =  - ^ c o s ( * +  1)&,

иУ> == _  (к + 1) sin ik + l)&,

= ---+ - cos2 (A +  l)d],

(7)

4p̂

2p^

Причем

= ---I)s in 2 (A+ 1)#,

_  ^ > ( l- 2 v )
On

“ 20  (1 +  V) •

Из соотношений (3) — (5) и краевых условий (6) получаем

2  1« (« + 3 — 4v) С*/̂  — (п + I ) Dn'̂ l Р„ (cos 
„==0 ^=0

£ [ ( _ „  +  4 -  4v) е  + Dt-'l =  V  d!,'> (V) .

n=l fl=l

где г‘„'’ (v), «4,'* (v) — известные выражения. Приравнивая коэффициенты при 
одинаковых полиномах Лежандра и их производных, из полученной системы 
уравнений находим

2[n(3-4v)-^2U-v)| ’ ® (9)

Dll’ =  (п -  4 + 4v) Cli> + (V) (tt >  1).

Таким образом, граничная задача для неканонических включений формально 
сводится к последовательности граничных задач для сферических вклю

чений.
Пусть однородная изотропная среда с коническим включением k =  

=  2, е =  i  находится на бесконечности в поле действия равномерных все

сторонних усилий ннтенсивиостн р (р ^  о — растяжение, р с  О —  сжа
тие). Используя граничные условия (6), в нулевом приближении (сфериче
ское включение) получаем

л!)“' =  а Л  =  О (« =  О, 1, . .  .), =  0 (tt =  1, 2. . . . ) .  (10)

Напряженное состояние среды с неканоническим включением с учетом/ 
приближений, согласно обозначениям работ [3,41, определяем по формулам

-Ь ео)" (t =  р, д, ф), + етр̂ .̂ (И)
Здесь

_ i + J 5 S l , =  i L = , 0 .  <1Я
р р“ Р О р-* р

в первом приближении коэффициенты Сп’, dI,'' (п =  1, 3) имеют вид 

/̂ (1) _  9  ̂ ,2 ^1) _  12 ^ ,2
-  1 0 (5 — 6v) « ^  “  5(11 _  I4V)

= — (3 — 4v)Ci'-, Д "  =  - ( I  -  4vjci'>. (13)
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Найденные напряжения в последующих приближениях имеют громозд
кий вид; на границе включения при 0 =  0 получаем

3(1 —  2v) 

“  5 0 + ^ )

3(11 — 13^) , 8(37 — 43у )
—  10

о, ( 1)

р=1

5 — 6у  ' 11 —  14v

9у (1 — 2у)(189—226v)
5(1 -4-г)(5 —  6 v ) ( n  —  14у ) '

(14)

Во втором приближении напряжения согласно формулам (11) при V — 0,3, 
1

г ~ -г такие:4
‘ ( 2>

р=1
^  1,6134^0— 0,0302^1 +  0,0142^2 Н-^^,5700Яз — 0,2206Я, +

в=о

+ 0,3187Р„

0,0735 , 0,4807 , 1,1834
"г  Т
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0,5978 0,5701

+
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0,0368

1>*

+

2,5114
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, 0,5722 
рз

0,3950
р'

+

Р’

1,6686 
Р« ’

0,7368

+

0,3644

+
0,1757 0,5090

+

Другие выражения для напряжений имеют такой же вид.
Распределение напряжений на поверхности конического включения

(р =  1) вдоль произвольного меридионального сечения при V =  0,3, 8 =

показано на рис. 1, а из рис. 2 видно, 
что при незначительном удалении от 
поверхности все напряжения прибли
жаются к основному напряженному со-

л 2я
стоянию среды, причем при V  =  -д- знн- 

чения —  очень близки к — . 
р р 

р р ’ р

Рис. 1.

•(2)
Отметим, что максимальное отклонение напряжений от соответст

вующих напряжений в среде без включения при р — 3 составляет 3,5%.
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Рассмотрим аналогичную задачу о напряженном состоянии однородной 

изотропной среды с цилиндрическими включениями =  3, е =  ±

т. е. в этом случае справедливы формулы (12). Из граничных условий (6) в 
первом приближении находим

48сГоГ^

С<о’> =
ао''о

20(1— V)’
Н ''5

7 (4 —  5у ) ’ 35 (7  — »V) ’

£)<,'> =  — 4(1 =  - 2 ( 1  -2г)СУ>, М ’’ 4гС'’>. (16)

Во втором приближении выражения для произвольных постоянных 
значительно усложняются. Согласно формулам (8) получаем
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На поверхности включения справедливы выражения 

I
48(1 —  \)(1 —  2у ) 

1 +v
1
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Аналогично (15) приведем следующие формулы:

•и

(18)

Р / .  ^  1,6137Ро — 0,0575Я, +  0,4257^4 — 0.0656Р, +  0,1984^«,
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Рис. 3.

Распределение напряжений вдоль 
четверти меридионального сечения ци
линдрического включения показано на

Рис. 4.

рис. 3 И рис. 4 Как и

в случае конического жесткого включе
ния, распределение напряжений около 
цилиндрических жестких включений но
сит ярко выраженный локальный ха
рактер (рис. 5). Сплошные линии на э'ом

рисунке соответствуют значению г =

а штриховые — 8 = -- В частностіг,

при р =  3 напряжения _!__  не превосхо-
р

дят соответствующих напряжений в среде 
без включения более чем на 2,6%.
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