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РА С П РЕД ЕЛ ЕН И Е  Н А П РЯЖ ЕН И Й  
ОКОЛО ЗАМ КН УТЫ Х О СЕСИ М М ЕТРИ ЧН Ы Х ПОЛОСТЕЙ 

И ВКЛ Ю ЧЕН И Й  ПРИ КРУЧЕН И И

Исследование напряженного состояния при кручении ортотропных 
цилиндрических валов с замкнутыми коническими полостями и вклю­
чениями приведено в работе [5J. На примере задачи о кручении тела 
вращения с вытянутой или сжатой эллипсоидальной полостью, допус­
кающей точное решение [2, 3, 6] проиллюстрирована эффективность 
приближенного метода «возмущения формы границы».

В данной статье рассматриваются задачи о кручении ортотропных 
тел вращения с замкнутыми цилиндрическими к «волчкообразными» 
полостями и жесткими включениями.

§ 1. Рассмотрим в некоторой области S плоскость zoR, ограничен­
ную контуром г, близким к круговому; функция осуществляющая 
конформное отображение внешности (внутренности 
единичной окружности на внешность {внутренность) кривой г, имеет 
вид

2 4- li? =  “  W (О =  £ +  е/ ^0 =  г ехр (0 (S =  рехр (1.1)
'о

где Го — характеризует абсолютные размеры контура Г и его ориента­
цию по отношению к системе координат zoR, а малый параметр 
е ( |е  *С1) и функция П?) определяют форму указанного контура.

Напряженно-деформированное состояние цилиндрических тел с не­
каноническими полостями и включениями (поверхность описывается 
уравнениями (1.1)) будем исследовать предложенным в работе [1] ме­
тодом «возмущения формы границы». Для этого представим искомые 
компоненты av<p, ар<р, в виде

Орф, «ф} 2  е" (1 -2)
Л1=0

Согласно формуле (1.1) величины г, 6, угол между радиальным 
направлением и нормалью к контуру Г, а также произвольная функция 
F{r, в) могут быть представлены в виде рядов по степенях малого па­
раметра е. Если использовать формулы перехода от цилиндрических 
координат (г, 0, г) к криволинейным ортогональным координатам 
(р, V. ф). э также выражения (1.2), то для определения компонентов по­
следовательных приближений получим рекуррентные соотношения [5]

Y> 2  <Р> V) — (р, y)]:
т~0



Распределение напряжений 33

(р. V) =  2  (Р’ V) +  (р, V)]; (1.3)
т=0

4 ’ (р .т )  =  2  л 'Г " ’«Г>(р.т).

Здесь — дифференциальные операторы, которые зависят от вида функ­
ции /  (О и при / =  0 , 1, 2  имеют вид

ЛГ=Л<5'*> =  1; Л Г -= 0 ; ЛГ -  ЛУ’ =

5Ш (й +  1) V д
7 ^ '  ~д^ '

ар

(2) 1 Ч-со5 2(А +  1) V з т  2 ( ^ + 1 )  у 1 
' "  2 р ^  дрду р

+ 1 ~со52(А ;+  1)у {
4р2*+2 ^ ар■+ Р

/
(14)

д( 2 ) _ а<2) { * + 1 )4 1  — соз2(й +  1)у]_ (̂1, { * + 1 )зш (А + 1 )т .
^5 -̂ 1 . 2к+2 > ~  ь-»-1 '4р- ,*+1

А + 1 (А — 1)5Ш 2(А + 1)у  5ш 2(^Ь+1)7 д 
2̂ +2 +  2*+, ф

1 — 0 0 5 2 ( ^ + 1 ) 7  д 

ду

Выражения для компонентов (т<0“Чр.Т). 
согласно данным [7] записываются в криволинейной ортогональной системе 
координат в результате формальной замены г, 0 на р, у, т. е.

Л~1

«(^1 +  1) Р„ (С05 V) +  2 ctg V

(т )_  О, у ,  ^  2 /  3 \  йР^(с05у) .
4  Ь  ^ ^ р  2 /  ’ 0-5)

“  Я —
„«г» . 1 \ 1  .("1)." 2 ^Р^(С057)

“ “ " 7 7 1 , ^ ' '  Р ^ — '
п^]

где Рп(соз^) — полиномы Лежандра, а постоянные величины Яп долж­
ны удовлетворять алгебраическому уравнению

^ 1 - - | { « - 1 ) ( «  +  2) +  | =  0. (1.6)

Здесь О,, Са — модули сдвига в плоскостях (6 а) и (га). 
3 — прикладная механика, № 11.
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Составляющие основного напряженного состояния, т. е. для сплош­
ного цилиндра, в криволинейных ортогональных координатах имеют вид

^ { 2 р ( 1 - Р 0 + ер

+  (1 -А )5 ІП (* +  1)У (1у
Є* 2 » _ ,

+ Т Р

2 с0 5 ( * +  1 ) у (1 - Л )  +

А(1 — со5 2 (/г+  1)Y) X 

йР,
X ( -  й — 1 +  (Л — 2) Р,) — й (А +  1) 5ІП 2 (А +  1) V ^

«Трф —
ЛР

С05(А+1)у ^  +

Н к - 2)

(1.7)

+  5 і п ( * +  1 ) у ( 2 А  +  1 - 2 ( А - 1 ) Р * )

X (1 -  соз2(А +  1 ) ї ) ^  + А ( * +  1 ) 5 Ш 2 ( Й +  1)у(1  - Я , )

X

Н-...

которым соответствует перемещение

.2 <ІР..Цф -  V  -  — йу 2соз(^:+  1 ) у ^  —

— 8ш (/^+ 1)уП — 4Ра) +  е у

- ~ s m 2 ( k +  1)7(1- 4 Р а )

с о з 2 ( й + 1 ) у ^ - ( 1.8)

причем — радиус сплошного цилиндра; М — крутящий момент.
Следует отметить, что исходные краевые задачи математической 

теории упругости для тел вращения с неканоинческими полостями или 
включениями формально сводятся к последовательности граничных за ­
дач для сферических полостей или включений.

§2. Исследуем напряженное состояние при кручении ортотропного 
тела с замкнутыми цилиндрическими и «волчкообразными» полостями. 
Допустим, что поверхности свободны от напряжений, тогда граничные 
условия в /-М приближении будут

ь у * + < а = .= о . (2. 1)
Здесь определяются по формулам (1.3), а составляющая основного на­

пряженного состояния Орф из (1.7) при к =  3, е =  . 
Представим напряжения /-го приближения в виде

о ’ф  ̂ +  6^ (о 'ф  +  0 Іф) ( і  =  V, р ) ,

1

где

*«» _  „(0)■’Т*
2р>о

Р -
X*-

(2.2)

(2.3)

_*(<ч7рф РГо

Лі
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соответствуют напряжениям для ортотропной среды со сферической по­
лостью.

Согласно (1.3), (1.7) в первом приближении получим

II
х(Я2 — у  (Я^— 1)С05 4т + ( 4 ~  х)5Ш Фр dy

+  2 р
- 3 (1 — Рг) соз 4у — 51П 4у

dy +

‘- 1 ^ « ( л +  1)Р„ +  2 с1£7 dP„

„(О I „Ч' . «РФ *Г «рЧ> —

п=2,.<.6

,(П Р 0̂

йу

к- II
/л 3 \  . йР,

(2.4)

+  р-
ЛР

со5 4у ̂  +  (7 — 4/>з) 5Ш 4^

я=!2»4»6
К ~  2 I

з \  ^ " - 4 ^
dy •

Неизвестные коэффициенты (л =  2, 4, 6) определяются из краевых 
условий (2,1) и имеют вид

22Я, — 6 4 и + 7 3 Р '^  16 (2^ ,+  26х --.57)Р>0
СО /0*1 -- ООС /«Т! о\ »63(2Хг— 3) ^2

64(2Я^+ 4х — 13) р'г1 
б93{2Ав — 3) Оз

3 8 5 ( 2 > ,4  — 3 )
(2.5)

X =
3 С, Г

Во втором приближении выражения для напряжений значительно ус- 
ложняются, поэтому, например, при V =  -^  Для сг^ +  Оу% имеет место 
формула

р'го о,
2 О,г V 2 )

X*-
+ ■

-П X - Л /
2  л % '  =

п= 2,4 .6

10

п { п +  1)Р„-Ь2с1бу (̂ У .
+

^ - 4

г>=2.4,...

n(n +  l)P n  +  2ctgv dy (2.6)
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где постоянные коэффнаденты Л«*’ (п — 2, 4 , ,  10) определяются из гра­
ничных условий (2.1) при / =  2 и из-за громоздкости не приводятся.

п  1 ЯПри некоторых характерных значениях ® > V отношения
а в силу обозначений (2.2) имеем

•(2)

Ог 9р* Р*
+

, 0,0535 , 0,0220 
Р‘® Р

'220 \ „V  . -г—

0,6259 , 0,4586 0,3219 0,0760
Р*

(2.7)

, 0,0926 , 0,5058 0,4489 , .0,3738 \
+  рИ +  рК р1» ■*' р18 РГо-

IНэ поверхности цилин^фической р = 1 ,  е =  — и «волчкообразной»

/ п=  1, е =  полостей при различных значениях изменение напряже-
•/2»

НИИ а^’ имеет едииын характер, например,

„*(2) » (О .95О8 Р9 — 0.5137Р, — 0,9233Р*+0,1931Яв
»

_____5_
е, 2А

+  0.5625Р8 — 0,2694Р,(,) р%;

а'(2) , »  (0,9463Ро -  1,Зб18Рз +  0,9658Р4 — 0,8434Рв +

с, ь 
с.“  2

(2.8)

+  0,5625Рв — 0,2694Р1о) р'го-

На рис. 1 а, б показано распределение напряжений сгуф̂  и вдоль 
четверти меридионального сечения неканонических поверхностей, где штри­
ховые ЛИНИН соответствуют распределению напряжений на поверхности сфе­
рической полости.

Изменение коэффициента концентрации напряжений

) (2.9)

О,
в зависимости от значения переменной р и отношения показано наО2
рис, 2, 3, где штриховая линия соответствует напряжениям сплошного 
цилиндра.
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Исследования показали, что максимальное отклонение относительных
0  9напряжений для О <  -уг <  от напряжений для среды без полости приОа 2

р =  2 составляет 1,1 %, а при р =  3 — соответственно 0,1 %.
§ 3. Рассмотрим аналогичную задачу о распределении напряжений 

при кручении упругого ортотропного тела с жесткими неканоническими 
включениями (цилиндрическими и «волчкообразными»). Для этого слу­
чая краевые условия в /-м приближении имеют вид

(3.1)

где перемещения и\р{р,у) определяются из соотношений (1.3), а и^'Чр.т) 

формулой (1.8) при А =  3, е =  ±

Для сферического включения имеют место выражения

’(О) (7уф — р —
о. К-
ТГЯ9

Орф — Р  Го
р —

к- 3 -

?р йу •
Перемещения в первом приближении имеют вид

9

соз4'у—т-^ — 51п 4Я
Га

к- 1

(3.2)

— р
- 2 ^2соз4 1 , ^ - 5 ш 4т - 5 ^ ) ) - -  2^  Л р  (3-3)

Г<ЛРп,
4у

п=2А,6

Удовлетворяя граничным условиям (3.1), получаем формулы для опре­
деления постоянных Лп’ {п =  2, 4,6)

а Р =  "21 Л;
48

385 А; 64
231 А, (3-4)

где

А =  а Р _ Р Го? 
30«

Напряжения и ОрфЧ-Орф определяются формулами (2.4) при
заданных значениях коэ(}^ициентов (3.4). В частности, ю  втором приблн-
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жении для напряжений Орф +  при у ~ ^  получимя

К — 2

4
3

Го

10

_п=2Л.6
2  К - 1 -

3 ?  .,11 <1Р.

Л^Р
'»“ Т  6Р„

йу

йу

У=
(3.5)

1Г ■

^ (.0
ТЯ

■

1$

& /  1 ■ 4 С/5г
Рис. г

Постоянные А̂п (« =  2, 4 , . , . ,  10) определяются из условий (3.1) при / = 2 ,  
например,

“̂7  2 9 \ 160 МП,. . .. 2240 ^+  (>,4+ 1) - - ^_  -4У/12 13
2

Af^ I 59 
4 13003 +

П
2 / ( ^ - т )

(3.6)

Выражения для других коэффициентов имеют аналогичный вид.
На поверхности (р = 1) цилиндрического и «волчкообразного» включений 

напряжения имеют следующую структуру:
10

С = Р 'Г о  2  (3-7)
п=2.4,...

(а„ — некоторые числовые коэффициенты).
Изменение напряжений а1^/р'Ь'  вдоль четверти меридионального сече­

ния неканонических включений при О <  у <  показано на рис. 4 а, б
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лчисловые значения для О <  V <  у  в основном отрицательны, а при ~  <

<  у <  п — положительны), причем штриховые кривые соответствуют сфери­
ческому включению.

м .

Рис. 6

Аналогично (2.7) приведем следующие формулы для значений у =  і ,
1

0*(2)
РФ I* “ 'с»

с*«)р» 6

р 0,0556 2,6049 0,1056 1,2127
2 р® р*

.ЧІО

0,0556 2,4933 0,1236 ^0 ,0 6 1 7
(3.8)

Р* Р® Р® ■ Р
1,4757 0,3241 0,1168 , 1,4830 1,1720

л1» “*■П.13 ^1в
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На рис. 5, 6 приведено изменение коэффициентов концентрации
•<2)

Р'Ь'
Ь' = ГоЯ К

4

(3.9)

в зависимости от изменения переменной р и отношения (штриховая ли­

ния, как и раньше, соответствует основному напряженному состоянию). 
Следовательно, поле напряжений в окрестности жесткого включения носит
ярко выраженный локальный характер, так что при , Y =  ^  наOj ID 4
расстоянии в два радиуса (р =  3) максимальное отличие относительных на­
пряжений К(, от соответствующих сплошного цилиндра составляет 3,1 %, 
а на расстоянии трех радиусов— 0,7 %.

Таким образом, если расстояние между поверхностями в много­
связной среде не меньше диаметра, то полученные результаты для одно­
связной среды могут быть с погрешностью не более 3,5% распростране­
ны на аналогичные граничные задачи для многосвязной среды.
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