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Resume. The work is devoted to working out of new methods for analysis of robust stability and robust 

stabilization of linear dynamic systems. Sufficient stability conditions of the zero solution are formulated for a 
linear system with uncertain coefficient matrices and a measured output feedback. In addition, a common 
quadratic Lyapunov function and ellipsoidal set of stabilizing matrixes of amplification factors of a output 
feedback are given for the whole set of system. Application of the results is reduced to a solution of systems of 
linear matrix inequalities. 
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Постановка проблеми. В прикладних задачах аналізу і синтезу реальних 

об'єктів використовуються диференціальні та різницеві системи з невизначеними 
параметрами і функціональною структурою (див., наприклад, [1] – [4]). При цьому 
основна увага приділяється задачам робастної стійкості і робастної стабілізації. 

Під множиною робастної стійкості динамічних систем будемо розуміти 
параметричну або функціональну множину, що характеризує невизначеність заданої 
структури системи та її елементів керування. Зокрема, в невизначених лінійних 
моделях матриці коефіцієнтів та зворотного зв'язку можуть належати деяким заданим 
множинам у відповідних просторах (політопи, еліпсоїди, матричні інтервали, тощо). 

Задача стабілізації системи керування полягає у побудові статичного або 
динамічного регуляторів, що забезпечують асимптотичну стійкість стану рівноваги 
замкненої системи при довільних значеннях невизначених елементів. Зазвичай ця 
задача зводиться до розв’язування систем лінійних матричних нерівностей (ЛМН). 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. При описі невизначеностей та умов 
робастної стійкості систем використовуються матричні інтервали та політопи [1, 5, 6]. 
В роботах [3, 7] в термінах лінійних матричних нерівностях отримано достатні умови 
стійкості лінійних керованих систем з невизначеними матрицями коефіцієнтів і 
зворотного зв'язку. З оглядом задач і відомих методів аналізу робастної стійкості та 
стабілізації систем керування з зворотним зв'язком можна ознайомитися в [8, 9]. 

Метою роботи є розробка нових методів аналізу робастної стійкості та 
робастної стабілізації лінійних динамічних систем з обмеженими по нормі матричними 
невизначеностями і статичним зворотним зв’язком по вимірному виходу.  

Робастна стабілізація систем керування. Розглянемо лінійну неперервну 
динамічну систему керування: 

utBBxtAAx ))(())((  ,  Kyu  ,  DuCxy  ,     (1) 
де nx  , mu   і ly   – вектори відповідно стану, керування та спостереження 
об’єкта, A , B , C  і D  – сталі матриці відповідних розмірів nn , mn , nl   і ml , а  

AAA HtFtA )()(  ,  BBB HtFtB )()(  , (2) 
де AF , BF , AH , BH  – сталі матриці відповідних розмірів, а матричні невизначеності 

)(tA  і )(tB  задовольняють обмеження 
1)(  tA , 1)(  tB  або 1)( 

FA t , 1)( 
FB t ,   0t .    (3) 
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Тут і далі   – евклідова норма вектора і спектральна норма матриці, 
F

  – матрична 
норма Фробеніуса, I  – одинична матриця відповідних розмірів. Для спрощення записів 
залежність матриць від t  будемо упускати. 

Відмітимо, що при 0)(  tA , 0)(  tB  система перетворюється в систему без 
невизначеностей, яка розглядалася в [10]. 

Сформулюємо відомі критерії додатної та невід'ємної визначеностей блочних 
матриць. 

Лема 1. [11] Має місце така еквівалентність: 
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Якщо блок V  невироджений, то 
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Лема 2. [12] Нехай виконується система матричних нерівностей 
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де 0 TPP , 0 TQQ , 0 TRR , 0 TWW , U , V  і D  – матриці відповідних 
розмірів. Тоді для будь-якої матриці K  виконується матрична нерівність 

)0(0)()()()(  VKRKVUKVVKUW TTTTT  .  (7) 
Лема 3. [13] Нехай L  симетрична матриця, матриці rMM ,,1   і rNN ,,1   

мають відповідні розміри. Тоді, якщо при деяких числах 0,,1 r   виконується 
матрична нерівність 
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то вірною є нерівність 
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при всіх 1 i  або 1
Fi , .,,1 ri   

Відмітимо, що леми 2 і 3 є узагальненнями твердження достатності відомого 
критерія, який називається лемою Пітерсена про матричну невизначеність [14]. 

Множину матриць керування K , що забезпечує стійкість замкненій системі, 
побудуємо у вигляді еліпсоїда  

 QKPKK Tlm   1: ,  (8) 
де 0 TPP  і 0 TQQ  – деякі додатно визначені матриці. 

Введемо на множині матриць  0)det(:  KDIK m  нелінійний оператор 
lmlm  : ,  11 )()()(   DKIKKKDIK lm . 

Для оператора   виконується властивість [12]: якщо 1K , 2K , для яких 
 

2
1

13 )( KDKIK m , то  
 21 KK  і  )()()()( 13121 KDIKKKK l   .   (9) 

З (1) і (8) слідує нерівність 
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Припустимо, що  
1 PQDDT .      (11) 

Це еквівалентно першій блочній нерівності леми 2 при 0R . Тоді із 0x  слідує 
0u і 0x  є станом рівноваги системи, який ми досліджуємо на стійкість. Замкнена 

система має наступну структуру 
xtMx )( ,  CKBBAAtM )()()(  .   (12) 

При умовах (8) і (9) маємо 11   PQDDKDPKD TTT . За теоремою Ляпунова для 
дискретних систем, 1)( KD  і тому в (12) матриця KDIm   невироджена. 

Сформулюємо умови робастної стабілізації класу систем (1). 
Теорема 1. Нехай матриця A  системи (1) є гурвіцевою і для деяких 0, 21   

виконуються матричні нерівності (11) і 
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, (13) 

де 0 TXX . Тоді керування Kyu   з довільною матрицею K  стабілізує систему 
(1). Причому, якщо в (13) виконується строга матрична нерівність, то задана 
множина керувань забезпечує асимптотичну стійкість замкненої системи (12) і 
спільну функцію Ляпунова Xxxxv T)( . 

Доведення. Побудуємо функцію Ляпунова для замкненої системи (12) у вигляді 
Xxxxv T)( . Тоді за теоремою Ляпунова система (12) стійка (асимптотично стійка), 

якщо для деякої додатно визначеної матриці 0 TXX  виконується матрична 
нерівність 

)0(0))()(())()((  CKBBAAXXCKBBAA T  .         (14) 
Перепишемо останню нерівність у вигляді 

0)()())(()()(  CKBBXXBBKCAAXXAA TTTT   
і використаємо лему 2, поклавши 

XBBU T)(  ,  CV  ,  )()( AAXXAAW T  ,  0R . 
Тоді друга блочна нерівність в (6) має вигляд 
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Використовуючи структуру матричних невизначеностей )(tA , )(tB , 
здійснимо розклад останньої нерівності 

   

























































 00
0
000

0
0

1

1
AA

A
T
A

T
A

T
A

TT

TT

H
XF

XF
H

QDC
DPXB
CXBXAXA

 



 4 

    000
0
000

0

0


































 BB

B
T

B
T
B

T
B H

XF
XFH , 

яка за лемою 3 виконується, якщо існують 0, 21   такі, що  
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Відповідно до леми 1 отримана матрична нерівність еквівалентна нерівності (13). 
Теорема доведена 

Можна дати інше доведення теореми 1 за допомогою теореми про неущербність 
S-процедури для квадратичних форм при одному обмеженні [15]. Вона стверджує, що 
нерівність 0),( uxw  )0(  при обмеженні 0),(0 uxw  еквівалентна співвідношенням 

)0(0),(),( 0  uxwuxw  ,  0 uuxx TT ,   (16) 
де 0  – деяке число. Можна покласти 1 . Тоді, враховуючи (10) і похідну в силу 
системи 
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(16) перепишемо у вигляді 
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де QCCAAXXAA TT  )()( . Застосовуючи лему 1, маємо нерівність (15). 
В теоремі 1 система (1) без керування ( 0u ) повинна бути стійкою. Якщо ж 

нульовий стан системи (1) без керування нестійкий, то будемо шукати множину 
стабілізуючих керувань з еліпсоїда 
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Для цього спершу потрібно знайти матрицю 0K , яка стабілізує систему 
xMx 0 ,  CKBBAAM )()( 00  . 

Матрицю 0K  можна знайти методами, описаними в [5]. 
Побудуємо умови робастної стабілізації класу систем (1) з матрицею керування 

(17). Відповідно до (1), (8) і (17) повинна виконуватися нерівність 
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де GPGQDD TT 1 , DKIG m 0 . Припустимо, що 
0 .      (18) 

Тоді із 0x  слідує 0u  і 0x  є станом рівноваги системи. 
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При умові (18) матриця G  повинна бути невиродженою. Тому визначені 
значення оператора 0
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невироджені матриці GFIKDI mm )(   і )(ˆ 1 KDIGDKI mm   . 
Отже, замкнена система (1), (17) при обмеженнях (18) подається у вигляді (12). 
Теорема 2. Нехай для деякої додатно визначеної матриці 0 TXX  та деяких 
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Тоді керування Kyu   з довільною матрицею (17) стабілізує систему (1). Причому, 
якщо в (19) виконується строга матрична нерівність, то задана множина керувань 
забезпечує асимптотичну стійкість замкнутій системі (12) і спільну функцію 
Ляпунова Xxxxv T)( . 

Доведення. Побудуємо функцію Ляпунова для замкненої системи (12) у вигляді 
Xxxxv T)( . Стійкість (асимптотичну стійкість) нульового положення рівноваги 

забезпечують матрична нерівність 0 TXX  та недодатна (від’ємна) визначеність 
похідної в силу системи ),()( uxwxv  , тобто з врахуванням (17) достатньо виконання 
матричної нерівності 

)0(0))~()(())~()(( 00  CKKBBAAXXCKKBBAA T  .   (20) 
Застосувавши властивість (9) оператора KKDIK m

1)()(  , перепишемо 
нерівність (20) у вигляді  

   XBBKDKIKCAAXXAA TTTTTTT )()ˆ())(()()()( 00   

  0))()(ˆ()()( 00  CKDIKKBBX   
Останню нерівність перепишемо у ви дяді 

0)ˆ()())(ˆ( ****  CKBBXXBBKCXMXM TTTT  , 
де CKBBAAM )()( 0*  , CKDCC )( 0*  , KGK ~ˆ 1 . При цьому  

 QKPKKKK T  ˆ:ˆˆ~  , 
де GPGP T 1ˆ  . 

Використаємо лему 2, поклавши 
** XMXMW T  , XBBU T)(  , *CV  , 0R . 

Тоді друга блочна нерівність в (6) має вигляд 

0)(
)(

1
*

1
***



























QDC
DGPGXBB
CBBXXMXM

TTT

TT

. 
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Використовуючи структуру матричних невизначеностей )(tA , )(tB , 
здійснимо розклад останньої нерівності 

 








































 00
0
0

)()(

1
*

1
*00

XF
H

QDC
DGPGXB
CXBCKXBXBKCXAXA

T
A

T
A

T
A

TTT

TTTTT 
 

     















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
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



























 00)(

0
000

0
0

)(
00

0
0 0

0

CKH
XF

XF
HKC

H
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B
T
B

T
B

T
B

TT
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A




 

    000
0
000

0

0


































 BB

B
T

B
T
B

T
B H

XF
XFH , 

яка за лемою 3 виконується, якщо існують 0, 21   такі, що  



























1
*

1
*00 )()(

QDC
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CXBCKXBXBKCXAXA

TTT

TTTTT 
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


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
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


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1
1 XF

XFHH
T
A

AA
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A


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  000
0
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0)()()(

2
0

000

2 

































 XF
XF

HHCKHH
HHKCCKHHKC

T
B

B

B
T
BB

T
B

B
T
B

TT
B

T
B

TT


 


. 

Застосуємо лему 1 і отримаємо умови (18) і (19), при яких виконується 
нерівність (20), для будь-якої матриці K~ . Дані умови забезпечують асимптотичну 
стійкість нульового стану замкнутої системи (12). 

Теорема доведена. 

Отримані результати теорем 1-2 можна узагальнити на випадок, коли 





r

i

i
A

ii
A HtFtA

1

)()()( )()( ,  



r

i

i
B

ii
B HtFtB

1

)()()( )()( . 

Висновки. В даній роботі отримано нові методи аналізу робастної стійкості 
станів рівноваги систем керування із зворотнім зв’язком по виходу. При цьому 
значення матричних коефіцієнтів задані обмеженнями по нормі матричних 
невизначеностей, а вимірний вектор виходу містить компоненти як стану системи, так і 
керування. Практична реалізація отриманих методів зводиться до розв’язування 
алгебраїчних ЛМН. Відмінною особливістю отриманих ЛМН від відомих є можливість 
побудови еліпсоїда стабілізуючих матриць коефіцієнтів підсилення зворотного зв’язку 
та спільної квадратичної функції Ляпунова. 

Результати роботи отримані на основі відомих узагальнень твердження 
достатності леми Пітерсена про матричні невизначеності. Нажаль, умови теорем 1-2 в 
загальному випадку мають теоретичний характер. Їх практичне використання в задачах 
робастної стабілізації по виходу на основі побудови квадратичних функцій Ляпунова з 
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невизначеними матрицями потребує спеціальних методів знаходження матриці 0K  
(див., наприклад, [5, 8]). Це є однією із актуальних задач наступних досліджень. 
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Робастна стійкість лінійних керованих систем з матричними 
невизначеностями 

 
Андрій Алілуйко, Руслана Руська 

Тернопільський національний економічний університет, Тернопіль, Україна 
 

Резюме. Робота присвячена розробленні нових методів аналізу робастної стійкості та 
робастної стабілізації лінійних динамічних систем. Для лінійних керованих систем з невизначеними 
матричними коефіцієнтами та зворотного зв’язку по вимірюваному виходу формулюються достатні 
умови стійкості нульового стану рівноваги. При цьому визначаються спільна квадратична функція 
Ляпунова та еліпсоїдальна множина стабілізуючих матриць коефіцієнтів підсилення зворотного зв’язку 
для всієї сім’ї систем. Практична реалізація отриманих методів зводиться до розв’язуванням систем 
лінійних матричних нерівностей. 

Ключові слова: система керування, зворотній зв'язок, робастна стійкість, матрична 
невизначеність, еліпсоїд. 
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